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Semplificare può essere «scivoloso»...

«Ogni tanto è necessario dire delle cose difficili,
ma bisognerebbe dirle nel modo più semplice di cui si è capaci.»

– Godfrey H. Hardy
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Per cominciare...
arriviamo dritti al punto
Esistono problemi non calcolabili? Cosa significa «calcolabilità»?
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Problema

• Dato un numero naturale n > 0:
o se è pari lo si divida per 2
o se è dispari lo si moltiplichi per 3 e si sommi 1
o dopo un numero finito di iterazioni di questo procedimento si ottiene 1

• Esempio:

• Questa procedura è nota come Congettura di Collatz (o di Ulam), ma è, appunto,
una congettura:
o Siamo sicuri che prima o poi terminerà per ciascun valore di n?
o Esiste un numero per cui la procedura non termina mai?
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Stanislaw Ulam
(1909 – 1984)

Lothar Collatz
(1910 – 1990)

<latexit sha1_base64="3crIUOqN+x/DEz5NAgwbdSOnDlY="></latexit>

n = 17 ! 17⇥3+1 = 52 ! 52/2 = 26 ! 26/2 = 13 ! 13⇥3+1 = 40 ! 40/2 = 20 !
! 20/2 = 10 ! 10/2 = 5 ! 5⇥3+1 = 16 ! 16/2 = 8 ! 8/2 = 4 ! 4/2 = 2 ! 2/2 = 1



Problema

• Consideriamo il seguente problema: calcolare un controesempio alla Congettura di 
Collatz/Ulam, ossia trovare un numero naturale n tale che, iterando la procedura di 
Collatz/Ulam, non si arrivi a 1

• È facile scrivere un programmino per il computer per cercare la soluzione del problema: 
ingenuamente l’ho fatto quando a scuola, tanti anni fa, quando mi raccontarono qualcosa a 
proposito di questa strana procedura
• Il problema è che si tratta, appunto, di una congettura: nessuno ha ancora mai dimostrato 

che sia vera!

• Se la Congettura di Collatz/Ulam dovesse essere vera il mio programmino non smetterà mai di 
girare (resteremo con il dubbio che tale numero esista); se dovesse essere falsa, invece, il 
programma non terminerà mai ugualmente, proprio perché non si arriva mai ad 1
• Dunque è possibile calcolare automaticamente la soluzione del problema? Non lo sappiamo!
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Un altro problema

• Ogni numero pari maggiore di 2 è dato dalla somma di due numeri primi
• Funziona per 4 = 2 + 2, 6 = 3 + 3, 8 = 3 + 5, 10 = 5 + 5, 12 = 7 + 5, 94 = 41 + 53, ...
• Funziona sempre? E chi lo sa?
• Si tratta della celeberrima Congettura di Goldbach, un problema di teoria dei

numeri formulato nel 1742 in una lettera che Christian Goldbach scrisse a Eulero
(il più grande matematico del tempo)

• Problema: calcolare un numero pari maggiore di 2 che non possa essere
espresso come somma di due numeri primi

• Potremmo scrivere una procedura sul computer per calcolare la soluzione del problema, ma 
purtroppo ... ci risiamo! Se la congettura di Goldbach fosse vera, il programma non terminerà 
mai, se invece fosse falsa, troverebbe un controesempio che smentisce la congettura
• Dunque la soluzione del problema è calcolabile automaticamente? Non lo sappiamo!
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Christian Goldbach
(1690 – 1764)

Leonhard Euler
(1707 – 1783)



Problema della fermata

• È possibile definire una Macchina di Turing M che sia in grado di stabilire se, data
una Macchina di Turing M’ e un input x per tale macchina, M’ termini dopo un
numero finito di passi elaborando x?
• In altri termini: è possibile scrivere un algoritmo A (o un programma per il

computer) che preso in input un algoritmo A’ (o un programma per il computer)
e un input x, stabilisca se A’ termina dopo un numero finito di passi elaborando x?
• La risposta, che rese celebre Alan Turing nel 1936, è NO: non è possibile definire una macchina 

di Turing (o un algoritmo o un programma per un computer «seriale») che stabilisca se la 
macchina di Turing M’ per un input x termina la sua esecuzione dopo un numero finito di passi
• In conclusione: esistono problemi non calcolabili!
• Esistono problemi che la cui soluzione non può essere calcolata automaticamente, neanche 

con il computer più potente del mondo
• Questo risultato è talmente sconcertante che potremmo anche finire qui il nostro seminario
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Alan Turing
(1912 – 1954)



Calcolabilità

• Occuparsi di calcolabilità significa stabilire se un problema sia o meno calcolabile, ossia se la 
sua soluzione possa essere calcolata con un procedimento deterministico in un tempo finito, 
effettuando un numero finito di operazioni elementari

• Scoprire che non tutti i problemi siano calcolabili, apre degli scenari molto interessanti, 
ponendo dei limiti invalicabili al calcolo automatico/algoritmico (e quindi, generalizzando, al 
calcolo)

M. Liverani – Calcolabilità 7



Ricominciamo da capo
Facciamo chiarezza, costruiamo un percorso per ragionare sulla calcolabilità
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Funzioni

• Una funzione è una relazione tra due insiemi che associa ad ogni elemento del dominio uno 
ed un solo elemento del codominio
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Funzioni

• Possiamo descrivere la funzione (la relazione tra insiemi) in modo sintetico attraverso 
un’espressione che consenta a «chiunque», per qualsiasi valore del dominio, di calcolare il 
corrispondente valore del codominio
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Funzioni ed espressioni

• La funzione viene descritta «raccontando» il procedimento con cui è possibile associare un 
elemento del dominio della funzione con un elemento del codominio
• L’espressione aritmetica è una formulazione convenzionale, molto compatta/sintetica, che si 

basa su un insieme di simboli, su una sintassi ben precisa e naturalmente su una semantica
che ci permette di dare un significato all’espressione
• L’espressione aritmetica adotta quindi un linguaggio utilizzato per esprimere un procedimento 

di calcolo matematico

f (n) = n2 – 3 prendi un numero n dal dominio della funzione
moltiplica n per se stesso
al risultato che hai ottenuto, sottrai 3
hai ottenuto così l’elemento del codominio che corrisponde a n
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Espressioni e numeri

• Il linguaggio delle espressioni aritmetiche e la semantica che esse nascondono si basano anche 
sul modo in cui rappresentiamo i numeri
• Il sistema posizionale dei «numeri arabi» è ben diverso dal sistema numerico romano o da 

quello greco: i romani, infatti, non usavano quel sistema di numerazione per eseguire i calcoli, 
ma utilizzavano un abaco
• Oggi in tutto il mondo i calcoli numerici sono basati sul sistema posizionale e sui numeri arabi, 

con una notazione in «base 10» ma trovano ancora spazio altri sistemi numerici come ad 
esempio il sistema «sessagesimale» (in base 60!) che risale alla civiltà babilonese
o Lo ritroviamo nell’espressione dei gradi di un angolo o nella misurazione del tempo (60 secondi formano un 

minuto, 60 minuti un’ora, ...)
o Derivano dall’uso delle 12 falangi di quattro dita di una mano: il pollice si usa per contare fino a  12 toccando 

le falangi delle altre dita; le dita dell’altra mano contano il numero di «dodicine»: 12 × 5 = 60

• Inutile ricordare che invece i calcolatori digitali operano con numeri in «base 2»
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Sintassi e semantica delle espressioni

• I sistemi numerici determinano la nostra capacità di eseguire in modo semplice o 
estremamente complicato, delle operazioni, dei calcoli
• Fin dalle scuole elementari siamo abituati a scrivere le espressioni in un certo modo
• Si tratta di una notazione «infissa», che utilizza degli operatori binari, disponendo gli operandi 

a sinistra e a destra dell’operatore e dando un significato diverso alla diversa posizione 
dell’operando rispetto all’operatore (es.: il numeratore e il denominatore di una divisione)
• Le parentesi sono usate per dare una priorità di calcolo alle diverse componenti 

dell’espressione (es.: 3 – 2 × 4 ≠ (3 – 2) × 4)

• Non penserete mica che questo sia l’unico modo di formulare un’espressione aritmetica?
O che sia il più «semplice»? Temo sia solo una questione di abitudine...
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Sintassi e semantica delle espressioni

• La notazione polacca inversa è una notazione postfissa che semplifica la scrittura di 
espressioni aritmetiche complesse, evitando l’uso delle parentesi per dare priorità agli operatori
• Alla base del procedimento di rappresentazione della notazione c’è la seguente sintassi:

operando  operando operatore
Ossia, invece di scrivere «3 + 2» si scriverà «3 2 +»

• L’idea è quella di leggere l’espressione da sinistra a destra (come al solito) e di sostituire 
l’operatore e i due operandi che lo precedono con il valore dell’espressione calcolata, ripetendo 
il procedimento iterativamente fino a quando non rimarrà soltanto il risultato:

«3 × (2 + (12 – 4) / 2)» = «3 2 12 4 – 2 / + ×»
3 2 12 4 – 2 / + × à 3 2 8 2 / + × à 3 2 4 + × à 3 6 × à 18

• I linguaggi dei computer convertono le espressioni «infisse» in espressioni «postfisse» in RPN 
per calcolarne il risultato: il procedimento di calcolo risulta più semplice
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Sintassi e semantica delle espressioni

• L’algebra moderna ci fornisce un linguaggio potente ed estremamente compatto per 
rappresentare espressioni matematiche anche molto complesse
• La rappresentazione dei numeri e la codifica delle espressioni sono due strumenti, non 

soltanto formali/convenzionali, in grado di guidare anche la nostra capacità di eseguire in 
modo efficiente i calcoli necessari per giungere alla soluzione del problema
• Non è sempre stato così: al di là dei complicatissimi sistemi numerici utilizzati nel passato, che 

già di per sé hanno agevolato (come nel caso degli arabi e prima di loro dei babilonesi e degli 
indiani) o ostacolato (come nel caso dei numeri romani) il calcolo numerico e l’astrazione 
matematica, la strada per giungere alla notazione odierna è stata assai lunga
• Il matematico italiano Raphael Bombelli (1526 – 1572) scriveva, ad esempio, nel suo trattato 

«Algebra – Libro III»:
Trovinsi due numeri che siano in proportione come 3 e 4 e che moltiplicato il minore per 5 e il maggiore per 2, li 
produtti gionti insieme faccino 46

Oggi scriveremmo semplicemente: trovare il valore di x tale che 3x × 5 + 4x × 2 = 46 ⇒ x = 2
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Funzioni e algoritmi

• L’espressione aritmetica con cui descriviamo la corrispondenza tra elementi del dominio ed 
elementi del codominio descrive un «procedimento» per calcolare l’elemento del codominio 
corrispondente ad ogni elemento del dominio
• Un algoritmo è esattamente questo:

o la descrizione di un procedimento di calcolo
o con una successione di passi/operazioni elementari
o che consenta calcolare la soluzione del problema eseguendo un numero finito di operazioni

• Vediamo un esempio elementare:

M. Liverani – Calcolabilità 16

<latexit sha1_base64="xQD/IA7nADrON2lFMJd0brW3I+4=">AAACGnicbVDLSsNAFL3xWesr6lIXg0VwVRKRWlwV3LisYh/QhDKZTtqhkwczE7GEbvwOP8CtfoI7cevGL/A3nLRZ9OGBgTPn3Mu993gxZ1JZ1o+xsrq2vrFZ2Cpu7+zu7ZsHh00ZJYLQBol4JNoelpSzkDYUU5y2Y0Fx4HHa8oY3md96pEKyKHxQo5i6Ae6HzGcEKy11zRP/GjkBVgPPS+/HyFHRzLdrlqyyNQFaJnZOSpCj3jV/nV5EkoCGinAsZce2YuWmWChGOB0XnUTSGJMh7tOOpiEOqHTTyRVjdKaVHvIjoV+o0ESd7UhxIOUo8HRltqFc9DLxP6+TKL/qpiyME0VDMh3kJxzpW7NIUI8JShQfaYKJYHpXRAZYYKJ0cHNTYsmxok/jok7GXsxhmTQvynalXLm7LNWqeUYFOIZTOAcbrqAGt1CHBhB4hld4g3fjxfgwPo2vaemKkfccwRyM7z+T26Eh</latexit>

f : R! R
<latexit sha1_base64="rYfNvzmJV91OwT/G84MzY5Wjw0Q=">AAACEHicbVDLSsNAFJ3UV62vWJduBotQEUtStXYjFNy4rGAf0MYymU7aoZNJmJlISuhP+AFu9RPciVv/wC/wN5y2WdjqgQuHc+7lXI4bMiqVZX0ZmZXVtfWN7GZua3tnd8/czzdlEAlMGjhggWi7SBJGOWkoqhhph4Ig32Wk5Y5upn7rkQhJA36vxiFxfDTg1KMYKS31zLxXjE/gNYwfyvDsPIan8LJnFqySNQP8S+yUFECKes/87vYDHPmEK8yQlB3bCpWTIKEoZmSS60aShAiP0IB0NOXIJ9JJZr9P4LFW+tALhB6u4Ez9fZEgX8qx7+pNH6mhXPam4n9eJ1Je1UkoDyNFOJ4HeRGDKoDTImCfCoIVG2uCsKD6V4iHSCCsdF0LKaFkSJF4ktPN2Ms9/CXNcsmulCp3F4VaNe0oCw7BESgCG1yBGrgFddAAGMTgGbyAV+PJeDPejY/5asZIbw7AAozPH/4qmqI=</latexit>

f (x) = x2 �3x+5

Algoritmo f (x):
1. y := x × x
2. y := y – 3 × x
3. y := y + 5
4. restituisci y



Funzioni e algoritmi

• L’espressione aritmetica con cui descriviamo la corrispondenza tra elementi del dominio ed 
elementi del codominio descrive un «procedimento» per calcolare l’elemento del codominio 
corrispondente ad ogni elemento del dominio
• Un algoritmo è esattamente questo:

o la descrizione di un procedimento di calcolo
o con una successione di passi/operazioni elementari
o che consenta calcolare la soluzione del problema eseguendo un numero finito di operazioni

• Vediamo un esempio elementare:
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<latexit sha1_base64="9dvlsONBeb2Sj9GbSI9m4Jpjg5k=">AAACGnicbVDLSsNAFJ34rPUVdamLwSK4KolIFVdFN66kgn1AE8pkOmmHTh7M3IgldON3+AFu9RPciVs3foG/4aTNog8PDJw5517uvceLBVdgWT/G0vLK6tp6YaO4ubW9s2vu7TdUlEjK6jQSkWx5RDHBQ1YHDoK1YslI4AnW9AY3md98ZFLxKHyAYczcgPRC7nNKQEsd88i/wk5AoO956d0IOxBNfTtmySpbY+BFYuekhHLUOuav041oErAQqCBKtW0rBjclEjgVbFR0EsViQgekx9qahiRgyk3HV4zwiVa62I+kfiHgsTrdkZJAqWHg6cpsQzXvZeJ/XjsB/9JNeRgnwEI6GeQnAutbs0hwl0tGQQw1IVRyvSumfSIJBR3czJRYCQLsaVTUydjzOSySxlnZrpQr9+el6nWeUQEdomN0imx0garoFtVQHVH0jF7RG3o3XowP49P4mpQuGXnPAZqB8f0HidGhIw==</latexit>

f : N! N
<latexit sha1_base64="xiqrQARLK4Iu7oG0KzPTJfnoFUM=">AAACE3icbVBLSgNBFOyJvxh/UXHlpjEIkUCYiRLdCEE3LiOYDyRD6On0JE16eobuN2IYcgwP4FaP4E7cegBP4DXsfBYmseBBUfWK9ygvElyDbX9bqZXVtfWN9GZma3tndy+7f1DXYawoq9FQhKrpEc0El6wGHARrRoqRwBOs4Q1ux37jkSnNQ/kAw4i5AelJ7nNKwEid7JGfl2f4GjuFUuG80O6GoAvY6Dm7aE+Al4kzIzk0Q7WT/TFRGgdMAhVE65ZjR+AmRAGngo0y7ViziNAB6bGWoZIETLvJ5P0RPjVKF/uhMiMBT9S/iYQEWg8Dz2wGBPp60RuL/3mtGPwrN+EyioFJOj3kxwJDiMdd4C5XjIIYGkKo4uZXTPtEEQqmsbkrkRYE2NMoY5pxFntYJvVS0SkXy/cXucrNrKM0OkYnKI8cdIkq6A5VUQ1RlKAX9IrerGfr3fqwPqerKWuWOURzsL5+AXUmnAY=</latexit>

f (n) = 1+2+3+ · · ·+n
<latexit sha1_base64="mBPIvvEQh6i1ktdWw4BSiH8tMPc=">AAACD3icbVDLSsNAFJ34rPWV6tLNYBFclUSkuikU3bisYB/QxjCZTtqhM5MwM1FLyEf4AW71E9yJWz/BL/A3nLZZ2NYDFw7n3Mu5nCBmVGnH+bZWVtfWNzYLW8Xtnd29fbt00FJRIjFp4ohFshMgRRgVpKmpZqQTS4J4wEg7GF1P/PYDkYpG4k6PY+JxNBA0pBhpI/l2CdZgTyXcT0c1N7sXcOTbZafiTAGXiZuTMsjR8O2fXj/CCSdCY4aU6rpOrL0USU0xI1mxlygSIzxCA9I1VCBOlJdOX8/giVH6MIykGaHhVP17kSKu1JgHZpMjPVSL3kT8z+smOrz0UiriRBOBZ0FhwqCO4KQH2KeSYM3GhiAsqfkV4iGSCGvT1lxKrBjS5CkrmmbcxR6WSeus4lYr1dvzcv0q76gAjsAxOAUuuAB1cAMaoAkweAQv4BW8Wc/Wu/Vhfc5WV6z85hDMwfr6BSB+nAs=</latexit>

=
n

Â
k=1

k

Algoritmo f (n):
1. s := 0
2. k := 1
3. s := s + k
4. k := k + 1
5. se k ≤ n vai al passo 3 altrimenti prosegui
6. restituisci s



Funzioni e algoritmi

• Un algoritmo non è altro che una descrizione di una procedura di calcolo per passi 
elementari, che produca in un tempo finito una soluzione al problema, per ogni istanza del 
problema

• Vediamo un altro esempio (sbagliato!):

Consideriamo 
risulta 
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<latexit sha1_base64="aNkVNYSC+OTn3gvFGW4MeIkyrO0=">AAACDXicbVDLTsJAFJ3iC/FB1aWbicQEN6Q1BtmYkLhxiYmACTRkOkxhwnRaZ26NpOEb/AC3+gnujFu/wS/wNxygCwFPcpOTc+7NuTl+LLgGx/m2cmvrG5tb+e3Czu7eftE+OGzpKFGUNWkkInXvE80El6wJHAS7jxUjoS9Y2x9dT/32I1OaR/IOxjHzQjKQPOCUgJF6djEoyzN8hbv6QUEqJz275FScGfAqcTNSQhkaPfun249oEjIJVBCtO64Tg5cSBZwKNil0E81iQkdkwDqGShIy7aWzxyf41Ch9HETKjAQ8U/9epCTUehz6ZjMkMNTL3lT8z+skENS8lMs4ASbpPChIBIYIT1vAfa4YBTE2hFDFza+YDokiFExXCymxFgTY06RgmnGXe1glrfOKW61Uby9K9VrWUR4doxNURi66RHV0gxqoiShK0At6RW/Ws/VufVif89Wcld0coQVYX7/u75tm</latexit>

f (n) =
p

n
<latexit sha1_base64="MGSJRGGUyIFSK7y+CF1An6/03HY=">AAACGHicbVDLSsNAFJ3UV62vqDvdDBbBVUlEapcFN66kgn1AG8rNdNoOnUzCzEQsoeJ3+AFu9RPciVt3foG/4aTNwrYeuHA4517uvcePOFPacb6t3Mrq2vpGfrOwtb2zu2fvHzRUGEtC6yTkoWz5oChngtY105y2Ikkh8Dlt+qOr1G/eU6lYKO70OKJeAAPB+oyANlLXPur0Qwmc40cscIeZCkAPfT+5mXTtolNypsDLxM1IEWWode2fTi8kcUCFJhyUartOpL0EpGaE00mhEysaARnBgLYNFRBQ5SXTHyb41Cg9bI4xJTSeqn8nEgiUGge+6UwvVIteKv7ntWPdr3gJE1GsqSCzRf2YYx3iNBDcY5ISzceGAJHM3IrJECQQbWKb2xIpDpo+TAomGXcxh2XSOC+55VL59qJYrWQZ5dExOkFnyEWXqIquUQ3VEUFP6AW9ojfr2Xq3PqzPWWvOymYO0Rysr1/X76Ax</latexit>

8 n 2 N
<latexit sha1_base64="+PM4UpnQuu9u6HfX9b3CfbQfMqc=">AAACF3icbVDLSgNBEJyNrxhfUU/iZTAInsJukJiLEPDiMYJ5QBLD7GQ2GXZ2dp3pFcOy+B1+gFf9BG/i1aNf4G84eRxMYkFDUdVNd5cbCa7Btr+tzMrq2vpGdjO3tb2zu5ffP2joMFaU1WkoQtVyiWaCS1YHDoK1IsVI4ArWdP2rsd98YErzUN7CKGLdgAwk9zglYKRe/sjHl7ij7xUkMsUd7nnYvysZzXgFu2hPgJeJMyMFNEOtl//p9EMaB0wCFUTrtmNH0E2IAk4FS3OdWLOIUJ8MWNtQSQKmu8nkhRSfGqWPvVCZkoAn6t+JhARajwLXdAYEhnrRG4v/ee0YvEo34TKKgUk6XeTFAkOIx3ngPleMghgZQqji5lZMh0QRCia1uS2RFgTYY5ozyTiLOSyTRqnolIvlm/NCtTLLKIuO0Qk6Qw66QFV0jWqojih6Qi/oFb1Zz9a79WF9Tlsz1mzmEM3B+voFcTOexw==</latexit>

k =
p

n () k2 = n

Algoritmo f (n):
1. k := 0
2. k := k + 1
3. se k2 ≠ n vai al passo 2 altrimenti prosegui
4. restituisci k

<latexit sha1_base64="ctavEPJFrkVxlowEQdgxLCjtJYU="></latexit>

k = 1 ) k2 = 1,k = 2 ) k2 = 4,k = 3 ) k2 = 9
Se n = 9:

Se invece n = 8 ...
<latexit sha1_base64="dZmAjHBMX3jzYpRTTLymnlcB0mU="></latexit>

k = 1 ) k2 = 1,k = 2 ) k2 = 4,k = 3 ) k2 = 9, . . .

non finisce mai e non trova la soluzione per n = 8



Funzioni calcolabili

• Siamo arrivati al dunque:

Una funzione è quindi calcolabile se esiste un algoritmo che descriva come mettere in 
corrispondenza ogni valore del dominio della funzione con un elemento del codominio

• La calcolabilità si preserva attraverso:
o la composizione di funzioni (la concatenazione di algoritmi)

se                     e                     sono due funzioni calcolabili, allora anche                   è calcolabile

o la ricorsione (le strutture algoritmiche iterative):

• Per occuparci di calcolabilità, ossia di stabilire ciò che può essere calcolato in modo effettivo 
con un algoritmo, occorre formalizzare meglio il concetto di algoritmo

M. Liverani – Calcolabilità 19

<latexit sha1_base64="25jVob4H8AkV16MNDKq/Vs1oh3k=">AAACBnicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYNQeMJ9eIRE3lEIGR26IUJs7ObmVkjIdz9AK/6Cd6MV3/DL/A3HB4HASvppFLVne4uPxZcG9f9dlIrq2vrG+nNzNb2zu5edv+gqqNEMaywSESq7lONgkusGG4E1mOFNPQF1vz+zdivPaLSPJL3ZhBjK6RdyQPOqLHSQ3BJrkjTROS6nc25eXcCsky8GcnBDOV29qfZiVgSojRMUK0bnhub1pAqw5nAUaaZaIwp69MuNiyVNETdGk4uHpETq3RIEClb0pCJ+ndiSEOtB6FvO0NqenrRG4v/eY3EBBetIZdxYlCy6aIgEcS+OH6fdLhCZsTAEsoUt7cS1qOKMmNDmtsSa0ENPo0yNhlvMYdlUj3Le8V88a6QKxVmGaXhCI7hFDw4hxLcQhkqwEDCC7zCm/PsvDsfzue0NeXMZg5hDs7XL8iwmJM=</latexit>

f : A ! B
<latexit sha1_base64="69QF6XafWczB0p3BogwzeVQCOqg=">AAACBnicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYNQeOJyMUjJvKIQMjs0MCE2dnNzKyREO5+gFf9BG/Gq7/hF/gbDrAHASvppFLVne4uPxJcG9f9dlJr6xubW+ntzM7u3v5B9vCopsNYMayyUISq4VONgkusGm4ENiKFNPAF1v1heerXH1FpHsp7M4qwHdC+5D3OqLHSQ/+a3JCWCUm5k825eXcGskq8hOQgQaWT/Wl1QxYHKA0TVOum50amPabKcCZwkmnFGiPKhrSPTUslDVC3x7OLJ+TMKl3SC5UtachM/TsxpoHWo8C3nQE1A73sTcX/vGZselftMZdRbFCy+aJeLIh9cfo+6XKFzIiRJZQpbm8lbEAVZcaGtLAl0oIafJpkbDLecg6rpHaR94r54l0hVyokGaXhBE7hHDy4hBLcQgWqwEDCC7zCm/PsvDsfzue8NeUkM8ewAOfrF82KmJY=</latexit>

g : B !C
<latexit sha1_base64="tO5ist5CHJ7n7daYp9nyAA7ra5M=">AAACCXicbVBLSgNBFHwTfzH+oi7dNAbBVZiREN0IATcuI5gPJEPo6fQkTXo+dr8Rw5ATeAC3egR34tZTeAKvYSeZhUkseFBUvUc9youl0Gjb31ZubX1jcyu/XdjZ3ds/KB4eNXWUKMYbLJKRantUcylC3kCBkrdjxWngSd7yRjdTv/XIlRZReI/jmLsBHYTCF4yikdwhuSYD0mVCMeL3iiW7bM9AVomTkRJkqPeKP91+xJKAh8gk1brj2DG6KVUomOSTQjfRPKZsRAe8Y2hIA67ddPb0hJwZpU/8SJkJkczUvxcpDbQeB57ZDCgO9bI3Ff/zOgn6V24qwjhBHrJ5kJ9IghGZNkD6QnGGcmwIZUqYXwkbUkUZmp4WUmItKfKnScE04yz3sEqaF2WnWq7eVUq1StZRHk7gFM7BgUuowS3UoQEMHuAFXuHNerberQ/rc76as7KbY1iA9fULIoSZ3g==</latexit>

h = g� f

<latexit sha1_base64="EaGYyd5jtZ6cEbOSKe0SCdNGh3E=">AAACHnicbVDLSgMxFM3UV62vUZdugkVooZYZKdWNUHDjsoJ9QDuUTJppQzOZIcmIZWiXfocf4FY/wZ241S/wN8y0s7CtBwLnnnMv9+a4IaNSWda3kVlb39jcym7ndnb39g/Mw6OmDCKBSQMHLBBtF0nCKCcNRRUj7VAQ5LuMtNzRTeK3HoiQNOD3ahwSx0cDTj2KkdJSz4RewSrCazgqwelUFzwpBgVeSvi5XSz2zLxVtmaAq8ROSR6kqPfMn24/wJFPuMIMSdmxrVA5MRKKYkYmuW4kSYjwCA1IR1OOfCKdePaTCTzTSh96gdCPKzhT/07EyJdy7Lu600dqKJe9RPzP60TKu3JiysNIEY7ni7yIQRXAJBbYp4JgxcaaICyovhXiIRIIKx3ewpZQMqTI4ySnk7GXc1glzYuyXS1X7yr5WiXNKAtOwCkoABtcghq4BXXQABg8gRfwCt6MZ+Pd+DA+560ZI505Bgswvn4B9OCerA==</latexit>

f (0) = k, f (n) = g(n, f (n�1))



Modelli di calcolo

• Un modello di calcolo è un modello astratto con cui sono formalizzati gli aspetti sintattici e 
semantici del «linguaggio» che utilizzeremo per definire gli algoritmi, le procedure per la 
risoluzione automatica di un problema

• Basarsi su un modello di macchina astratta è necessario per poter confrontare l’efficienza di 
due differenti algoritmi, a prescindere dalla loro implementazione e dalla velocità del 
computer su cui eseguiremo il programma codificato in linguaggio macchina

• Basandoci su un modello di calcolo astratto, ma semplificato, è più semplice dimostrare in 
termini rigorosi la correttezza di un determinato algoritmo

• Definire con precisione il modello di calcolo a cui facciamo riferimento è fondamentale per 
costruire una teoria della calcolabilità (che altrimenti sarebbe lasciata solo all’intuito e 
all’immaginazione)
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La Macchina di Turing

• Ideata nel 1936 dal matematico inglese Alan Turing, una delle figure più
importanti tra quelle che hanno contribuito alla definizione e allo sviluppo
del calcolo automatico e della teoria Informatica

• È una macchina astratta basata su due componenti:
o Un nastro infinito (da questa caratteristica ne segue il fatto che la macchina di

Turing non è realizzabile praticamente) su cui la macchina può leggere e scrivere mediante
o Una testina di lettura e scrittura che, scorrendo sul nastro, è in grado di leggerne e modificarne il 

contenuto

• La Macchina di Turing (MdT) è un’estensione di quello che gli studiosi di informatica teorica 
definiscono come un Automa a Stati Finiti Deterministico, con in più un nastro (che è al tempo 
stesso memoria, unità di input e di output) di lunghezza infinita
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Alan Turing
(1912 – 1954)



La Macchina di Turing

• Più formalmente una Macchina di Turing è una quintupla ⟨𝒜, 𝒮, 𝛿, s0, F⟩, dove:
o 𝒜 è un alfabeto di simboli che l’automa è in grado di elaborare (confrontare, leggere, scrivere)
o 𝒮 è l’insieme degli stati in cui si può trovare l’automa nel corso dell’elaborazione
o 𝛿 è la funzione di transizione che fa passare l’automa da uno stato di 𝒮 ad un altro sulla base del simbolo 

che sta elaborando e dello stato in cui si trova:

𝛿 : 𝒜 × 𝒮 → 𝒜 × 𝒮 × {avanti, indietro, ferma}
o s0 ∈ 𝒮 è lo stato iniziale, lo stato in cui si trova l’automa all’inizio dell’elaborazione
o F ⊂ 𝒮 è l’insieme degli stati terminali: quando l’automa raggiunge uno di questi stati l’elaborazione termina

• Gli stati terminali possono avere un significato diverso, a seconda del problema che si intende 
risolvere con l’automa (es.: successo, insuccesso, ecc.)
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La Macchina di Turing

• Il funzionamento della macchina è basato sul cambiamento di stato sulla base del contenuto 
(del simbolo) che è presente sul nastro in corrispondenza della testina di lettura/scrittura

• Dopo aver letto il contenuto della posizione corrente del nastro, la macchina, sulla base dello 
stato in cui si trova, è in grado di passare in un altro stato, scrivere qualcosa nella posizione 
corrente del nastro ed infine spostarsi a destra o a sinistra sul nastro stesso

• Il nastro è infinito, mentre gli stati sono in quantità finita

• Il fatto che sia deterministico sta ad indicare che per ogni coppia “stato/simbolo” che viene 
incontrata dalla macchina, è univocamente determinata l’azione compiuta (scrittura e 
spostamento del nastro) e il nuovo stato in cui passa la macchina stessa; in questo modo la 
macchina può eseguire solo un’operazione per volta
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La Macchina di Turing

• Per ogni problema che si intende risolvere è necessario progettare una macchina di Turing 
adeguata
• Per farlo è necessario definire:

o L’alfabeto dei simboli che è possibile leggere e scrivere sul nastro
o Gli stati in cui si può trovare la macchina
o Le transizioni da uno stato ad un altro
o Lo stato iniziale ed un insieme di stati finali

• Per rappresentare l’automa possiamo disegnare un grafo degli stati, ovvero una matrice di 
transizione
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…  x   y  z x  y  z … 

Lettura/Scrittura



La Macchina di Turing: un esempio

• Esempio: letta una stringa di caratteri alfabetici, stabilire se termina o meno con la lettera «a»

• Alfabeto: a, b, c, …, x, y, z, # (il carattere «#» marcherà la fine della stringa)

• Strategia risolutiva:
o Partendo dal primo carattere della stringa la macchina scorre il nastro verso destra fino a quando non 

incontro il carattere «#»
o Scorrendo il nastro verso destra, ogni volta che la macchina trova un carattere «a» si pone in uno stato di 

preallarme (S1) e torna nello stato di quiete (S0) quando invece incontra una lettera dalla «b» alla «z»
o Se quando si incontra il «#» la macchina si trova nello stato S0 allora questo significa che la stringa non 

termina con la lettera «a» (e passa quindi nello stato S2), altrimenti, se si trova in S1, vuol dire che la stringa 
termina con la lettera «a» (e passa quindi nello stato S3)
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La Macchina di Turing: un esempio

• È possibile descrivere una macchina di Turing attraverso una matrice di transizione; ad 
esempio:

• Per ogni coppia carattere/stato la matrice indica l’azione che deve intraprendere la macchina 
(scrivere, spostarsi di una posizione sul nastro, passare ad un altro stato)
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S0 S1 S2 S3

a -, Dx, S1 -, Dx, S1 n.d. n.d.

b-z -, Dx, S0 -, Dx, S0 n.d. n.d.

# -, -, S2 -, -, S3 No Sì



La Macchina di Turing: un esempio

• Grafo delle transizioni di stato:
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S0 S1

S2

S3

a

b-z

a

#
b-z

#

insuccesso

successoinizio

es.: «cane#»

es.: «casa#»

• 𝒜 = {a, b, c, ..., x, y, z, #}
• S0 = stato iniziale, oppure non è stata letta la 

lettera «a»
• S1 = è stata letta la lettera «a»
• S2 = la parola è finita (è stato letto «#») e 

l’ultima lettera non era la «a» perché 
l’automa era nello stato S0

• S3 = la parola è finita (è stato letto «#») e 
l’ultima lettera era la «a» perché l’automa si 
trovava nello stato S1



La Macchina di Turing: un esempio

• Grafo delle transizioni di stato:
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S0 S1

S2

S3

a

b-z

a

#
b-z

#

inizio

• 𝒜 = {a, b, c, ..., x, y, z, #}
• S0 = stato iniziale, oppure non è stata letta la 

lettera «a»
• S1 = è stata letta la lettera «a»
• S2 = la parola è finita (è stato letto «#») e 

l’ultima lettera non era la «a» perché 
l’automa era nello stato S0

• S3 = la parola è finita (è stato letto «#») e 
l’ultima lettera era la «a» perché l’automa si 
trovava nello stato S1

C A S A #



La Macchina di Turing: un esempio

• Grafo delle transizioni di stato:
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S0 S1

S2

S3

a

b-z

a

#
b-z

#

inizio

• 𝒜 = {a, b, c, ..., x, y, z, #}
• S0 = stato iniziale, oppure non è stata letta la 

lettera «a»
• S1 = è stata letta la lettera «a»
• S2 = la parola è finita (è stato letto «#») e 

l’ultima lettera non era la «a» perché 
l’automa era nello stato S0

• S3 = la parola è finita (è stato letto «#») e 
l’ultima lettera era la «a» perché l’automa si 
trovava nello stato S1

C A S A #



La Macchina di Turing: calcoli numerici

• È possibile mostrare come sia possibile definire Macchine di Turing per eseguire le operazioni 
aritmetiche di base, codificando le informazioni numeriche in modo opportuno (tipicamente si 
usala notazione «unaria» in base 1)
• Ad esempio vediamo come sia possibile definire la funzione «successore» (come negli Assiomi 

di Peano) che ad ogni numero naturale n fa corrispondere il numero naturale n + 1
• Usiamo una rappresentazione dei numeri in base 2 e definiamo una Macchina di Turing:

o alfabeto 𝒜 = {0, 1, #}
o insieme degli stati 𝒮 = {S0, S1, S2, S3}
o lo stato iniziale S0 ∈ 𝒮
o lo stato finale S3 ∈ 𝒮
o esprimiamo la funzione di transizione

di stato 𝛿 con il grafo
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S0 S1

S2

S3

(0,1 | – | dx)

(# | – | sx)

(1 | 0 | sx)

(0 | 1 | –)

(# | 1 | sx)

(– | # | –)



La Macchina di Turing: calcolo del successore

• Esempio: 1910 = 100112 ⇒ 19 + 1 = 2010 = 101002
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S0 S1

S2

S3

(0, 1 | – | dx)

(# | – | sx)

(1 | 0 | sx)

(0 | 1 | –)

(# | 1 | sx)

(– | # | –)

# 1 0 0 1 1 #

ini
zio

fine



La Macchina di Turing: calcolo del successore

• Esempio: 1910 = 100112 ⇒ 19 + 1 = 2010 = 101002
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S0 S1

S2

S3

(0, 1 | – | dx)

(# | – | sx)

(1 | 0 | sx)

(0 | 1 | –)

(# | 1 | sx)

(– | # | –)

# 1 0 1 0 0 #

inizi
o

fine



Codifica di una Macchina di Turing

• Una Macchina di Turing (MdT) possiamo quindi descriverla come un insieme di «istruzioni» 
definite attraverso una quintupla ⟨si , c , sf , c’, m⟩, dove si è lo stato in cui si trova la macchina 
e c è il carattere che legge sul nastro, sf è lo stato in cui passa la macchina (può anche essere 
sf = si), c’ è il carattere che viene scritto sul nastro (può essere c’ = c), m è lo spostamento sul 
nastro (può essere «sinistra», «destra», «fermo»)

• Siccome i valori che possono essere assunti da ciascun elemento di una quintupla (gli stati, i 
caratteri e gli spostamenti) sono di cardinalità finita, possiamo associare a ciascun valore un 
numero naturale dispari (es.: 1 = spostamento a sinistra, 3 = spostamento a destra, 5 = fermo, 
7 = stato S0, 9 = stato S1, ...)
• Ogni istruzione/quintupla può essere così identificata da una quintupla di numeri naturali 

dispari: ⟨a, b, c, d, e⟩
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Codifica di una Macchina di Turing

• Se ⟨a, b, c, d, e⟩ sono i cinque numeri che rappresentano la k-esima quintupla / istruzione della 
MdT, possiamo identificare tale quintupla/istruzione con un numero naturale pari costruito 
con l’espressione

usando come basi delle potenze i primi cinque numeri primi

• L’intera MdT è data quindi dalla sequenza (finita) di numeri                              e possiamo quindi 
identificarla con il numero naturale

dove 2, 3, 5, ..., pn sono i primi n numeri primi

• I numeri Ik e M sono tutti diversi tra loro, anche perché gli Ik hanno esponenti dispari, mentre i 
numeri M hanno esponenti pari
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La Macchina di Turing Universale

• Siccome ogni Macchina di Turing è quindi identificata univocamente da un determinato 
numero naturale M ottenuto mediante una fattorizzazione delle sue istruzioni, possiamo 
ipotizzare la definizione di una Macchina di Turing Universale che acquisisca in input
o una Macchina di Turing M (rappresentata sul nastro da una opportuna codifica del 

numero naturale M che la rappresenta)
o i dati su cui la MdT M deve operare

• La Macchina di Turing Universale «esegue» le istruzioni della MdT M e ne produce in output il 
risultato

• La Macchina di Turing Universale è quindi una MdT estremamente duttile, programmabile 
attraverso MdT
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Problemi non calcolabili

• Problema della decisione («Entscheidungsproblem», Hilbert & Ackermann 1928):
è possibile definire un algoritmo che dato un determinato enunciato, stabilisca
se è vero oppure no? 

• Problema della fermata («halting problem»):
è possibile definire una Macchina di Turing Universale che, data in input
una Macchina di Turing X (o un algoritmo deterministico), verifichi se X
termina dopo un numero finito di operazioni per qualsiasi istanza del
problema?

• È il primo esempio di problema non calcolabile, ossia non è possibile definire una Macchina di 
Turing (o un algoritmo deterministico) che lo risolva; in altri termini non è un problema 
risolubile (calcolabile) attraverso una Macchina di Turing Universale
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David Hilbert
(1862 – 1943)

Wilhelm Ackermann
(1896 – 1962)



Modelli Turing-equivalenti

• La Macchina di Turing non è l’unico modello di calcolo astratto, ne sono
stati definiti altri:
o Lambda calcolo di Alonzo Church (1936)
o Funzioni ricorsive di Kleene (1936)
o Processi combinatori finiti di Post (1936)
o i principali linguaggi di programmazione (C, Python, Java, ...)

• Sono modelli equivalenti (in termini di capacità di calcolo) alla
Macchina di Turing: un problema è calcolabile con una Macchina
di Turing se e solo se è calcolabile con un altro modello equivalente
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Alonzo Church
(1903 – 1995)

Stephen Kleene
(1909 – 1994)



Tesi di Church-Turing

Tesi di Church-Turing: una funzione è calcolabile se e solo se è Turing-calcolabile

• È una tesi non dimostrata, ma Kleene propone quattro argomenti a sostegno della sua 
veridicità:

1. Non confutazione: nonostante i numerosi tentativi, la Tesi di Church-Turing non è mai stata confutata
2. Confluenza: ben quattro modelli equivalenti furono proposti contemporaneamente e tutti conducono 

definire la stessa classe di funzioni calcolabili
3. Analisi di Turing: le capacità di calcolo «umano» coincidono con quelle di una MdT o di un modello 

equivalente
4. Logica del primo ordine: il calcolo è una forma di deduzione matematica e quindi può essere formalizzato 

come una deduzione valida nel linguaggio della logica dei predicati del primo ordine con identità e può 
quindi essere eseguito dalla macchina di Turing universale
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Evoluzione del pensiero scientifico nel ‘900
• Lo sviluppo della teoria della calcolabilità e dell’informatica è andata di pari passo con lo sviluppo della 

matematica, della fisica quantistica e della fisica nucleare, contaminandosi e supportandosi vicendevolmente 
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Complessità
Possiamo effettivamente calcolare la soluzione di tutti i problemi calcolabili?
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Non tutto ciò che è calcolabile può essere calcolato

• Abbiamo stabilito il concetto di calcolabilità di un problema: la capacità di esprimere un 
procedimento di calcolo deterministico per associare ad ogni elemento del dominio di una 
funzione (input) un elemento del codominio (output)
• Abbiamo stabilito che esistono funzioni (problemi) non calcolabili

• Per chi si occupa di algoritmi questo pone dei limiti, definisce un perimetro per focalizzarsi su 
quei problemi che sono calcolabili

• Limitandoci ai soli problemi calcolabili, possiamo affermare che tutti i problemi calcolabili siano 
effettivamente calcolabili con gli strumenti di calcolo che abbiamo a disposizione oggi?
• Si apre così un altro scenario relativo allo studio della complessità computazionale dei 

problemi calcolabili 
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Svuotare l’oceano con un cucchiaio

• È possibile svuotare un bicchiere d’acqua con un cucchiaino da caffè?

oCertamente! Basta un po’ di pazienza, ma in pochi minuti il gioco è fatto

• È possibile svuotare una pentola d’acqua per la pasta con un cucchiaino da caffè?

oBeh, sì, certo. Occorre maggiore pazienza, ma in qualche ora si può fare...

• È possibile svuotare l’oceano con un cucchiaino da caffè?

o In linea teorica (a meno dei processi metereologici che potrebbero aumentare o diminuire la 
quantità di acqua presente nell’oceano) sembrerebbe di poter rispondere di sì, ma il tempo 
richiesto per portare a termine l’operazione potrebbe richiedere centinaia di anni o forse più...

• Il problema è calcolabile, ma la procedura per risolverlo è impraticabile
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Complessità di un algoritmo

• La complessità computazionale di un algoritmo è una misura della sua efficienza nell’uso del 
tempo o delle risorse di calcolo che ha a disposizione (es.: la memoria del computer)
• Limitiamoci alle performance nel tempo: il calcolo della complessità di un algoritmo si basa 

sull’assunto che per eseguire una singola operazione elementare l’esecutore dell’algoritmo 
impieghi sempre lo stesso tempo (non sono previste la noia e la stanchezza)
• Allora calcolare «quanto tempo» impiega un algoritmo per risolvere una determinata istanza di 

un problema, equivale a contare il numero di operazioni elementari che deve eseguire per 
calcolare la soluzione

M. Liverani – Calcolabilità 57



La complessità è una funzione

• Chiedersi quanto tempo impiega un algoritmo per calcolare la soluzione di un problema è 
improprio: il tempo impiegato (il numero di operazioni svolte) dipende quasi sempre dalla 
specifica istanza del problema che si intende risolvere
• O meglio: dipende dalla dimensione dell’istanza del problema, dal numero di dati / parametri / 

informazioni che dobbiamo elaborare per calcolare la soluzione
• Esempio: l’algoritmo di ordinamento «selection sort» per ordinare una sequenza di n numeri
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Algoritmo SelectionSort(a1, ..., an):
1. per i = 1, 2, ..., n – 1 ripeti:
2. per j = i + 1, i + 2, ..., n ripeti:
3. se ai > aj allora scambia ai e aj
4. fine ciclo
5. fine ciclo

questa operazione viene eseguita (n – 1) + (n – 2) + ... + 1 volte

quindi
<latexit sha1_base64="DiJqZt5B1QD3+Vff2QWM9yb1M40="></latexit>

n⇥(n�1)
2 = 1

2 n2 � 1
2 n



La complessità è una funzione

• Stimare esattamente la complessità computazionale di un algoritmo è difficile: lo stesso 
algoritmo può essere riscritto in modi differenti, che possono modificare (di poco) la sua 
complessità computazionale
• Lo stesso algoritmo può essere valutato diversamente, ad esempio 
• Ciò che non cambia è l’ordine di grandezza della funzione con cui esprimiamo la complessità 

dell’algoritmo: il suo andamento asintotico, in entrambi i casi sono dei polinomi di grado 2
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Algoritmo SelectionSort(a1, ..., an):
1. per i = 1, 2, ..., n – 1 ripeti:
2. per j = i + 1, i + 2, ..., n ripeti:
3. se ai > aj allora scambia ai e aj
4. fine ciclo
5. fine ciclo

questa operazione viene eseguita (n – 1) + (n – 2) + ... + 1 volte

quindi
<latexit sha1_base64="DiJqZt5B1QD3+Vff2QWM9yb1M40="></latexit>

n⇥(n�1)
2 = 1

2 n2 � 1
2 n

<latexit sha1_base64="/2mdiL8HxCcwALhVtEqKnaKZIQg=">AAACG3icbVDLSsNAFJ3UV62vqMsiDBbBjSWpUl0W3LisYB/QxjKZTtqhk0mYmYglZOV3+AHuRPdu3IngyoVf4E+IOH0s+vDAhcM593LvPW7IqFSW9WWkFhaXllfSq5m19Y3NLXN7pyqDSGBSwQELRN1FkjDKSUVRxUg9FAT5LiM1t3c+8Gs3REga8CvVD4njow6nHsVIaall7jU9gXB8nMSFhF8X4BGcFFpmzspbQ8B5Yo9JrpT9eUEfv4/llvndbAc48glXmCEpG7YVKidGQlHMSJJpRpKECPdQhzQ05cgn0omHbyTwQCtt6AVCF1dwqE5OxMiXsu+7utNHqitnvYH4n9eIlHfmxJSHkSIcjxZ5EYMqgINMYJsKghXra4KwoPpWiLtIx6B0clNbQsmQIrdJRidjz+YwT6qFvF3MFy/tXOkEjJAGWbAPDoENTkEJXIAyqAAM7sADeALPxr3xarwZ76PWlDGe2QVTMD7/AOPWpiM=</latexit>

3
2 n2 � 3

2 n



Classi di funzioni di complessità

• Indicheremo con O(f (n)) l’insieme delle funzioni che hanno un andamento asintotico 
dominato da f (n), a meno di costanti:
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<latexit sha1_base64="ZgP5qzEyJl0ArYVKZBpZkFRhO0I="></latexit>

O( f (n)) = {g(n) tali che esistono c > 0 e n0 > 0 : c f (n)> g(n) per n > n0}

te
m

po
 o

 n
um

er
o 

di
 o

pe
ra

zi
on

i

dimensione dell’istanza del problema: n

f (n) es.: f (n) = n2

g1(n) es.: g1(n) = n2/3

g2(n) es.: g2(n) = ½ n2 + 2n

g3(n) es.: g3(n) = n3

<latexit sha1_base64="XKesaz26kunbEh2jISqT9UqtWog=">AAACGHicbZDLSgMxFIYz9VbrbdSdboJFaEHKTJHaZcGNOyvYC7TDkEkz09BMZkgyYhkKPocP4FYfwZ24decT+Bqm7Sxs64GQj/8/h5P8XsyoVJb1beTW1jc2t/LbhZ3dvf0D8/CoLaNEYNLCEYtE10OSMMpJS1HFSDcWBIUeIx1vdD31Ow9ESBrxezWOiROigFOfYqS05JongWuXePkCBm5V37BPObwt+RrLrlm0Ktas4CrYGRRBVk3X/OkPIpyEhCvMkJQ924qVkyKhKGZkUugnksQIj1BAeho5Col00tkfJvBcKwPoR0IfruBM/TuRolDKcejpzhCpoVz2puJ/Xi9Rft1JKY8TRTieL/ITBlUEp4HAARUEKzbWgLCg+q0QD5FAWOnYFrbEkiFFHicFnYy9nMMqtKsVu1ap3V0WG/Usozw4BWegBGxwBRrgBjRBC2DwBF7AK3gzno1348P4nLfmjGzmGCyU8fULkzOdlw==</latexit>

g1(n),g2(n) 2 O( f (n))

<latexit sha1_base64="/M1R7OVqjLb9DGZmFw7pQ7rdCAQ=">AAACFHicbVDLTgJBEJz1ifhaNfHiZSIxgQvZVYMcSbx4ExN5JEDI7DALE2ZnNzO9RrLyG36AV/0Eb8ard7/A33CAPQhYSSfVVd3pTnmR4Boc59taWV1b39jMbGW3d3b39u2Dw7oOY0VZjYYiVE2PaCa4ZDXgIFgzUowEnmANb3g98RsPTGkeynsYRawTkL7kPqcEjNS1j/vdi7ws4LYMoc0lvs37pi107ZxTdKbAy8RNSQ6lqHbtn3YvpHHAJFBBtG65TgSdhCjgVLBxth1rFhE6JH3WMlSSgOlOMv1/jM+M0sN+qExJwFP170ZCAq1HgWcmAwIDvehNxP+8Vgx+uZNwGcXAJJ0d8mOBIcSTMHCPK0ZBjAwhVHHzK6YDoggFE9nclUgLAuxxnDXJuIs5LJP6edEtFUt3l7lKOc0og07QKcojF12hCrpBVVRDFD2hF/SK3qxn6936sD5noytWunOE5mB9/QJnjZ0b</latexit>

g3(n) 62 O( f (n))



Crescita asintotica
• Indichiamo con O( f (n) ) la classe di complessità degli algoritmi

• Più è «bassa» la complessità dell’algoritmo, più questo è efficiente

• Cosa significa in termini pratici? Supponiamo di utilizzare un computer che esegue 1.000.000 di operazioni al 
secondo (spoiler: è un computer molto lento...)
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n O(n2) O(n3) O(n5) O(2n)
10 0 sec. 0,001 sec. 0,1 sec. 0 sec.

20 0 sec. 0,008 sec. 3,2 sec. 1 sec.

30 0,001 sec. 0,027 sec. 24 sec. 18 min.

40 0,002 sec. 0,064 sec. 102 sec. 305 ore

50 0,003 sec. 0,125 sec. 313 sec. 13.031 giorni

60 0,004 sec. 0,216 sec. 13 min. 36.559 anni

70 0,005 sec. 0,343 sec. 28 min. 374.363 secoli

100 0,010 sec. 1 sec. 2,78 ore 40 milioni di miliardi di anni

L’ultimo computer Apple con 
CPU «M3 MAX» immesso sul 
mercato esegue 18.000 miliardi 
di operazioni al secondo

Per risolvere l’istanza n = 100 
con l’algoritmo di complessità 
O(2n) impiega solo 2 secoli ...

Ma per l’istanza n = 125 
impiega comunque 74 milioni 
di miliardi di anni ...



Problemi calcolabili, ma intrattabili

• È chiaro che pur aumentando la potenza di calcolo disponibile, determinati problemi risultano 
comunque intrattabili
• Il tempo richiesto per calcolare la soluzione, pur essendo finito, è talmente grande che non ha 

senso approcciare la soluzione di simili problemi con un procedimento algoritmico
• Risultano trattabili i problemi che ammettono come miglior algoritmo risolutivo un algoritmo 

di complessità polinomiale: chiamiamo questo insieme di problemi classe dei problemi 
polinomiali (P)
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Problemi

Problemi calcolabili Problemi non calcolabili

Problemi 
trattabili

Problemi 
intrattabili



Intrattabile = difficilissimo?

• Come sono fatti i problemi intrattabili? Sono complicatissimi?
• SUBSETSUM: Dato un insieme di n numeri naturali A e un intero positivo k, esiste un 

sottoinsieme di A la cui somma degli elementi sia uguale a k?
• PARTITION: Dato un insieme di n numeri naturali A, esiste una partizione di A in due sottoinsiemi 

A1 e A2 tali che la somma degli elementi di A1 sia uguale alla somma degli elementi di A2?
• SAT: Data un’espressione logica booleana con n variabili booleane x1, ..., xn , esiste 

un’assegnazione di valori vero/falso alle variabili x1, ..., xn tale da rendere vera l’intera 
espressione?

• L’unica strategia risolutiva nota, per questi problemi, è quella di provare tutte le possibili 
combinazioni: abbiamo in tutti e tre i casi 2n possibili configurazioni da controllare

• Però se qualcuno mi suggerisse una soluzione per uno di questi problemi, in poco tempo 
potrei verificare se la soluzione è corretta oppure no...
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• Definiamo una nuova classe di problemi: quelli che ammettono un algoritmo di complessità 
polinomiale (quindi un algoritmo veloce, efficiente) per verificare se una soluzione è corretta 
oppure no

Problemi

Problemi calcolabili Problemi non calcolabili

Problemi verificabili in tempo 
polinomiale

Problemi facilmente verificabili
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Problemi risolubili in 
tempo polinomiale

P

NP



La classe dei problemi NP

• Indichiamo con NP l’insieme dei problemi che possono essere risolti in tempo polinomiale 
da un algoritmo/macchina «non deterministica» (NP = Non-deterministic Pynomial time)
• Una macchina non deterministica è un modello di calcolo in grado di utilizzare 

contemporaneamente un numero arbitrario di esecutori/processori con un’istruzione del tipo
x := choice(A)

• che dice di procedere con le istruzioni successive con tanti processi paralleli quanti sono i 
possibili valori di A che possono essere assegnati ad x
• Ogni processore esegue un algoritmo che termina dopo un numero finito di passi, 

individuando la soluzione o arrivando ad un punto in cui è evidente che la configurazione 
individuata non è una soluzione del problema
• Quando un algoritmo termina lo comunica a tutti gli altri, indicando se ha raggiunto la 

soluzione del problema (success) o se ha terminato l’esecuzione senza trovarla (failure)
• Se un processo termina nello stato success, vengono interrotti anche tutti gli altri
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Il più grande problema dell’informatica

• Ma esistono veramente dei problemi che possono essere calcolati in tempo polinomiale da un 
modello di calcolo non deterministico e che invece richiedono un tempo esponenziale se 
calcolati su modelli di calcolo deterministici?
• Ossia: «P = NP»?
• Questo è il più grande

problema aperto 
dell’informatica teorica:
sulla sua soluzione il
Clay Institute ha messo
una taglia da $1.000.000!
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Problemi

Problemi calcolabili Problemi non calcolabili

Problemi verificabili in tempo 
polinomiale

Problemi risolubili in 
tempo polinomiale

P

NP



Grazie!
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Calcolabilità e didattica
Proviamo a tracciare un «fil rouge» con la didattica della matematica
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Forma e sostanza

• Il discorso che ho portato avanti fin qui ha una doppia chiave di lettura

1. la prima è diretta, riguarda i temi della calcolabilità e della complessità computazionale di cui abbiamo 
parlato lungamente (seppur in modo fin troppo sintetico e superficiale)

2. la seconda è indiretta e riguarda la formalizzazione e il linguaggio: questo aspetto mi sembra interessante 
anche dal punto di vista didattico

• Ho cercato di mettere in luce un aspetto assai rilevante della matematica e dell’informatica 
teorica che è quello relativo alla necessità di disporre di un linguaggio e di un formalismo
adeguato per poter parlare di determinati argomenti

• Nel nostro caso, abbiamo avuto bisogno di definire il concetto di Macchina di Turing per poter 
circoscrivere un modello di calcolo e un’idea di algoritmo utile a discutere di calcolabilità
• Ciò che potrebbe apparire solo un aspetto formale, è invece un fatto sostanziale
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Algoritmi e matematica

• L’uso degli algoritmi (con o senza la traduzione con un linguaggio di programmazione) può 
essere un utile esempio (o un esercizio) per aiutare i ragazzi a comprendere il linguaggio 
dell’aritmetica
• Raccontare un’espressione complicata, attraverso una successione (o una reiterazione) di 

passaggi elementari, può essere un efficace strumento di chiarezza e di verifica
• Spesso in matematica usiamo espressioni del tipo:

espressioni che possono essere chiarite con una procedura algoritmica iterativa
• La generalizzazione di una procedura di calcolo, attraverso l’uso del concetto di «input» e di 

«output» può essere utile per creare un parallelo con il concetto di funzione come 
corrispondenza tra due insiemi: il dominio (input) e il codominio (output)
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<latexit sha1_base64="+RYP2mhlGMBvyd1+C8/+Xq89k8Y=">AAACEnicbVDLSsNAFJ3UV61W42PnZrAIrkrionZTLLhxWcE+oI1hMp20QyeTMDMRa8jWL/ADXKqf4E7c+gN+gT+h4PSxsK0HLhzOuZdzOV7EqFSW9WlklpZXVtey67mNzfzWtrmz25BhLDCp45CFouUhSRjlpK6oYqQVCYICj5GmNzgf+c0bIiQN+ZUaRsQJUI9Tn2KktOSa+xJWYEfGgZsMKnZ6zSFyB65ZsIrWGHCR2FNSqJ55P/dP3/maa351uiGOA8IVZkjKtm1FykmQUBQzkuY6sSQRwgPUI21NOQqIdJLx9yk80koX+qHQwxUcq38vEhRIOQw8vRkg1Zfz3kj8z2vHyi87CeVRrAjHkyA/ZlCFcFQF7FJBsGJDTRAWVP8KcR8JhJUubCYlkgwpcpvmdDP2fA+LpHFStEvF0qWuqAwmyIIDcAiOgQ1OQRVcgBqoAwzuwCN4Bi/Gg/FqvBnvk9WMMb3ZAzMwPn4BXcOhYw==</latexit>

s =
n

Â
k=1

ak

<latexit sha1_base64="wNpUASY/cWdxe32AmLFcPPfmavc=">AAACE3icbVDLSgMxFM3UV61WR8WVm6AIrsqMi9pNseDGZQX7gHYcMpm0Dc1kQpIRy9Ctf+AHuBP9BHfi1g/wC/wJBdPHwrYeuHA4517O5QSCUaUd59PKLC2vrK5l13Mbm/mtbXtnt67iRGJSwzGLZTNAijDKSU1TzUhTSIKigJFG0L8Y+Y1bIhWN+bUeCOJFqMtph2KkjeTb+wKWYVvIOPTTftkd3nCI/L5vHzkFZwy4SNwpOaqcBz/3T9/5qm9/tcMYJxHhGjOkVMt1hPZSJDXFjAxz7UQRgXAfdUnLUI4iorx0/P4QHhslhJ1YmuEajtW/FymKlBpEgdmMkO6peW8k/ue1Et0peSnlItGE40lQJ2FQx3DUBQypJFizgSEIS2p+hbiHJMLaNDaTIhRDmtwNc6YZd76HRVI/LbjFQvHKVFQCE2TBATgEJ8AFZ6ACLkEV1AAGKXgEz+DFerBerTfrfbKasaY3e2AG1scvHn2hyg==</latexit>

p =
n

’
k=1

ak
<latexit sha1_base64="fd5z0twy/rV8mARSodUijm5WTqI=">AAACGnicbVDLSgMxFM34rPU16lIXwSK4KGVGsLoRCm5cKthWaIchk6ZtaJIZkjtiGWbjd/gBbvUT3IkLN278An/DtHWhrQcCh3Pu4d6cKBHcgOd9OnPzC4tLy4WV4ura+samu7XdMHGqKavTWMT6JiKGCa5YHTgIdpNoRmQkWDManI/85i3ThsfqGoYJCyTpKd7llICVQndP4jPcllyF2eDML+N2JwZTxirHJByEbsmreGPgWeL/kFLtGBY62+/uZeh+2TxNJVNABTGm5XsJBBnRwKlgebGdGpYQOiA91rJUEclMkI1/keMDq3RwN9b2KcBj9XciI9KYoYzspCTQN9PeSPzPa6XQPQ0yrpIUmKKTRd1UYIjxqBLc4ZpREENLCNXc3oppn2hCwRb3Z0tiBAF2lxdtM/50D7OkcVTxq5Xqla3oFE1QQLtoHx0iH52gGrpAl6iOKLpHj+gJPTsPzovz6rxNRuecn8wO+gPn4xu0AaIZ</latexit>

m = min
k=1,...,n

ak



Attenzione alle differenze

• L’uso di un linguaggio di programmazione mette però in luce anche diverse differenze che una 
sintassi apparentemente simile (tra linguaggio dell’aritmetica e degli algoritmi) può nascondere

• a = 3 è un’operazione di assegnazione di un valore ad una variabile, non è un’equazione
altrimenti a = a + 1 non avrebbe senso in informatica

• x2 – 7 = 0 in termini algoritmici non ha molto senso, piuttosto si può scrivere 

• Anche le espressioni logiche nascondono delle differenze:
«x ≠ 0 and y/x = 15»  non è equivalente a «y/x = 15 and x ≠ 0»
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<latexit sha1_base64="hQzGkF4AWnNeju5dQ6DzWRvw0n0=">AAACCHicbVC7SgNBFJ31GeMrPjqbwSBYhV2LJI0QsLGMYB6QXcLsZDYZMvtw5q4kLPsD+QAbC/0EO7ES/AEbG7/A33DyKEzigQuHc+7lXI4bCa7ANL+NldW19Y3NzFZ2e2d3bz93cFhXYSwpq9FQhLLpEsUED1gNOAjWjCQjvitYw+1fjf3GPZOKh8EtDCPm+KQbcI9TAlqyB/gS2+pOQlJK27m8WTAnwMvEmpF8xTgePX5+vVfbuR+7E9LYZwFQQZRqWWYETkIkcCpYmrVjxSJC+6TLWpoGxGfKSSY/p/hMKx3shVJPAHii/r1IiK/U0Hf1pk+gpxa9sfif14rBKzsJD6IYWECnQV4sMIR4XADucMkoiKEmhEquf8W0RyShoGuaS4mUIMAGaVY3Yy32sEzqFwWrWCje6IrKaIoMOkGn6BxZqIQq6BpVUQ1RFKEH9ISejZHxYrwab9PVFWN2c4TmYHz8AgxLngs=</latexit>

x =
p

7



Strumenti «poveri» ma stimolanti

• L’uso delle Macchine di Turing per formalizzare un procedimento di calcolo, sono uno 
strumento assai stimolante, proprio per povertà degli strumenti a disposizione di chi deve 
progettare una strategia risolutiva, un procedimento di calcolo

o trovare una codifica «furba» delle informazioni

o trovare una strategia risolutiva «innaturale», super-semplice, ma efficace

o ragionare con uno strumento certamente completamente sconosciuto a tutti, mette tutti sulla stessa linea 
di partenza

o ragionare alla progettazione di uno strumento astratto ha anche degli aspetti ludici e che possono creare 
una «competizione virtuosa» tra gruppi di studenti
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