Corso di laurea in Matematica
Sistemi dinamici — Primo Modulo

PROVA D’ESONERO DEL 22-12-2000

CORREZIONE

EsErcIzio 1.

(1.1) Data l’energia potenziale

si ha
_dv

T dz
=2 4y (2?2 — 1) (22" - 1).

V'(z) =>4y (2 —1)[(22* = 1) (2* = 1) + (2% = 1) + (22 — 1)]

L’equazione del moto e quindi

i=-V'(z)= > 4z (z? — 1) (22" - 1).

(1.2) Si ha
% =yy+V'(@)d =33+ V'(x)i =i @+ V'(x) =0.

(1.3) I punti stazionari di V(z) sono i valori z tali che V'(z) = 0, quindi tali che valga una delle seguenti
relazioni:
z =0,
{xz =1,
zt =1/2;

quindi sono i 5 valori

1
z =0, T = %1, x:imziwo.
Si ha
V(O) = _17
V(tzo) = eV? (\/i— 1) 3_72\/5 = le\/5 (5\/_— 7) >0
2 2 ’
V(£1) =0,

inoltre, per x — +oo, si ha V(z) — oc.
Poiché la funzione V(z) & continua e definita per ogni € R, possiamo concludere che z = 0 e z = +1
sono punti di minimo, mentre = +x¢ sono punti di massimo. La funzione V() & rappresentata in Fig. 1.1
Quindi i punti d’equilibrio sono 5:

PO = (070)7 P:tl = (im070)7 P:|:2 = (:l:l,O)

(1.4) T punti Py, P_5 e P, saranno punti d’equilibrio stabile, mentre i punti P_; e P; saranno punti
d’equilibrio instabile, come implica la seguente discussione.
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Poiché i punti £ = 0 e £ = %z sono punti di minimo per lenergia potenziale V' (z), per il Teorema di
Lagrange i punti Py, P_5 e Py sono punti d’equilibrio stabile per il sistema dinamico corrispondente

T =1y,
y=-V'(=);
basta infatti prendere

We,y) = 39” + V(@) = V(0)

oppure
1
W(z,y) = 597 +V(2) = V(&0)

come funzione di Lyapunov.

Riguardo ai punti Py, basta analizzare le curve di livello (cfr. il punto (1.6) successivo). Alternativamente
si puo studiare il sistema linearizzato e verificare che uno dei due autovalori corrispondenti ha parte reale
negativa: infatti tale matrice e data da

0 1
A=
(—V”(mo) 0) 3

V' (o) = 4€*70 (1428 — 1023 — 322 + 1) = 4eV? (

dove
14 10

3
2\/5_7_7§+1)
= 4eV? (4\/5—4) = 8v/2¢V? (\/5—1) < 0;

quindi gli autovalori A di A sono dati da
A=+ =V"(x9),
cosi che sono reali, uno positivo e uno negativo.

(1.5) Per E=0siha

y=xy(z) =+/E—-V(z)= :I:\/262$2 (1—222) (22 — 1)%,
che & definita per x tale che 222 < 1 oppure 2> = 1. Per 222 < 1, i.e. per |z| < 1/\/5, possiamo scrivere

y=y(z) = £e* [2% —1|/2(222 — 1) = ze* (1—2?) /2(222 — 1),

che e rappresentata in Fig. 1.2.
Quindi la curva di livello

1
Lo = {(w7y) : 592 + V() = 0}
contiene i due punti d’equilibrio Py = (£1,0) e la curva +y(z).

(1.6) Siha E > V(0) = —1. Per E = —1si ha I'g = {FPy}. Per ogni E € (—1,0) si ha un’orbita chiusa
contenente il punto Py al suo interno. Per E = 0la curva di livello I'g & come descritta al punto (1.5): contiene
tre componenti connesse costituite dai due punti d’equilibrio Pys e da un’orbita chiusa simile a quelle che
si hanno per E € (—1,0). Per E € (0,V (zg)) si hanno tre orbite chiuse, contenenti, rispettivamente, i punti
P_, Py, P, al loro interno. Per E = V(zq) la curva di livello 'y contiene i due punti d’equilibrio Py; e 4
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archi sui quali il moto ¢ asintotico ai due punti d’equilibrio. Per ogni E > V(x¢) la corrispondente curva di
livello ' contiene un’unica orbita chiusa. Cfr. la Fig. 1.3.

(1.7) L’energia corrispondente al dato iniziale scelto ¢ data da
1
E(x(0),#(0)) = E(0,V2) = 52+V(0)=1-1=0.

Quindi il dato iniziale (2(0),2(0)) = (0,v/2) si trova sulla componente di Ty costituita da un’orbita chiusa:
quindi la traiettoria corrispondente & periodica.

(1.8) Per E =0 e |z| < 1/+/2 si ha, come visto al punto (1.5),

V2E-V(@) = /=2V(@) =¢” (1-22)/2(1 - 222),

e risulta E = V() per x = £1/+/2, cosi che si ha

1/V2
T:2/ dz

_1va e (1—a2)/2(1 —222)°

che esprime il periodo della traiettoria con dato iniziale (z(0),#(0)) = (0,+/2) come integrale definito.

(1.9) Se definiamo
d(x) = 2e2%” (1- 332)2 ,

possiamo scrivere

E-V()=e* (2* —1)" (1 - 22%) = 3(a) (m + \/%) (% - a:) :

T= 2/1Ni dv
V2 o) (o + (1/vD) (VD) )

Si vede facilmente che per |z| < 1/v/2 si ha

cosi che

1 o (1 ? 2/2
—=2-e =) <P(z) <2-e7-1=2e,
2 2
cosi che se definiamo
Cy = ]., Cy = 26,
e, corrispondentemente,
272 272
=y =T Ty =2 = on,
2 Ve 1
si ottiene Ty < T < T5, 1i.e.
T <T<on
’\/E — —

ESERCIZIO 2.

(2.1) L’energia potenziale efficace ¢ data da

? 1 1 o L?

Ve (P)=V(P)+ﬁ=—g+6—pe+ﬁ+ﬁ=
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dove L = ||L]|, se L & il momento angolare del sistema, cosi che ’equazione del moto per la variabile radiale
p e data da

. Veg(p L?
p=-0 o ), Vi) =70 - 5

cosi che si ottiene )
. 2 1 a L 7 2 4 2 4
p=——=+—=+—=+—==p " (1-2p"+8p" + L*p").
pPoopt PP ( )
Abbiamo quindi un sistema unidimensionale che descrive un punto materiale di massa m = 1 sottoposto a
una forza di energia potenziale (efficace)

1 1
= = 4+ — L2
%ﬁ'(p) V(p) + 2p2 2p4 + 6p6 + 2/)27 ﬁ a+ )

poiché a € R, al variare di o e L si avra 8 € R.
Se definiamo y = p, il sistema dinamico associato ¢ dato da

{5 z y: ot (P)-

(2.2) Studiamo dunque la funzione Veg(p) al variare di 8. Notiamo innanzitutto che risulta

lim Vet (P) = 00,
p—0

poiché per p piccolo nell’energia potenziale efficace domina il termine 1/(6p°).
Inoltre se 8 > 0 si ha
lim Veg(p) = 07,

p—00

poiché per p grande domina il termine 3/(2p?) > 0, mentre se 3 < 0 si ha

lim Ver(p) =07,

p—00

poiché per p grande se 3 < 0 domina il termine 3/(2p%) < 0 e se 3 = 0 domina il termine —1/(2p*) < 0.
Si ha

Definendo
A=1- /87

si vede che 'equazione Vz(p) = 0 ammette due radici, una sola radice e nessuna radice, a seconda che sia
A>0,A=0eA<DO.
Se 8 >1siha A <0: quindi in tal caso non esistono punti d’equilibrio per il sistema dinamico associato.
Se 8 =1 si ha A =0 e, corrispondentemente, la radice

po=1
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inoltre Veg(p)' < 0 per ogni p # po, quindi la funzione Veg(p) & strettamente decrescente per p # po e ha in
po un punto di flesso. Possiamo percio concludere che (p, p) = (po,0) € un punto d’equilibrio instabile per il
sistema dinamico associato.

Se 8 € (0,1) si ha A > 0 e, corrispondentemente, si hanno due radici p; e p» tali che

» 1—VA 5  1+VA

p ) Py = ;
1 ﬂ 2 ,8
ovviamente si avra
1-+vA 1+vVA
P1 = ) p2 = )
B B

poiché solo le determinazioni positive di p hanno significato.

Visti gli andamenti per p — 0 e per p — oo possiamo concludere che p; € un punto di minimo e py € un
punto di massimo: quindi (p,p) = (p1,0) & un punto d’equilibrio stabile per il sistema dinamico associato
(per il Teorema di Lagrange), mentre (p, p) = (p2,0) & un punto d’equilibrio instabile.

Se B = 0 I’energia potenziale efficace si riduce a

1
Ve (P)——ﬁJr@,
cosi che si ha 5 1 1
' _ _ 2
()= 5= = (125,

che si annulla per p tale che p? = 1/2: si trova quindi 'unica radice

1
Ps—ﬁ-

Poiché Veg(p) — oo per p — 0~ e Veg(p) — 0 per p — oo, tale punto costitusce un punto di minimo per
Vest (p), quindi quindi (p, p) = (p3,0) € un punto d’equilibrio stabile per il sistema dinamico associato (per il
Teorema di Lagrange).

Infine per 8 < 0, se definiamo v = —(3 > 0, si ottiene

1

2

p :—(i 1+7—1),
5

cosi che solo la determinazione con il segno positivo & possibile; corrispondentemente si trova la radice

py = Vvi+y-1
= _— .
\/ v

Poiché Veg(p) — oo per p = 0~ e Vegr(p) — 0 per p — oo, possiamo concludere che py & un punto di minimo
per il potenziale efficace e quindi (p,p) = (p4,0) & un punto di equilibrio stabile per il sistema dinamico
associato (per il Teorema di Lagrange).

(2.3) Per 8 > 1 la funzione Veg(p) & strettamente decrescente. Cfr. la Fig. 2.1.
Per 8 =1 si deve avere Veg(po) > 0 poiché V)z(p) < 0 per ogni p # po e per p — oo la funzione Veg(p)
tende a 07; del resto un conto esplicito da, per 8 =1,

1 1 1 1
Vet (po) = Ver(1) = —5 + g+ 5 = 5-
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Cfr. la Fig. 2.2.
Nel caso 8 € (0,1) si ha

Veﬁ(pl):f;?[ 302 1+ 38p1] = 616 [1—%(1—ﬂ)+ﬁ—€(1+A—2\/_)]

[ﬂ 3+3VA+6-30— 6\/_] [3 26 — 3\/Z],

665 665

cosi che si ha Veg(py) > 0 se e solo se 3 — 28 > 3V/A, i.e.
2
9+4p% — 128 = (3-20)" > (3VA) =9A=9-093,

i.e. se e solo se
8>3
i

E facile verificare invece che si ha Vig(p2) > 0 comunque si scelga 3 € (0, 1). Infatti si ha

nﬁ(p2)=%[1—3p§+3ﬂp;‘]:6—1§[ (1+\/—) (1+A+2\/_)]
:6,)13/3[5 3_3VA 46— 3,8+6\/_] 666[3 25+3\/_]

dove 3 — 28 + 3v/A > 0, poiché
2
9-98=9A= (3\/Z) > (28-3)" =48> +9-128

per 8 < 3/4.

Quindi per 8 € (0,1) il potenziale efficace Veg(p) & come rappresentato in Fig. 2.3(a) per § > 3/4, & come
rappresentato in Fig. 2.3(b) per 8 < 3/4 ed & come rappresentato in Fig. 2.3(c) per 8 = 3/4.

Per 8 = 0 si ha un minimo in p = p3; poiché Veg(p) = 0~ per p — oo si deve avere Veg(ps) < 0, come &
facile verificare. Infatti si ha

1 4 3
Verr(p3) = 68 [1-3p7] = 3 (1— 5) <0.
3

Cfr. la Fig. 2.4.
Per 8 < 0 si ha un minimo in p = py; poiché Veg(p) — 0~ per p — oo si deve avere Veg(ps) < 0, come &
facile verificare. Infatti si ha

1 ) q_ 171, _3 )3 _
@[1_3“_3”4]_6,)2 [1 7(,/1 ~ 1) 7 (2+7 2«/1+v)]

6p [y -3vTH7+3-6-37+6y1+7] = [3 2y+3v/1+],

dove 34/1+ v — 2y — 3 < 0, poiché

Vet (pa) =

9+9y= (3\/1+ ) (27 +3)° =472 + 9+ 12y
per ogni v > 0. Cfr. la Fig. 2.5.

(2.4) Dalla forma del potenziale efficace si determina la forma delle orbite nel piano (p, p). Si ottengono
per i vari casi, rispettivamente, le Fig. 2.6, 2.7, 2.8, 2.7, 2.8, 2.9 e 2.10, dove sono rappresentate le curve di
livello dell’energia

T5={(0.) € R* xR : 1+ Vinlp) = £
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Si noti che nel caso 8 € (0,1) le curve di livello hanno sempre lo stesso andamento qualitativo, indipenden-
temente dal fatto che 3 sia maggiore o minore di 3/4.

(2.5) Si vede quindi dai grafici delle curve di livello che si possono avere moti periodici per la variabile p
solo per 8 < 1.

Indichiamo i dati iniziali con (p(0), p(0)) e sia E il corrispondente valore di energia.

Se B € (0,1) si hanno moti periodici per la variabile radiale quando i dati iniziali sono tali che

{ Vet (p1) < E < Verr(p2),
p(0) < p2;

se 3 = 0 si hanno moti periodici per la variabile radiale quando i dati iniziali sono tali che
Verr(p3) < E < 0;
se infine 8 < 0 si hanno moti periodici per la variabile radiale quando i dati iniziali sono tali che

Vet (ps) < E < 0.

(2.6) Le condizioni sotto cui il moto complessivo risulta periodico sono le seguenti.
In primo luogo deve essere costante o periodico il moto della variabile radiale, i.e. o deve esssere p(t) = p(0)
per ogni t € R o deve esistere 7' > 0 tale che p(t) = p(t + T) per ogni t € R.

Nel primo caso si ha
L L

O=pn=re -
e quindi A(t) = #(0) + wt per ogni ¢t € R: quindi il punto materiale compie un moto circolare uniforme con
velocita angolare w. Questo ¢ dunque possibile se si sceglie un dato iniziale (p(0), p(0)) tale che la velocita
iniziale sia p(0) = 0 e, per il valore iniziale della variabile radiale, si abbia p(0) = pg se 8 = 1, p(0) = p1
oppure p(0) = p2 se B € (0,1), p(0) = p3 se B =0e p(0) = ps se § <O0.
Nel secondo caso, se Af indica I'incremento della variabile 8 in un periodo del moto della variabile radiale
(i.e. in un tempo T), cosi che
P+ dp
Af =2 /
p

- VR (E ~Ver ()’

deve risultare
Af2reQ,

i.e. A deve essere commensurabile con 2.
Questo vuol dire che i dati iniziali, individuabili dando i valori (L, E, p(0),8(0)) nonché il segno di p(0),
devono essere tali che tale condizione sia soddisfatta.

EsERCIZIO 3.

. S1S K 11 pull‘() ha C()()I(hllate
3 1 Ne| 1 'ellla OI

Si ha quindi
q=DQ =CBQ =BQ +r,

con
r = (t,y(t),0) = (¢,#° — 6t* + 9¢,0)
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e, tenuto conto che ’angolo 6(t) che l'asse £ forma con P’asse z ¢ tale che tan6(t) = y(t) = dy(t)/d¢t,

cos@(t) —sinf(t) 0O
B=| sinf(t) cosf(t) 0|, 6(t) = arctan (3t* — 12t +9) .
0 0 1

Quindi la trasformazione rigida D: K — & & data dalla composizione della rotazione B con la traslazione C,
definita da Cx =x +r.
La situazione & come rappresentata in Fig. 3.1. Infatti, per determinare il profilo y = y(z) = y(t), si tenga
conto che si ha
lim y(t) = oo,

t—too
mentre
yt) =3 (> —4t+3) =0

ammette soluzione per ¢ tale che t =2++/2—-3=211, i.e. per t = 1 e per t = 3; corrispondemente si ha
y(1) =4 e y(3) = 0. Inoltre y(0) = 0.
(3.2) Scriviamo q = (z,y,2) e Q = (£,7,¢). Si ha quindi

&(t) = asinbt,
Q(t) = ¢ n(t) =0,
¢(t) =0,
mentre
x(t) = asinbt cosf(t) + t,

a(t) = DQ(t) = y(t) = asinbtsin(t) + y(t),
z(t) = 0.

(3.3) La velocita assoluta v ¢ data da

Quindi si ha
v = (ab cos bt cos 0(t) — ab(t) sin bt sin (t) + 1, ab cos bt sin B(t) + ad(t) sin bt cos 6(t) + (t), 0)
= (ab cos bt cos 0(t) — ab(t) sin bt sin 8(t) + 1, ab cos bt sin (t) + ab(t) sin bt cos 8(t) + 3t> — 12t + 9, 0) ,

dove
6t — 12

6(t) = .
(®) 1+ (32 — 12t + 9)°

(3.4) La velocita relativa v/ & data da
v = BQ,

dove

Q = (abcosbt, 0,0).

Quindi si ha
v' = (abcos bt cos(t), abcos bt sin 6(t), 0) .

(3.5) La componente traslatoria della velocita di trascinamento v ¢ data da
Vo = T.
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Quindi
vo = (1,9(t),0) = (1,3t — 12t + 9,0).

(3.6) La componente rotatoria della velocita di trascinamento v & data da

VTZ[UJ,C]_—I'],

dove
w = (0,0,6(t)).

Quindi, tenuto conto che
q—r = (asinbt cost,asinbtsint,0),

si ha
vr = (—aé(t) sin bt sin 8(t), af (t) sin bt cos O(t), 0) .

Si pud facilmente verificare che I'identitd v = v/ + vo + v & soddisfatta.

(2.7) La forza di Coriolis F» ¢ data da
P, =-2[2,0],
dove 2 = B2 = (0,0,6(t)). Quindi

Fy = (0, —2abl(t) cos bt, 0) .

(2.8) La forza centrifuga F3 & data da
F;=- [07 [Q, Q]] :

Poiché .
[£2,Q] = (0,ad(t) sin bt, 0),

si ha quindi
F3 = (a#*(t) sinbt,0,0).
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