Corso di laurea in Matematica
Sistemi dinamici — Primo Modulo

ProvA D’ESAME 19-02-01

CORREZIONE

EsErcizio 1.
I Metodo
1l polinomio caratteristico dell’operatore lineare A &
() = (2= ) [(3—/\)2+1] =(2-\) (A2 = 6\ + 10)
=2-AN)A=-3-9)(A=3+1)
cosi che lo spettro di A & costituito dagli autovalori
A1 =2, A2 =3 +1, A3 =3—1i:

abbiamo quindi tre autovalori distinti, uno reale (A; = 2) e due complessi coniugati (A\a =3 +ie X3 =Xy =
3—1).
Possiamo scrivere F = R? come somma diretta
E=FE 0 E @ E;
E; =ker(A-—21), E; =ker (A — (3+4)1), E; =ker(A— (3—1)1),

Cerchiamo una base {v;,v2,v3} in E costituita dagli autovettori di A: in tale base I’operatore rappresentato
da A nella base standard sara rappresentato dalla matrice diagonale

2 0 0
B=10 3+¢ 0
0 0 3-1

Le componenti dell’autovettore v si determinano cercando le soluzioni (z,y, z) non banali dell’equazione

T 0 0 O T
A-20)|y|=|-2 1 1 y | =0,
z 0O -1 1 z

che fornisce le due relazioni
—2z4+y+2=0,
-Y +z= 07

che, per esempio, ammettono soluzione
vy =(1,1,1).
Le componenti dell’autovettore v si determinano cercando le soluzioni (z,y, 2) non banali dell’equazione

-1-2 0 O z

(A—(3+i)1) -2 =i 1 ||y]|=0

SRS
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che fornisce le relazioni

z=0,
{ —y+2=0,
—y—12 =0,
cosi che una possibile soluzione e
V2 = (0, ]., 7,) .

Analogamente si trova per ’autovettore vz 1’espressione
U3 = (07 17 _l) ’

che si puo anche ricavare, pitt semplicemente, notando che deve essere vz = U,.
In conclusione si ha

A =2 v =(1,1,1),
Ao=3+1 — 1)2:(0,1,i),
/\3:3—i v3=(0,1,—i).
Si ha quindi
v1 €1 1 1 1
V2 =P €9 s P = 01 ) 5
(% €3 01 —

se {e1,e2,e3} & la base standard in cui l'operatore lineare che definisce il sistema dinamico & rappresentato
dalla matrice A.

Siano y le coordinate nella base definita dagli autovettori {vy,va,v3}. Si ha allora

y=Qz, Q'=P"

Quindi
1 0 0
Q=11 1
1 4 —i
cosi che det Q = —2i. Si ha quindi
1 2i 0 0
"\N1-i i -1
come ¢ immediato verificare.
Si puo anche facilmente verificare che risulta
1 24 0 0 2 0 0 1 0 0 2 0 0
B:QAQ‘IZ? -1-4 i 1 -2 3 1 11 1 |=(0 3+i 0 |,
"\N1-i i -1 0 -1 3/ \1 i —i 0 0 3—i
come deve essere.
Nelle coordinate y il sistema diventa
s 2 0 0
y=By, yeR, B=|0 3+i 0 |,
0 0 3—i

con condizioni iniziali y(0) = Qz(0), dove

y1(0) = 21(0) = 1,
y2(0) = [— (1+Z)w1(0)+i$2(0)+$3(0)]/(2i)= —(1+14)/(24),
y3(0) = [(1 = )21 (0) +iz2(0) — 23(0)] /(20) = (1 — 4)/(2i);
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la soluzione di tale sistema di equazioni si calcola immediatamente ed ¢ data da

y1(t) = e*'y1(0) = e*,

ya(t) = e'eys(0) = —e'e’(1 +14)/(2i),

ys(t) = e¥e"y3(0) = e®e™*(1 — i) /(20),
che, espressa nelle coordinate z, diventa z(t) = Q~'y(t): quindi si ottiene

z(t) = y1 () = €,
3t it1+7:+ 3t —it 1 —1

z2(t) = 1(t) + 1 (t) + ys() = €' — e¥el = + eMe T ——,
14 21—
w3(t) = g1 (t) + iya(t) — iys(t) = €2 — 3—3 — et

Poiché la soluzione z(t) & reale, possiamo riscrivere le espressioni sopra tenendo conto che

1, . )

cosz = 3 (e +e*),

. _ 1 iz —iz
sm:c—ﬁ(e —e ),
per ogni 2 € R; troviamo quindi
1 . 1 . 1 : 1 . 1 . 1 .
D) = et b eBleit(] _ ) 4 —Bleit(] ) = o2t _ L Bteit _ 1 Btgit | 1 3tp—it _ L 3t,—it
22(t) e+2iee( i)+ —ee "(1—i)=¢e 5,¢ ¢ 2ee—I-Ziee g€ e
1 ) . 1, .
— 2t _ 63t2_i (et — eit) — 63t§ (et +e7it) = €2 — ¢ (sint + cost),

e, analogamente,

1 . 1 . 1 . 1 . 1 ] 1 .
5(t) = €2 + §€3tezt(_1 - §e3te—zt(1 i) =t §e3tezt n 2_ie3tezt _ §e3te—zt _ 2_i63te—zt
1 , . 1, . .
=e?t — e3t2—i (e —e™™) — e3t§ (e +e7) =e® +¢€* (sint — cost).
In conclusione la soluzione & data da
71 (t) = €2,

To(t) = €2t — €3t (sint + cost),
x3(t) = €2 + €3t (sint — cost) .
IT Metodo

Altrimenti, una volta determinati gli autovalori e gli autovettori di A, invece che nella base {v1,v2,v3} si
puo lavorare nella base {v1,v,u}, se poniamo vs = u + iv, quindi con

v:(07051)7 u:(07170)7

possiamo allora scrivere

V1 €1 1 11
v | =Ple |, P=10 0 1],
u es 010

se {e1,ez,e3} & la base standard in cui 'operatore lineare che definisce il sistema dinamico & rappresentato

dalla matrice A.
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Siano y le coordinate nella base {v1,v,u}. Si ha allora

y=Qz, Q=P

Quindi
1 00
Q'=[101
1 1 0
cosi che det Q = —1. Si trova quindi
1 00
Q=[(-10 1],
-1 1 0
come ¢ immediato verificare.
Si puo anche facilmente verificare che risulta
1 00 2 0 0 1 00 2 0 0
B=QAQ ' = 1 01 -2 3 1 1 01]=(03 -1
-1 1 0 0 -1 3 010 01 3
Nelle coordinate y il sistema diventa
s 2 0 0
1y = By, ye R, B=|0 3 -1},
01 3
con condizioni iniziali yo = y(0) = Qxo, dove
Yo1 = To1 =1,
Yoz = —Zo1 + Toz = —1,
Yo3 = —Zo1 + Toz = —1;

la soluzione nelle variabili y si calcola immediatamente ed ¢ data da

yi(t) = 6 y01 = e
y2(t) = e ¢ (yg2 cos . Yoz sint) = 3! (— cost +sint),
ys(t) = 3 (yo2 sint + yos cost) = t (—sint — cost),

t) = Q 'y(t): quindi si ottiene

—~

che, espressa nelle coordinate z, diventa z

z1(t) =y (t) = e,
zo(t) = y1(t) + y3(t) = %' — €% (cost +sint),
x3(t) = y1(t) + y2(t) = €' + €3 (sint — cost).

IIT Metodo

Trovato lo spettro di A, si cerca una soluzione della forma

z(t) = ae® + belet + cedlet

= ath + 2Re (b) €3 cost — 2Im (b) e3¢ sin t,
con a = (a1,az2,a3), b = (b1, ba,b3) e c = (c1,¢2,c3) da determinarsi imponenendo che z(t) risolva ’equazione

z(t) = Az(t) e soddisfi la condizione iniziale £(0) = z¢. Nel passare dalla prima alla seconda espressione, si
e utilizzato il fatto che si deve avere ¢ = b, dal momento che la soluzione deve essere reale.

4
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Poiché si ha
i(t) = 2ae®* + b (3 +14) 3 £ 5 (3 —i)e3tH,

Pequazione %(t) = Ax(t) da
2a1€% + (34 i) bre® T 4 (3 — i) c13 7% = 2a;€?" + 2b, 3 4 2¢1 €37
2a2€" + (3 + i) bpe® T 4 (3 — i) coe® ™ = (—2a; + 3ay + a3) e*

+ (=2b1 + 3bs + bg) €3I 4 (=21 + 3 + ¢3) 37,
2az€” + (3 +1) b3e® + (3 — i) c3€® " = (—az + 3az) €* + (—by + 3b3) € + (—co + 3c3) 2,

che implica le 9 equazioni

(a1 = a,
by (3 +14) = 2by,
C1 (3 —Z) = 261,

2a9 = —2ay + 3as + as,

< b2 (3—|—Z) = —2b1 —|—3b2 + b3,
Co (3 - Z) = —261 + 362 + C3,
2a3 = —as + 3as,

by (3 +14) = —by + 3bs,

c3 (3 — Z) = —c9 + 3c3,

7

di cui si possono considerare solo le 6 per a e b (tenendo conto che quelle per ¢ sono semplicemente le
complesse coniugate di quelle per b):

ap = ai,

by (3 + l) = 2b1,

2a3 = —2a; + 3asz + as,

by (3 + 1) = —2by + 3by + b3,
2a3 = —as + 3as,

b3 (3 +1i) = —ba + 3b3.

Otteniamo quindi
—2a; + a2 + a3 =0,

bl = 0,
—ay + az = 0,
iby = —2b; + b37
ib3 = —bo,
cosi che si ha
a1 = az = as, by =0, by = —ibs;

possiamo quindi scrivere
a = (a1,a2,a3) = (a, , @),
b= (b1,b2,b3) = (0,—183, 3),
¢ = (a1, c2,¢3) = (0,18, ),

con (a, ) € R x C da determinarsi imponendo che siano soddisfatte le condizioni iniziali.

Si ha dunque
o =To1 = 17

a—i(ﬁ—_ﬁ) = 202 =0,
a+ (8+8) =z03 =0,
dove
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cosi che otteniamo 1 1
=1 Ref =—= I = ——
a ) e /6 2 J m IB 2 7

e quindi possiamo scrivere

{2Reb: (0,2Im (3), 2Re (B)) = (0,-1,-1),
2Im b = (0, —2Re (8),2Im (B)) = (0,1,—1).

In conclusione otteniamo
z1(t) = are® 4 2Re (b1) € cost — 2Im (by) €* sint = e,

x5 (t) = aze® + 2Re (by) €3 cost — 2Im (by) €3t sint = €% — €3 (sint + cost),

z3(t) = aze® + 2Re (bs) €3 cost — 2Im (bs) €3t sint = € + €3¢ (sint — cost).

EsERcCIZIO 2.

(2.1) Si ha
H(z,y) = [y +1) = 2*] [y —1)" - 7]
=yt + 2t — 2% — 222 — 22%y% + 1,
quindi
OH
H,=— =42° —4zy’ — 4z =4z (2> —y*> - 1),
Bz
H
H, = 66_y —4y3—4y$2—4y—4y(y2—$2 —1),
cosi che si ha
- dH . .
H =~ = Hyi + Hyj = H;H, — HyH, = 0.

(2.2) Sihai =0sey =0 oppurey? —z>—1=0,esihay=0sex =0oppure x> —y>—1=0. Sey = 0si
deve avere 22 —y2 —1 =22 —1 =0, quindi £ = £1, mentre se z = 0 si deve avere y> —22 — 1 =y2 —1 =0,
quindi y = £1; non esistono altre soluzioni. In conclusione si hanno i 5 punti d’equilibrio:

Py =(0,0), P, =(1,0), P, = (-1,0), P; =(0,1), Py =(0,-1).

(2.3) Parte I. Per discutere la stabilita dei punti d’equilibrio calcoliamo la matrice hessiana di H. Si ha

H(zy) = Hyp(x,y) Hey(z,y)\ _ (1227 —4y® —4 —8zy
9= Hyo(z,y) Hyy(z,y) ) —8zy 12y%2 — 422 -4 )°
cosi che la matrice del sistema linearizzato nell’intorno di un punto d’equilibrio di coordinate (z,y) & data
da
A(z,y) = sz(xa ) Hyy(mv Y) _ —8zy 12y2 —4z%2 -4
’ —Hoo(z,y) —Hay(z,y) —1222 + 4y% +4 8zy :
Quindi:

A(Py) = A(0,0) = (2 ‘04), A(PL) = A(1,0) = (_08 ‘08> ,
A(Py) = A(~1,0) = (_08 ‘08) . AP = A(0,1) = (g g) ,
A(Py) = A(0,~1) = (
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cosi che si vede che gli autovalori sono A = +4i per Py, e A = +4/6 per Pi, P», P; e Py.
Possiamo quindi concludere che i punti Py, P>, P; e P, sono instabili.
Per determinare la stabilita di Py studiamo prima la curva di livello H(z,y) = 0.

(2.4) Parte I. La curva di livello
To={(z,9) R’ : H(z,y) =0}
¢ data dai punti tali che valga almeno una delle due seguenti uguaglianze:
(y+1)2 —.Z'2 =07
(y—1)> —2% =0.
La prima individua le due rette
Ri={(z,y) eR* : y=-1+a},
Ro={(a,y) R’ : y=-1-2},
mentre la seconda individua le due rette
Rs={(z,y) eR* : y=1+2},
Ri={(z,y) eR* : y=1-2z}.

Quindi
o =Ri UR2 UR3URy.

Si noti che le 4 rette si intersecano in corrispondenza dei 4 punti d’equilibrio instabile; cfr. la Fig. 1.
Si ha
H(0,0) =1, xgr:ilooH(wao) :ygrzilooH((]’y) = o0, al{r:ilooH(aja) = —00,
da cui si evince che la funzione H(z,y) & positiva nelle regioni tratteggiate rapprentate in Fig. 1.
(2.3) Parte II. In particolare la funzione H(z,y) & positiva nella regione chiusa D delimitata dalle 4 rette:
quindi Porigine ¢ un punto di massimo relativo per H(z,y).
Se definiamo la funzione di Lyapunov

W(z,y) = H(0,0) — H(z,y) =1 - H(z,y),
possiamo quindi applicare il teorema di Lyapunov; infatti preso comunque un intorno B dell’origine si ha

W(0,0) =0,
W(z,y) >0 V(z,y) € B\ {(0,0)},
W(x,y) = —H(x,y) =0,

cosi che possiamo concludere che il punto Py = (0,0) & un punto d’equilibrio stabile.

(2.4) Parte II. Per determinare i versi di percorrenza delle orbite che costituiscono la curva di livello Ty si
puo ragionare come segue.
Lungo laretta y =1+ « si ha
z = 8z(1 + x),

quindi risulta & > 0 se e solo se z > 0 oppure £ < —1; lungo la retta y = 1 — z si ha
z = —8x(1 —x),
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quindi risulta & > 0 se e solo se x < 0 oppure z > 1.
Per continuita si determinano i versi di percorrenza lungo le altre rette. Si hanno quindi i versi di percor-
renza rappresentati dalle frecce in Fig. 2.

(2.5) Le altre curve di livello (e i rispettivi versi di percorrenza) si determinano per continuitd; cfr. la
Fig. 2. In particolare le traiettorie all’interno della regione D sono periodiche poiché D e racchiusa da una
componente connessa di una curva di livello e contiene al suo interno un solo punto d’equilibrio, che e stabile.

(2.6) Le traiettorie periodiche si possono individuare attraverso la seguente condizione sui dati iniziali (Z, §):
0< H(z,9) <1, P42 <1
Un modo alternativo per individuarli e il seguente:
0< H(z,5) <1, |Z| < 1, lg| < 1.

tali dati iniziali sono quindi quelli che si trovano all’interno della regione D racchiusa dalle 4 rette (escluso
il punto d’equilibrio Pp).

(2.7) Per qualsiasi traiettoria periodica si ha,
H(z,y)=y* —2y° (2 + 1) + (1 +$2)2 =E,

dove E € (0,1) e |z, |y| < 1.
Possiamo quindi esprimere y in funzione di z risolvendo ’equazione di secondo grado in y? data da,

y'—2y® (22 +1) + («? — 1) ~E =0.

Si ha quindi

y2=:c2+li\/(x2+1)2—(m2—1)2+E=x2+1i\/4w2+E.

Poiché si deve avere |y| < 1 sola la determinazione negativa pud descrivere una traiettoria periodica: quindi

y* =2 +1— /422 + E,

da cui si ricava

y=y+(x) =%\ 22+1—-+V422+ E.

La traiettoria periodica percorrera un’orbita che sara descritta dalla curva y = y4 () nel semipiano superiore
e dalla curva y = y_ () nel semipiano inferiore; cfr. la Fig. 3.
Le due curve si incontrano nei punti = +xq tali che y4(+x¢) = 0. Quindi z¢ si trova determinando gli

zeri della funzione
flx) =2 +1— 422 + E.

Tali zeri saranno quindi dati dai valori z tali che
2’ +1=+/422 + E,

i.e. tali che
2t +1422%2 =42 + E,

da cui si ottiene \
(7 —1)" =E.
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In conclusione gli zeri vanno determinati nell’insieme

{zeR : |z|<1, 2>2=+VI1I+E}.

:1:0:\/1—\/5.

Quindi sono i punti x = £z, con

In conclusione lungo la curva y, () si ha

& = 4y, (z) (yi(x)—x2—1)=\/x2+1—\/4x2+E<x2+1—\/4m2+E—w2—1)
- Vi@ + B2 +1- Vi 1 E.

Poiché y_(z) = —y4(x) si ha

_ = dt,
zo \/4$2+E\/a:2+1—\/4x2+E 0

dove T denota il periodo della traiettoria (e si & tenuto conto del verso di percorrenza della curval!).
Quindi, tenendo conto del fatto che l'integrando € pari in z, si ottiene

T Zo dz
2 Joe Va2 ¥ EVaz2 +1 - VA’ + E
*o dz
=2

0 VirZ+EV2+1-Varr+ E

In conclusione per ogni traiettoria periodica con dati iniziali (Z,) tali che H(Z,y) = E, il periodo si pud
esprimere come integrale definito come

%o dz
T = 4/ I
0 VAzZ + EVa2+1—422 + E

dove o = V1 — VE.
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