Corso di laurea in Matematica
Sistemi dinamici — Primo Modulo

ProvA D’ESAME 13-07-99

CORREZIONE

(1) Definendo ¢ ’angolo che la sbarra S forma con l’asse z a 6 ’angolo che la sbarra S; forma con la retta
individuata dalla sbarra S, si ha (cfr. la Fig. 1)

Py = (Lcos(p — 6),Lsin(p — 0)) ,
P, = (2¢cosf cos p, 24 cosfsin @) |

cosi che ) .
vi = (£ (¢ — 6) sin(p — 0),€(p — ) cos(ip ~ 9))
vy = (—2£0sin 6§ cos o — 24 cos 6 sin , —2£0 sin 6 sin @ + 24 cos 6§ cos ) .

La lagrangiana e dunque

L= 1m [62 (cp? +6% - 24,&9) + 442 (gb2 cos? 0 + 62 sin® 0)]

2
1AM\ , 1, .
+5(12 )cp—ik(élﬁ)cosé‘,

che puo essere riscritta come
L 20\ ;2 =2 9\ 42 o, Mo, 2 2
L=gmt (1+4cos”6) ¢* + (1+ 4sin® ) 6 =200 + —-¢%| — 2k cos” 6 .

Si noti che la coordinata ¢ & ciclica.

(2) Definendo

si trova .
p= |me®(1+cos’6) + §M€2 ¢ —me* .
La lagrangiana ridotta Lg ¢ allora data da
m2e46?
 2[me2 (1 + 4cos? 0) + M12/3]

24 2
— pmeé%6 — 2k0? cos® 6 — P .
ml? (1 4+ 4cos?0) + Me2/3 2[me2 (1 + 4cos?8) + M£2/3)2

Lr=L—pp= %mé2 (1 + 4sin® 6) 67

Poiché p & una costante del moto la funzione Lg dipende da (6, 0) e, in maniera parametrica, da p: per il
Teorema di Routh descrive la lagrangiana di un sistema a un grado di liberta, con energia cinetica

m2 046>
[me? (14 4cos?0) + Me2/3]

. 1 .
T=T(9,6) = §m€2 (1 + 4sin®6) 6% — 5

B pm (20
mé2 (1 +4cos?6) + Me2/3
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ed energia potenziale

p2

= = 2k(” cos® '
U=U(6) =2k cos™ b0 + o T o 8) + ME/3F

(3) Dalla definizione di T si ha

02T me* M
—_— = 4 si 2 4 2 16 si 2 2 — (1 +4si 2 .
72 52(1 c 520) M£2/3 ( sin“ 8 + 4 cos” 8 + 16 sin” 8 cos 9)m+ 3 ( + 4sin 9) >0

(4) L’energia potenziale U, per i valori dei parametri dati, assume la forma

p2

= 2¢0s? N
ue) cos™ 0+ 2(1+4cos26)’

m € (—m,7.

Per trovare i punti stazionari di U(#) basta studiare 'intervallo 6 € [0,7/2], vista la forma di U(6).
Posto x = cosf e U(A) = U(x), si ha

Us = Upo ,
Uy = Uyl + Upop

dove i sottoscritti indicano derivate.

Si ha
2
- p 2
=—+2
U= Sa+a T2
~ 4z 2
=¥ [sa) 5]
‘ (1 + 422)* ( ) -»
2 2
~ p 1227 — 1
Uge =41 - -
Tr l + (1-}-43)2)2 1+ 4z2
e
Tg = —sinf , xﬁ:sin20, Tgg = —cosb

cosi che otteniamo
sinf=0—-20=0—-2xz=1,
Up=0se ¢ cosf=0=0=n/2—-2=0,
p==+(1+4cos?8) = +(1 + 42?) ,

dove l'ultima condizione puo essere soddisfatta se e solo se
Ip| € [1,5] ;

in tal caso si ha una soluzione 6y € [0,7/2], a cui corrisponde un valore g = cosfp, 0 < zy < 1.
Possiamo scrivere Uyy come

2 2
_ D 1222 =1 . 5 4z N2 9
O = [ G T |0 gy (457 st
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cosl che si ha

4 o >0, selp|>5,
Upo(0) = 25(25_p){<0, se [p| <5,

>0, se|p|<1,
U99(7T/2)=4(1—P2){<0 se I§I>1

1— 1z >0, sel<|p| <5,
1+ 422 ) | non esiste , se [p| ¢ [1,5],

Ugg(ao) = 64.1'(2) (

Quindi

e 0 =0 & stabile se |p| > 5, instabile se |p| < 5;

e § =1/2 & stabile se |p| < 1, instabile se |p| > 1;

e 0 =0 esiste ed ¢ stabile se |p| € (1,5), non esiste se |p| ¢ [1,5].
Possiamo riassumere la situazione nel modo seguente:

e se |p| < 1, allora esistono 2 punti d’equilibrio in [0,7/2]: § = 0 instabile e § = /2 stabile;

e se |p| > 5, allora esistono 2 punti d’equilibrio in [0,7/2]: 8 = 0 stabile e § = 7/2 instabile;

e se |p| € (1,5), allora esistono 3 punti d’equilibrio in [0,7/2]: § = 0 instabile, § = 7/2 instabile e § = 6,
stabile.
Segue che nell’intervallo (—m, ] la situazione & la seguente:

e se |p| < 1, allora esistono 4 punti d’equilibrio: § = 0, § = 7 instabili e § = +7/2 stabili;

e se |p| > 5, allora esistono 4 punti d’equilibrio: 8 = 0, 8 = 7 stabili e § = £7/2 instabili;

e se |p| € (1,5), allora esistono 8 punti d’equilibrio: § =0, § = 7, § = +7/2 instabili e § = +6,, 6 = 7 £ 6,
stabili.

e se [p| =1 o |p| = 5 nulla si pud concludere attraverso un’analisi del secondo ordine.
Le corrispondenti configurazioni d’equlibrio sono rappresentate in Fig. 2.

(5) I casi |p| =1 e |p| = 5 possono essere risolti graficamente, notando che la situazione & come rappresenatto
in Fig. 3 per p — 1 e come rappresenatto in Fig. 4 per p — 5.

Concludiamo quindi quanto segue:
e per |p| = 1, esistono due posizioni d’equilibrio: # = 0 instabile e § = /2 stabile;
e per |p| = 5, esistono due posizioni d’equilibrio: # = 0 stabile e # = /2 instabile.

Si noti che la posizione d’equlibrio 6y coincide con una delle altre in tali casi. Pili precisamente 6y = /2
per |p| =1 e 6y =0 per |p| =5.

(6) In corrispondenza di una posizione d’equilibrio § = @ si ha 6 = 0 e quindi il moto della variabile o(t) &
banale:

0t)=0, 6@t)=0, VieR.

Dalla definzione di p si ottiene
p=(1+cos’8) ¢,

cosl che
o(t) = wt, w:p(1+c0s20_)_1

Le traiettorie corrispondenti sono quindi periodiche e si svolgono su orbite circolari.

(7) Possiamo scrivere la lagrangiana del sistema come

L=f(6)6"-9(6)6-U@®),
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dove

[y
Il

f(0) =

_ _ b
9=9(0) = 1+4cos26’

1
1+4sin2) - — —
(1+4sin®6) 2(1+4cos?6)’

DN | =

2

— _ 2 p
U=U(f) =2cos” 0+ AT 4c020)
Poiché

9(6) = 566),

per qualche funzione G(6), le equazioni del moto corrispondenti alla lagrangiana £ sono le stesse di quelle
corrispondenti alla lagrangiana .
L'=f(6)6>-U(®),

che differisce da £ per la derivata totale dG/dt.
Consideriamo dunque il sistema a 1 grado di libertd descritto dalla lagrangiana £'. La conservazione
dell’energia implica
E=f*+U,

che risolta rispetto a 6 da

Possiamo quindi scrivere

o) gp
=t,
/5 S+(0)

dove il segno + & determinato dalle condizioni iniziali.
Dalla definzione di p segue che, corrispondentemente, ¢(t) & dato da

o(t) = /Ot dr [(1 +4cos?0(r)) " p+ 9(7)] ,

che puo essere risolta una volta che si sia ottenuta la funzione 6(t) dall’integrale precedente.

(8) Se P, coincide con 0 all’istante iniziale, I’evoluzione del sistema puo avvenire anche secondo differenti

.....

P, sia nulla.
Si ha in tal caso

Py, = (Lcostp, Lsin) ,
P2 = (050) )

dove ¢ = p — 0, cosi che

{v1 = (—£¢ sing, £9) cosv)) ,
Vo = (0,0) B

e la lagrangiana si determina di conseguenza.
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