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1. (i) Diciamo che f, converge a f uniformemente sul dominio 2 se: per ogni
€ > 0 esiste n. € N tale che per ogni n > n,

sup [ fn(2) — f(2)| <.

zeN

(i) Se |z| > 1, abbiamo che |f,,(z)| va a +00. Poi, f,(1) & identicamente
uguale a 1 e f,(—1) & alternativamente uguale a +1 e —1. Se |z| < 1,
fa(z) tende a zero. Quindi f,, converge su (—1,1]. Piu precisamente, f,
converge a zero su (—1,1), e f, & identicamente uguale a 1 per z = 1.

Inoltre, f,, converge uniformemente a zero per |z| < r < 1, infatti, se
r € [0,1):
sup |fu(z)| < 7™ — 0.

z|<r

Infine, f,, non converge uniformemente in [0, 1]: se lo facesse, il suo limite
sarebbe una funzione continua, cioe

Tim f(2) = £(2),
con f continua. Invece, f(z) =0 per z € [0,1) e f(1) = 1.
2. (a) Se 0 < z < 1, abbiamo che
Wz sinz 2| <1,

da cui I'integrale improprio f, \/z sin z~2 converge (assolutamente). Poi,
essendo |sint| < |t|, per z > 1 abbiamo che

lVz sinz 2| < 2732



da cui 'integrale improprio [ \/z sinz 2 converge (assolutamente).
Quindi, I'integrale improprio [3° v/x sinz ™2 converge (assolutamente).
(b) Il denominatore dell’'integrando & sempre maggiore di 1, quindi I'inte-
grale
[
1 z(1+ log” z)

e ben definito. Inoltre, con la sostituzione z = €,

/00 dz </°° dz _/00 2y
e z(1+log’z) ~ Je zlog’z i v

che converge. Quindi I'integrale improprio [ m

converge (assolu-
tamente).

(c) Sappiamo che

lim =1,
z—0 7
sia quindi § > 0 tale che
sinx _ 1
> - Viz| <6
T 2

Allora,

/‘5 /cosx</5 1
o Vsinz — Jo \/%’

che converge. Inoltre,

/7T/2 COST _ /7T/2 1

5 Vsinz —Js Vsind’
/7f/2 [COS T
0 sinzx

3. Sia f(z) :=sinhz; poiche (e*)' = €7, si ha che

Da cio,

converge (assolutamente).

e + (_1)n+16—x

f" (@) = >




Quindi, distinguendo gli indici pari da quelli dispari,
fE0y=0 e  fEDQ)=1.
Allora, scrivendo la serie di Taylor con il resto di Lagrange, si ha

_ K $2k+1 f(2K+2) (5)
IO =X it err

con & = &(x) tale che || < |z|. Sia allora |z| < R: abbiamo che
‘f(2K+2) (f) x2K+2‘ eRR2K+2

(2K + 2)! - (2K +2)!’

che tende a zero; da cui

o) $2k+1

f(‘”):,go(zkﬂ)!'

. fn converge su (—oo, 4]. Piu precisamente, f, converge a zero su (—o0, 4)
e fn(4) tende a 1. La convergenza & uniforme sugli insiemi del tipo —oo <
r<a<d4d

Infatti: sia —oo < x < «, con 0 < a« < 4. Si ha che, pern > 1,

(2n)
n < )
Fale)l < 5
che tende a zero.
Se invece © > B > 4,
B
n
ST

che va a +o00.
Infine, per x = 4, si ha che

1_|_1£g_”4
fn(x):%,
T

che tende a 1. Quindi la convergenza & uniforme in (—oc,4), ma non &
uniforme in (—o0, 4], dato che f(x) := lim,_, fn(z) non & continua in
z=4.



5. La serie converge per x € (—1 — e, —1 + ¢) e la convergenza ¢ totale (e
uniforme) nei compatti contenuti in (—1 — e, —1 + e). Infatti, il raggio di
convergenza € r con

——)

— =lim——
T n
e, per la Formula di Stirling,
. vn!
lim — =
n—o0 n

li n ’I’L' e (2 )n/Z -1
= lim ,/7 ™ e =
n"\/2mn

) 1 n!e® nj2 —1
= lim exp (ﬁ log m) (277'7?,) e =

n!e”

1
= exXp (llm E log lim m) ]1m(27rn)"/2 6_1 =

=exp(0-logl)e™t =et.

La serie non converge in —1 +e, in quanto il termine ennesimo di tale serie

non tende a zero:

n! (Le)”
n" ‘

n!e®
n"\/2mn

Si noti che abbiamo qui utilizzato il seguente fatto: se a,, tende all'infinito

e b, > ¢ > 0 per n sufficientemente grande, allora a,b,, tende all'infinito
n!e™

(qui, ap == V2mn e b, := =),

lim| = lim limvV2rmm=1-00 = 0.




