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Serie di Funzioni

Esercizio 1. (1) Considero e *"|z|" = e™°812I=2) " Gi deduce quindi che la
serie converge se log|z| —a < 0 & |z] < e* & —e® < z < €*. Studiamo la
convergenza totale: Y > suppe~*"|z|", questa serie converge se E = [—r, 7]
con r < e*. In FE la serie convege anche uniformente. Non si possono es-
tendere ulteriormente gli insiemi di convergenza uniforme e totale perche per
|z| = e* la serie non converge puntualmente.

(zsinn)?

(2) Definisco A = {—1/n?,n € N,n > 1}, la funzione u,(z) Trn%s

definita Vz € R \ A.
Studiamo ‘ﬂ‘ﬂrs;;:”n S |1-|f'r|zn2:v\
|z| > 1 il termine n-esimo della sucessione non tende a 0. Per |z| =1 la suc-
cesione va a 0 come 1/n? e quindi converge. Ora sia |z| < 1 allora possiamo
distinguere 2 casi: |z| € [0,1/2] oppure |z| € [1/2, 1], nel primo caso possiamo
maggiorare |u,(z)| con (1/2)" che converge. Nell’altro possiamo maggiorarla
con HT12/2 che converge anch’essa. Per quanto riguarda la convergenza totale
e uniforme possiamo sicuramnte affermare che converge nei compatti stret-
tamente contenuti nell’insieme [0, 1] U ([-1,7] \ A) con —1 < r < 0 in modo
da isolare un numero finito di punti in cui la funzione tende a oo.

la cui serie converge Vx € [—1,1] \ A infatti se

(3) La condizione necessaria per la convergenza della serie e che il ter-
mine n-esimo tenda a 0. Cerchiamo gli z per cui questo avviene: u,(z) —,
0 & 2?21 j* =, 00 & r > —1. Ma questo non basta per la conver-
genza della serie, vogliamo infatti che wu,(z) < 1/n® con o > 1. Possi-
amo osservare che la funzione u,(z) & decrescente in z e che per z < 0 si
ha che u,(x) > u,(0) = 1/n che non converge. Ora possiamo dimostrare
che u,(z) ~ n™'. Infatti [ j°dj < >t < flnﬂjzdj allora si ha che

netl n .z (n+1)=+! 1 . . .
T < ijlj < 37— — 711- Da questa considerazione possiamo affer-

mare che la serie converge puntualmente per x > 0 e sia convergenza uniforme
e totale negli insiemi [r, c0) con 7 > 0 per la monotonia della funzione u,(z).

(4) Intanto deve essere z > 0 altrimenti la successione u,(x) non &
definita. Ora xz/n —, 0 Vz allora (z/n)* —, 0 < a > 0. Con queste con-
dizioni possiamo applicare lo sviluppo di Mc Laurin di arctany e di log1 + 2
e studiare la serie ¢ 2@1 1/n* che converge puntualmente Vz > 0 se o > 1.
La convergenza uniforme e totale si ha in tutti gli insiemi del tipo [0, 7] perche

1



un () € crescente.

(5) Per studiare Z.@Q H:}“ﬁ basta studiare ) -, e".“c che converge pun-
tualmente Vz < 0; gli insiemi di convergenza totale ed uniforme sono del tipo
(—oo, 7] con r < 0



