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Serie di funzioni, Integrali impropri

Esercizio 1. Pongo f(z) = ) ,°, n*z"™ allora per calcolare > ° 2 > basta
calcoalre f(1/2). Si osserva subito che f(x) ¢ una serie di potenze con rag-
gio di convergenza 1 che converge totalmente in [—r,7]Vr : 0 < r < L.
Ora }_.° n’a™ = x 3707 n’na" "t = a(30,7, n’a") = x(z(32,7, na")') =
z(x(x(dD 2 2™))) = x(z(x(%)")") allora svolgendo tutte le derivate si ot-

-z

tiene f(x) = % Possiamo calcolare dunque >~ ° 2= = f(1/2) = 18.

Esercizio 2. Pongo f,(z) =Y °  nPz".
Allora fy(z) = xy 22 nP 'na™ ' = zf)  (z). Possiamo dunque calcolare
fp(2) in modo ricorsivo (infatti fo(z) = > 0° ;2" = %, fi(z) =D .0 na" =

ﬁ’...).

Esercizio 3. Condizione necessaria per la convergenza della serie > u/ (z)
su tutto R & che u/,(z) —, 0 Vx € R. Integrando u, () otteniamo u,(z) + c.

Quindi basta prendere ¢ = 1 e u,(z) = Z;. Si vede facilmente che u/,(z)
converge uniformemente su tutto R ma u,(z) = 2_7: + 1 non converge neanche

puntualmente.

Esercizio 4. Si ha ) supg |72 = >~ L = ¢ < 0o e dunque la serie con-

n!
verge totalmente in R. Ricordando che e"* = cosnx + ¢sinnz si ha che

sinnx e la parte immaginaria di e"*, e percio la serie in questione e la
parte immaginaria della serie ) S = e = e ®TTIMT = CSTIINT —
e“*?(cos(sin z) + isin(sinz)). Dunque ) 502 = e sin(sin z).

Esercizio 5. La successione u,(z) = % e definita solo nell’insieme P =

x € R:z# —k,k € N dove converge puntualmente. Nell’insieme E si ha

convergenza totale infatti in esso |u,(z)| < %



Esercizio 6. Notiamo che la funzione integranda non e definita in 0 e in 1,
infatti in 0 una forma indeterminata del tipo %. mentree in 1 la funzione

integranda tende a co. Osserviamo che in un intorno di 1 la funzione (z® —
1)2 = (e®l8® —1)2 & sviluppabile in serie di Taylor come (zlogz)?. Dunque

studiamo per ora solo f: ( dx dove r: 0 <r <1 emolto vicino ad 1.

¥ — 1)
frl o do & f Py log —dr = frl wlog —dz e ponendo y = logx otteniamo
1
che [ w101g2w = flog”} dy che diverge. Quindi l'integrale fo oy de
diverge.

Esercizio 7. Per le soluzioni a questo esercizio consultare Giusti, Esercizi e
Complementi di Analisi Matematica (Vol. 1), Bollati Boringhieri pag. 212
es. D.



