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Potenze e Logaritmi Complessi

Esercizio 1. Ricordiamo che €”* = cosz + isinz Vz € C. Sia quindi z =

—Z. 3,2 = e = cos(—%)+isin(—F) = —i, eim = cos(3m) +isin(3m) =

V2 2 e5m = cos(2m) + isin(2m) = 2 4 ik,

Esercizio 2. L’esercizio chiede di calcolare il logaritmo complesso di 2, —1, 7,
—14/2,—1—14,1+ 2i. Dove logz = {w € C: e” = z} = log, |2| + iy + i27Z
se z = [z|e¥ con y € [0,27), y = arg z (y & Pangolo sotteso dal vettore z nel
piano complesso con la parte positiva dell’asse R) e log, ¢ il logaritmo reale.
Dunque calcoliamo

log2 =log, 2 410 4 i27Z = log, 2 + 127Z;

log—1 =log, 1 + im + 1277 = im + 127L;
logi =log, 1 +in/2 + i27Z = in /2 + i27Z;
log —i/2 =log,(1/2) — i /2 + i27Z;
log(—1 — i) = log, V2 + i5/4m + i27Z;
log(1 + 2i) = log, V/3 + i(arctan, 2) + i27Z;

(abbiamo indicato con arctan, la funzione reale arcotangente).

Esercizio 3. Pongo z = z+iy con y € [0, 27) allora e* = e®(cosy+isiny) =
e* cosy + ie* siny e sfruttando sempre il ”teorema di addizione” per la fun-
zione exp si ha che exp(e?) = exp(e® cosy) exp(ie® siny) =

exp(e” cos y)[cos(e” sin y) + isin(e” sin y)].

Dunque la parte reale & exp(e” cosy) cos(e”sin y) mentre la parte immagi-
naria & exp(e” cos y) sin(e® sin y).



Esercizio 4. Definiamo a® = {z = exp(bw), con w € loga} se a,b € C.

Allora .
2" = exp(ilog2) = exp(i(log, 2) + 27Z);

it = exp(i(im/2 + i27Z)) = exp(—7/2 + 277));
(=1)% = exp(2i(im + i277Z)) = exp(—27 + 477Z)).

Esercizio 5. Scrivo z in forma polare: z = |z|e?, dunque log z = log, |z| +

10 + 27 7.
Allora z? = e?logz — €|z|ew(log* |z|+i0+i27Z) e\z\[cos 0+isin 0] log, |z| 6i6’|z|[cos€-+—isin6?]
ei2mLlz|lcost+ising] — Beid con A = |z|(log, |2|sinf + 6 cosf + (cos0)27Z) e

B := ¢/#l(log, [z cos0—0sin6-2nZsin0) - (yyindi la parte reale di z* & B cos A mentre
la parte immaginaria ¢ Bsin A.

Esercizio 6. Definiamo arctanw = {z € C : tanz = w} Calcoliamo questo
insieme sfruttando le relazioni che ci sono tra il coseno, il seno e ’esponenziale

iz —iz

: _ sinz __ e*—e _
complessi. z € arctanw < tanz = w & s — W= (oite — W =
2z _ 1 — ; 2iz 2z _ l+iw __ i—w i i—w _
e —1=ww(e™*+1) & ™ = 0 = 0 & 2 € —i/2log ;7 = arctanw =

—i/2log ::jr—z, dove I'ultima ugualianza € un’ugualianza tra insiemi. Notiamo
che I'arcotangente complessa ad ogni valore restituisce un insieme di valori,
essendo una funzione del logaritmo complesso. Anche I’arcotangente reale &
una funzione a piu valori, infatti ci sono infiniti angoli che hanno la stessa
tangente, ma in genere si considera un solo ramo di arctan,z (quello che
restituisce valori tra —7/2 e w/2) per avere una funzione ad un valore.

Esercizio 7. Ricordando che sin y e cosy sono funzioni periodiche di periodo
2. .
Studiamo cosy = Zzio(—l)kh considerando i resti R, con n > 1.

k
. 0o gyt 2n 2(n+1) 2(n+2) 2(n+3)
B =3 = (50 G = (S Gy — mroy) + (@mrey — ) +- -
2 2 1
Sia y € [0, 2], mostriamo che ogni termine della forma ((3/2_1:)' _ (g(li’:))):)
e positivo, da questo segue immediatamente la tesi. (ﬂ - M) =

o , @R~ @E+D)

&l — aoriee) = 0 €y < V/(2(k +1))!1(2k)! e questo & vero per
ogni k > 0 se 21 < 1/(2(k + 1))!(2k)! & 27 < /48 & 7/2 < /3. Verifichi-
amo quindi che cosv/3 < 0 (questo implicherebbe che 7/2 < v/3, infatti 7 /2
¢ il primo zero positivo del coseno e cosz > 0 se = € [0,7/2]). Consideriamo

2



(\/§)2k

la succesione e cerchlamo per quali k£ diventa strettamente de-

NeD (2k)
crescente. (5’—;:), > % &3 < (k+)1 S3<2k+2)2k+1) = k>
Quindi cos v/3 = 1-3/2—9/4— (Q—%—?) (...)...< —=11/4 < 0. La tesi segue
dal fatto che Rn(—l)"% > 0 cioe R, e il suo primo termine sono concordi.
Per quanto riguarda siny = ) 7o 0(—l)k(?{ékﬂ), il discorso e anologo: infatti
. . n 2n+1 2n+1 2('n,+1)
consideriamo R, (—1) Bt = T ontD) ,y[((2n+1) CCENE )+...]. E, come

. . . . 2 yQ( +1)
prima, ogni termine del tipo (2k+1), — BT e positivo, infatti possiamo

2k
e — @) > 0 ey < V/(2k + 112k + 3)!
e questo & vero Vk > 0 se y € [0, 27].

riscriverlo come

Esercizio 8. Dimostro che 3/2 < 7/2 < /3. Considero cosz = 1— —2 + i -

750 "+ RieRy>0 per I’ eser(31z10 precedente. Dunque Vz si ha cosz > a(z?),

dove a(y) :=1—-4+% ﬂ - m Studiando la derivata prima di a(y ) si scopre che
a ¢ strettamente decrescente quindi se z € [0,3/2] cosz > a(x?) > a(9/4) >
0.07. Quindi 3/2 < 7/2. (Notiamo che non bastava osservare che cos3/2 > 0
infatti dobbiamo anche dimostrare che non ci sono altri zeri in [0, 3/2]).
Abbiamo gia provato nell’esercizio precedente che /2 < V3.



