Soluzioni VII
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Differenziabilita
Esercizio 1. Sia f(z) = |z|® = (22 + 22 + 22)3, dove 7 = (:El,xg,xg) €
R3 \ {0}. Allora, per esempio, calcoliamo 6;”‘ = %(:vl +22+22)57122,. Da
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cui - = oz 2
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Esercizio 2. (i) Ricordiamo che una funzione f : R" \ {0} — R si dice
positivamente omogenea di grado « se V¢ > 0 si ha f(tx) = t*f(z), Vx €
R™\{0}. Se una funzione f ¢ positivamente omogenea di grado « continua su
R™ \ {0} non identicamente costante allora puo essere estesa ad una funzione
continua su tutto R™ se e solo se & > 0 ed inoltre f(0) = 0. La nostra
funzione & positivamente omogenea di grado 2a — f: infatti si ha f(tz) =

tz"‘lwlwz\"‘ 20— ﬂ|w1w2|a 2a—p3

Inoltre f & contlnua su R?\ {0} essendo composizione e prodotto di funzioni
continue, quindi la funzione f & continua su tutto R? se e solo se 2 — 3 > 0.
(ii) f ha derivate direzionali in z, se e solo se esiste finito

lim f(@o +t&) — f(x0)

t—0 t

per ogni £ € R2.

Sia quindi zq = (0,0). Si ha lim; f(t ) = limy_,o 22 P~1£(€), e questo limite
esiste se e solo se 2a— 3 > 1.

(iii) f & differenziabile in z, se e solo se

|f (@0 + |h]) = f(x0) = V(o)

=0.
|h\—>0 |h|

Dal calcolo fatto sulle derivate direzionali si deduce che V f(zy) = (0, O)
quindi quel limite si riduce a lim, o | V(LI) = limyp o H’Z’H‘l < limp 0 Majl —
0 se e solo se 2a— 8 > 1. Se invece fosse 2a— (8 < 1 aHlora non esisterebbero
le derivate direzionali e quindi f non potrebbe essere differenziabile. Nel caso
invece in cui 2a.— 8 = 1 allora posso prendere la successione h, = (1/n,1/n)
e il limite e diverso da 0.

Riassumendo si ha:

(i) 2a— B > 0;

(i) 2a = B > 1;

(iii) 2 — B > 1.



Esercizio 3. (i) Questa funzione si pud immaginare come un paraboloide
con vertice nel punto (0,0,1) e concavita rivolta verso il basso se |z| < 1, al di
fuori di questo insieme f & costantemente nulla. f & ovviamente continua per
|z| < 1, essendo composizione e somma di funzioni continue. Se |z| > 1 allora
la funzione essendo costante ¢ continua. Studiamo che succede per |z| = 1.
Sia xg : |zo| =1, € > 0, voglio vedere se 30 > 0 tale che |f(z) — f(xo)| < € se
|z — x9| < . Dobbiamo distinguere due casi: il primo, ovvio, in cui |z| > 1
e il secondo in cui |z] < 1. Se |z| > 1 allora |f(z) — f(zo)| = 0 < € per
ogni € ed. Se |z| < 1siha|f(z)— f(zo) =11 - |z|?| =1 —|z|]|(1+ |z])
2(11 = |zo|| +||zo| = |z||) € 2|x—xo| < 26 = €. Prendendo § = €/2 si dimostra
che la funzione & continua in R2.

Studiamo la differenziabilita in zy con |zo| = 1, vediamo se

i (@0 +h) = f(z0) = Vf(z0)h]

'h|—0 |h|

= 0.

Dove Vf(z0) = (2L (20), 2L (20)). Ora si pud vedere che

3_181 ) Oxo

T 0 se |z] > 1

g(x) _ {—2:16,- se |z| <1

Prendiamo, per esempio due successioni h,, = z9/n e —h,,.

Allora " - "
lim |f(wo + hn) — f(20) = Vf(0)hn] — lim 0 =0,
n—00 |hn| n—00
mentre
tim L0 =) = F@0) £VI@)] _ g yjn—9 20
n—00 | — hn| n—o00 )
uindi la funzione non & differenziabile in zg se |zg| = 1. Se |zo| < 1 e
Q

|zog + h| < 1si ha

. |f(xo+h)— f(zo) = Vf(zo)h| .. |1 —|zg+h|* =1+ |zo| + 220h
lim = lim
|h|—0 |h| |h|—0 Al

— lim HﬁE()P =+ ‘h'z + 2$0h — ‘$0|2 - 2.’L‘0h| _

= 0.
h|—0 |h|
Se, invece |xo| > 1 e |zg + h| > 1 si ha
lim |[f (@0 + h) — f(zo) = Vf(xo)h| _ im L o
|h|—0 |h| h|—0 |h



La funzione risulta quindi differenziabile Vz, € R? \ {z € R? : |z| = 1}.

(ii) Abbiamo trovato 6 = €¢/2 quindi se ¢ = 1/100 basta prendere § = 1/200.
(iii) Sia 2o = (v/2,1), allora |zo| = v/3 > 1 quindi, per quanto visto nel primo
punto, la funzione & differenziabile in x.

Esercizio 4. (i) Sia (zg,v) = (1,0), e sia € > 0 voglio vedere se 36 >
0 : |f(z,y) — f(zo,90)| < € se |(z,y) — (x0,%)| < J. Abbiamo quindi
|(x — 1,y)| < ¢, quindi in particolare |y| < 6. Ora |f(z,y) — f(zo,y0)| =
|f(z,y)| < % < |y] < § = €. Se prendo quindi 6 = e dimostro che la
funzione & continua in (1,0).

Calcoliamo le derivate direzionali in (1,0), se esistono. Prendo £ = (&, &) con

F(1+t€,t€2)—£(1,0) L2 7(222)2
) - 3 1 1
1 t2 = limy_,o §oe - _

&1 # 0 Avremo quindi, in questo caso, limy_,

3
626_(§)2' Mentre se f = (0,&2), avremo limy_, w = 0. Allora

ﬂ — 5267(%)2 se & #0
o 0 se &1 =0

Da cui si deduce che esistono tutte le derivate direzionali. Calcoliamo ora

Vf= (%, g—i). Dallo studio fatto sulle derivate direzionali si ha V f = (0,0).

Studiamo la differenziabilita in (1,0):

~(32)?
po O+ k) = 70,00 = Vi, 0] [ B g

|h|—0 |h| h=0 1 se hy =0

Si vede che il valore di questo limite dipende da h. Infatti se h = (0,1/n) il
limite & 0, mentre se h = (1/n,1/n) il limite & ﬁ # 0. Quindi la funzione
non ¢ differenziabile in (0,1).

(ii) Sia (xo,yo) = (1, 1) allora per definizione f(1,1) = 0 devo quindi studiare
|f(z,y)| con |(z,y)—(1,1)| = |(x—1,y—1)| < J. Osserviamo che, se § < 1/2,
y—1<1/2=1/2<y<3/2e|z—1| < b Allora |f(z,y)] = 4 <

(FE)?
3 _ _ —1
L= 1/100 & 6 = 1, /741%(1/150).

Esercizio 5. La funzione & continua se z # 0, vediamo che succede se r =
0. Prendiamo il punto (0,y) e una qualsiasi direzione & € R?, vorrei che
limy_q f(04+t&, y+t&2) = f(0,y) & limyo(t&)*+(y+t£5) -y =0 y =0, 1.
Questo non basta perd per concludere che la funzione € continua nei punti
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(0,0) e (0,1), ma basta perd a concludere che non ci sono altri punti dove
la funzione puo essere continua. Dobbiamo quindi studiare ”a mano” la
continuitd in questi punti. Iniziamo dall’origine: sia |(z,y) — (0,0)| < 0 con
z # 0 allora |f(z,y) — f(0,0)| = |2® + y?| < 6% = € se 6 = /¢, mentre se
x =0siha|f(z,y)—f(0,0)| = |y| < 6 = e prendendo quindi 6 = min{e, \/€},
si verifica la continuita in (0,0). Consideriamo il punto (0,1) e distinguiamo,
come prima i due casi:  # 0 e x = 0. Nel primo si ha |f(z,y) — f(0,1)| =
2% +y* = 1] = [[(z,9)* = [0, D] = (|(z,9)| + (0, D)z, y)| = (0, ]| <
2|(z,y) — (0,1)] < 2§ = € se per esempio 6 = min{l,¢/2}. Nel secondo
|f(z,y) — f(0,1)| = |y — 1| < §. Possiamo riassumere tutti i casi prendendo
d = min{1,€/2}, con questa scelta si dimostra che la funzione & continua
anche in (0,1).

Studiamo le derivate direzionali:

lim fO+ &,y + &) — f(0,y) - lim {t(é‘? +&5) + y2t—_y +2y& se & #0

t—0 t =0 | & se &1 =0
esiste se e solo se y = 0,1 e in tali caso si ha:

Of _ )2y&y se& #0
o0& & se &1 =0

Calcoliamo ora le derivate parziali nei punti (0,0) e (0,1): %(O,y) =0e

2—5(0, y) =1 con y =0,1. Vediamo quindi la differenziabilita, in (0,0).

7|h%+|’ffh2| se hy 0
0 se hy =0

i (1 h) = 10,0 = VI ©O.0n] _
|h =0 |h| |h|—0

Si vede chiaramente che questo limite dipende dalla scelta di h: infatti
scegliendo h = (0,1/n) il limite & 0 mentre sceglendo h = (1/n,1/n) il
limite & 1 — 1/v/2. Se consideriamo il punto (0,1) si avra

F(h, 1+ ) = £(0,1) = VF(0,1)h] _ {M se by # 0

lim = lim 'l
|h|—0 |h| Ih|=0 | 0 se hy =0

Anche in questo caso se scegliamo due successioni diverse possiamo ottenere
limiti diversi (per esempio h = (0,1/n) e h = (1/n,1/n)). Quindi la funzione
non ¢ differenziabile per x = 0 mentre lo & per x # 0; infatti in questo caso
Vf(z,y) = (2z,2y) allora

|h|—=0 |h| Ih|=0 |hl




