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Derivabilita

log 1+]t]
it

possiamo scrivere lim(x 0—0,0) f(Z,y) = limyg )50 9(|(z,¥)]) = 1 = f(0,0).
La funzione & percio contlnua nell origine. Calcoliamo le derivate parziali in

Esercizio 1. (i) Pongo g(t) :=

, sappiamo che lim;_,o g(¢) = 1 quindi

2 . e~ Tegy] 080HEND 4 1 log(1+|(zy)))
RA{(0,0)}: G (z,y) = HE R ——— = o (e Tl
Torniamo, per ora, alla funzione ¢(t) e consideriamo

_ log14+t| 1
lim 79(1&) 9(0) = lim — "
t—0 t t—0

Questo limite non esiste: infatti per ¢ — 07 vale 1 mentre per ¢ — 0~ vale
—1. Cerchiamo le derivate direzionali nell’origine, sia quindi £ € R? : |£] =1
una direzione:

o {161 86) = F0.0) _ L g(2) — 9(0)
t—0 t t—0 t

Abbiamo gia osservato che questo limite non esiste quindi non esistono le
derivate direzionali nell’origine. Dunque la funzione nell’origine non e dif-
ferenziabile, ma solo continua.

In R?\ {0} & C*. Infatti in questo insieme possiamo derivare la funzione un
qualunque numero di volte rispetto ad x (per esempio) e ottenere una fun-
zione continua che possiamo derivare un qualunque numero di volte rispetto
a y ed ottenere ancora una funzione continua. (ii) Studiamo la funzione
log(1 4 t) con 0 < t < 1. Si ha, utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin,

00 k+1tk ) t2k:—|—1 t2k+2
log(1+1t)=> (-1) o= t/2+2(2k+1 2k+2)
k=1

Orase 0 < t <k 1 ogni differenza all’interno della sommatoria & positiva
. . 2k+1 2k+2 . .

infatti: 55 — 55 > 06t < g:ﬁ, ma t < 1 < 342 Quindi log(1 +t) >
t —t?/2 e, ricordando che log(1 +t) & concava, si ha log(1 + ) < ¢ essendo ¢

tangente in 0 alla funzione log(1 + ¢). Quindise 0 < ¢ < 1 si ha

log(lt—i-t) B 1‘ 1 log(1 +t) <12
Torniamo quindi alla funzione f(z,y). Se |(z,y)| < 0 allora |f(x,y) — 1| =
\W 1| < |(z,9)|/2 < §/2 = 1/10. Pongo quindi § = 1/5, os-

serviamo anche che 1/5 < 1, altrimenti non avremmo potuto applicare le
disuguaglianze usate.



Esercizio 2. Sia
r?sin(1/x) + y*cos(1/y), sex #0ey#0,

2
y“cos(1/y), sex=0ey#0,
flay) =197, . (1/5)
z?sin(1/x), sex#0ey=0,
0, se (z,y) = (0,0).

Nei punti tali che z # 0 e y # 0 le funzioni sono continue essendo somma,
prodotto e composizione di funzioni continue. Calcoliamo le derivate parziali
in questi punti: Vf = (2zsin(1/x) — cos(1/z), 2y cos(1/y) + sin(1/y)). Os-
serviamo che le derivate parziali esistono e sono continue, quindi la funzione
¢ almeno C*(R? \ {0}).

Vediamo che succede se ci avviciniamo agli assi: prendiamo per esempio I’asse
x = 0. Prendiamo in considerazione il punto (0, yo) e studiamo la continuita.
Sia |(z,y) — (0,40)] < 6. Ci sono dunque due casi: z # 0 e z = 0; nel
primo si ha |f(z,y) — f(0,90)| = |z*sin(1/z) + y* cos(1/y) — ya cos(1/yo)| =
|22 sin(1/z) + y? cos(1/y) — yg cos(1/y) + yg cos(1/y) — yg cos(1/yo)|.

Ora applicheremo la disugualianza triangolare, prima pero facciamo alcune
considerazioni. Se |z| < 6 e z # 0 allora |z%sin(1/z)| < |2%| < 62, |cost —
costy| < [t —to| e |sint — sinty| < |t — to| (dal Teorema di Lagrange).
Quindi [f(z,y) — f(0,50)| < |2*sin(1/z)| + [y*cos(1/y) — y§cos(1/y)| +
Y5 cos(1/y) — y3cos(1/yo)l < 6% + |y* — wg| + yg|% 22|. Se per esempio
§ < min{l,|y|/2} allora |yo + y| < |yo| + 1 e |yyo| > |y3/2|. Allora
|f(z,y)— f(0,90)] < 8%+ (Jyol +1+2/|y0l?)d < (|yo| +2+2/|y0|?)d := 16 = €.
Se invece fosse stato z = 0 allora |f(0,y) — f(0,y0)] = |y*cos(1/yo) —
y2cos(1/y0)| < (|yo| + 1 + 2/|y0[?)d := c26 = € per quanto visto primo
se 6 < min{l,|yo|/2} Pongo § = min{e/cy,€/co, 1, |yo|/2}, ma visto che
¢ =c+1ecy >0 allorac, > ¢y ed = min{e/ey, 1, |yo|/2}. Abbiamo
verificato cosi la continuita nei punti (0, yo) con yo # 0

Nei punti del tipo (zg,0) con zy # 0 il discorso & del tutto anologo, e quindi
anche in essi la funzione & continua. Piu semplice e lo studio nell’origine.
Nel caso piu scomodo in cui z # 0 e y # 0 si ha |[f(z,y) — f(0,0)] =
|z%sin(1/x) 4+ y? cos(1/y)| < |z?sin(1/z)|+ |y? cos(1/y)| < 26*> = e. E’ quindi
evidente che la funzione & continua anche nell’origine. Riassumendo f(z,y)
¢ continua su R?. Vediamo se esistono le direvate direzionali nei punti (0, y),
(2,0) e (0,0). Sia £ € R? : || = 1 una direzione, svolgendo i limiti in tutti i
casi si ha:

of f(t€,y +t&) — (0, y)

8_5(0’ y) = }g% : = 2&y cos(1/y) + & sin(1/y),
Z_Jg(x, 0) = 11_1)% flet i, tiz) —J(,0) = =& cos(1/x) + 2x& sin(1/z),



of :

[ (&1, t6) — f(0,0) —0
t )

quindi si ha:
Vf(z,y) = (2zsin(l/x) — cos(1/x), 2y cos(1/y) + sin(1/y)),

Vf(0,y) = (0,2ycos(1/y) +sin(1/y)),
Vf(z,0) = (—cos(l/x) + 2z sin(1/x)),
V£(0,0) = (0,0),

dove z,y # 0. Abbiamo quindi scoperto che le derivate direzionali esistono
sempre, ma non sono continue: infatti, per esempio, non esiste il limite
lim,_, %(m,y) mentre %(O, y) = 0. Quindi la funzione non ¢ C*(0,y), ra-
gionando analogamente in (0,z) e (0,0). Per la differenziabilita, prendiamo

in considerazione prima i punti della forma (0,y) con y # 0:

h|—0 |h| |h|—0 |h|

=0

(abbiamo ottenuto questo risultato dopo alcuni passaggi e sfruttando il poli-
nomio di Taylor per approsimare cos(thz) in hy = 0). Per quanto riguarda
il punto (0, z) il discorso ¢ analogo.

Nell’origine si ha

o LB — £0.0) = VSO0 _ | [REsin(1/hy) + B cos(1/h)
|h|—0 |h| 'h[=0 Al

< lim O(hi) + O(h3) _ 0

= =0 |h| ’

se (h1,hy) # (0,0), negli altri casi il cacolo ¢ analogo. Da cui si deduce

che la funzione ¢ differenziabile in R?. Riassumendo f(z,y) & continua e

differenziabile sugli assi ma non C*.

In R?\ {0} la funzione & C*°. Infatti prediamo &, devo dimostrare che Vp < k
P esiste ed & continua per ogni « e § tali che o+ g = p. Ma la funzione

Oz OyP
e C*® su z se x # 0, quindi gmlg" esiste ed e continua, e pensata come funzione
di y e C® se y # 0, infatti & composizione, somma e prodotto di seno,coseno
e polinomi che sono C* rispetto alla y.

(Ricordiamo che si dice che f(z) = O(z™) se esiste M tale che lim,_,g \fzgf) | <




Esercizio 3. (i) La funzione ¢ positivamente omogenea di grado « + 1 in-
fatti f(tz,ty) = tz|(tz, ty)|* = t*'z|(z,y)|*. Quindi essendo continua per
(z,y) # (0,0) & continua su tutto R? se e solo se a+1 > 0 quindi se o > —1.
(ii) Calcoliamo f,. Per quanto visto nel settimo Tutorato Z|(z,y)* =
az|(z,y)|*%

Quindi se (z,y) # (0,0)
fo(z,y) = z|(z, y) 7> (2p[(2, y)| sin(| (z, y)|7") — cos(|(z,y)[ ),
dopo un po di passaggi. Mentre

ﬁdmoyznmf““n‘*ﬂmo):1Ey%zsmu/my

t—0 t

Questo limite esiste se 2p — 1 > 0 e in tal caso vale 0. Quindi la condizione
necessaria per lesistenza di f,(0,0) & p > 1/2. Per quanto riguarda la con-
tinuita vogliamo che

lim )fzc(xay) = fx(0,0) =0.

(z,9)—(0,0

Possiamo dunque scrivere f,(z,y) = g(x,y)h(z,y) dove g(z,y) = z|(z, y)[*~3

e h(z,y) = 2p|(z,y)|sin(|(z, y)|™") — cos(|(z, y)[7*). Ora per (z,y) — (0,0)
la funzione A non ha limite ma rimane limitata, quindi I'unica speranza per
avere la continuita e che g(x,y) tenda a 0 per (z,y) — (0,0) e questo & vero se
e solo se 2p — 3 > —1 per quanto visto nel primo punto. Quindi riassumendo
fz(z,y) esiste ed & continua nell’origine se e solo se p > 1.

Esercizio 4. La funzione & continua su R? \ {0} infatti & composizione e

prodotto di funzioni continue. Vediamo la continuita nell’origine. |f(z,y) —
H 3+ 3 3_|_ 3
£(0,0)] = Bl ¢ oty

genea di grado 1 quindi Ve 3§ > 0 tale che |f(z,y) — f(0,0)| < |zjizj| <€
se |(z,y)] < d. La funzione & quindi estendibile nell’origine ad una fun-
zione continua con f(0,0) = 0. Calcoliamo, se esistono le derivate direzionali

nell’origine:

. Quest’ultima funzione & positivamente omo-

i £ (6:162) = £(0,0) _ . sin(*(&} + &)

=0 t 1—0 3

Quindi Vf(0,0) = (1,1). Ora vediamo se la funzione ¢ differenziable:

=&+

sin(h$+h3)
o (1 h2) = £(0,0) = VF©O,00h) _ (. [Tp — i~ hel

h—0 |h| h—0 |h|




Se scelgo la successione (1/n,1/n) —, 0 abbiamo che il limite & % # 0.
Riassumendo la funzione nell’origine € continua e ammette tutte le derivate
direzionali ma non ¢ differenziabile. In

R\ ({o =0} u{y=0})

la funzione ¢ C'*°, infatti e derivabile infinite volte rispetto alla z e ogni
derivata rispetto a = e derivabile infinite volte rispetto alla y, essendo com-
posizione, somma prodotto di funzioni C*°.



