5 Esempio di insieme connesso ma non conneso per
curve

(i) E C R si dice sconnesso se esistono due insiemi aperti A; di R? disgiunti e tali
che ENA;#0Dperi=1,2¢e EC A U Ay;

(ii) £ C R? & connesso se non & sconnesso;

(iii) F C R? & connesso per curve (0 connesso per archi) se per ogni vy,v, € F
esiste un cammino in E che va da v; a vs, cioe, se esistono due funzioni continue
t € [a,b] — x(t) e t € [a,b] — y(2) tali che (z(a),y(a)) = v, (2(0),y(b)) =vs e

(ac(t), y(t)) € E per ogni t € [a, b].

Sia By :={(0,y) : y € [-1,1]}, Ey := {(m,y) : y = sen(1/x), per ogni z € (0, 1/7r]}, e
sia B = E1 U EQ.

Proposizione 1 E ¢ connesso ma non € connesso per curve.

Lemma 2 (a) Siat € [a,b] — z(t) una funzione continua e tale che z(a) =0 e z(t) > 0
se t € (a,b] . Allora per ogni successione strettamente decrescente {cy} con a; < z(b),
esiste una successione strettamente decrescente {ty} C (a,b) convergente ad a e tale che
z(ty) = oy.

(b) Sia A C R? un insieme aperto et € [a,b] — z(t) et € [a,b] — y(t) funzioni continue.
Se (x(to),y(to)) € A allora esiste § > 0 tale che, per ogni t € [a,b] con |t —to| < I si ha

che (x(t),y(t)) € A

Dimostrazione (a): Poiché z ¢ continua su [a, b], z assume tutti i valori tra 0 = z(a) e
z(b) > 0, quindi esiste ¢; € (a,b) tale che z(¢t;) = ;. Similmente, (poiché z & continua
su [a,t1] e z(t1) = a1 > ag), esiste ty € (a,;) tale che z(t2) = ao. Iterando, si ottiene
una successione {tx} C (a,b) tale che z(tx) = ax. Sia 7 = inf{t;} = lim¢;. Tale numero
¢ non inferiore ad a e se fosse 7 > a (per la continuita di z in 7) si avrebbe: 0 = lim oy, =
limz(tx) = () > 0, il che & assurdo. Dunque 7 = a.

(b): Poiché A & aperto esiste r > 0 tale che B, (:c(to), y(to)) C A. Poiché z(-) e y(-) sono
continue in tg, esiste § > 0 tale che
|z (t) — x(to)| <

) ‘y(t)_y(tO)‘< ) Vte[a,b],|t—t0\<5.
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Dunque, per tali t,




il che vuol dire (x(t),y(t)) € B, (x(to), y(to)) cA 1

Dimostrazione (della Proposizione) Dimostriamo prima che E non & connesso per
curve. Se lo fosse, esisterebbe un cammino t € [0,1] — (m(t),y(t)) € F tale che

(2(0),5(0)) = (0,0) € Ex e (2(1),y(1)) = (1/7,0) € Ey. Sia
I::{tE(O,l]:x(s)>O, ‘v’tﬁsgl}.

Chiaramente 1 € I. Sia 7 = inf I. Dalla continuita di x e la definizione di 7 segue che
z(1) =0 (se 7 =0, z(7) = 0, se fosse z(7) > 0 con 7 > 0 per il teorema della permanenza
del segno z(t) > 0 per ¢ in un intorno sinistro di 7 che contraddirrebbe la definizione di
estremo inferiore). Sia 6 € [0, 27) tale che

sen 6 # y(7)
e sia
_ 1
G = + 27k

Si osservi che a4 € una successione strettamente decrescente convergente a 0 = z(7) e
che oy < 1/m = z(1). Per la parte (a) del lemma, esiste una successione strettamente
decrescente {tx} C (7,1) tale che lim¢; = 7 e z(t;) = ay. Ma questo implicherebbe che'

. ) 1
(x(T), y(7’)) = lim (x(tk),y(tk)) = lim (a:(tk), sen m)
= lim (x(tk), sen aik) = lim (m(tk), sen (0 + 27rk))

= lim (x(tk), sen 0) = (0, sen6)
= (z(7), senf) ,

ottenendo cosi una contraddizione poiché, per la scelta di 6, y(7) # sen 6.

Passiamo a dimostrare che E € connesso. Supponiamo, per assurdo, che F sia sconnesso.
Siano A; come sopra in (i). Assumiamo (senza perdita di generalita) che A, contenga

(1/m,0). Sia
I:={§ZO:($,seni)€A2, V§§x§1/7r}.

Chiaramente 1/7m € I. Sia xy = inf I. Dalla parte (b) del lemma segue che zy = 0 (se
fosse xo > 0, si avrebbe (xg, sen (1/x) € As e poiché A, ¢ aperto e x — (x, sen 1/x) un
cammino per z in un intorno di z, si avrebbe che (z, sen1/z) € Ay per z in un intorno
sinistro di g, il che contraddirrebbe il fatto che xy & 'estremo inferiore di I). Dunque
E, C As. Dalle ipotesi fatte segue che esiste § € [—1,1] tale che (0,7) € A; N E;. Sia
B,(0,7) C A;. Poiché la funzione sent assume tutti i valori in [—1, 1] su ogni intervallo

1Gi osservi che se z(t) > 0 allora y(t) = sen (1/z(t)).



della forma (a,a + 27, esiste t € (r,r + 27| tale che sent = y. Ponendo z = 1/t si ha
che z € [(r+2m)~',r7") C (0,77") e sen (1/Z) = 4. Dunque

‘(:E, sen %) — (O,ﬂ)‘ =zl <r,

OVVero (:E, sen %) € AiNEy; C A; N A,, il che contraddice il fatto che A; e Ay sono
disgiunti. |1



