1.4 Integrazione di funzioni continue su insiemi normali

Proposizione 4 Siano «, 5 € C([a,b],R) tali che a(z) < B(zx) per ogni x € [a,b]; sia

A:={(z,y) €0t xR: yé€a(x),Ba)]} (1.30)

e sia [ € C(A,R). Allora A ¢ misurabile (secondo Peano-Jordan); f & integrabile su A;
la funzione

B(z)
Fe)=a— [ fay)idy, (131)

¢ continua su [a,b] e
b, rB(x)
[r=[(] oy S vy )i (1.32)

Osservazione 5 La Proposizione 4 ¢ una generalizzazione della Proposizione 3.

(i) Un insieme di R? della forma (1.30) prende il nome di insieme normale rispetto
all’asse delle y.

(iii) Naturalmente, nella Proposizione 4, il ruolo della z e della y pud essere scambiato
(ed in tal caso l'insieme A in (1.30) con z e y scambiate prende il nome di “insieme
normale rispetto all’asse delle z”).

(iv) In particolare, prendendo f =1 si ottiene (come ci si aspetta)

b
misy(A) = / (B(z) — a(z))da . (1.33)
Dimostrazione Sia
c:= [in;f]oz, d:=supf, E :=a,b] X [c,d] M := max{sup |f|,1} .
@ [a,b] A

Si notiche A C E.

Fissiamo ¢ > 0. Per 'uniforme continuita di o e § su [a,b] e di f su A, esiste § > 0 tale
che

la(z) —a(z)| <e, |B(z)=pE")<e, Va2’ €labd], [z—2|<d§, (1.34)
[fy) = f@ ) <e, Vi(zy), @ y)ed, [(zy) - y) <s.  (1.35)

Sia {I;} una partizione di [a, b] in intervalli non piu lunghi di § e siano

;:=supa, o = i?fa . Bii= iIIlfﬁ , Bi:=supf. (1.36)
i @ i I;
Dunque:
[, 8] C [a(z), B(z)] C [of, B, Vi, Vazel, (1.37)
e (per (1.34)):
0<8-Bi<e, 0<a—-—oq<c. (1.38)



Si noti che potrebbe accadere che «; > (; per qualche i: in tal caso [«;, 5;] € un intervallo
vuoto e la lunghezza di [o}, 5/] & piccola. Infatti, se denotiamo

To:={i: o> B}, I ={i: o < B},
e se i € Iy, allora, per (1.34) (e per definizione di Zy), si ha che
Bi— <Bi—=Bi+Bi—oi<Bi—Pit+ai—a <2, Viel,. (1.39)
Definiamo, ora, i seguenti insiemi:

Ji = [ai,ﬁi] s ‘]z, = [a;,ﬁ;] s RZ = IZ X JZ s R; = Iz X ‘]z, s
A1 = URz s A2 = UR; .

Dimostriamo che A & misurabile. Si noti che 4; e A sono insiemi elementari e
Al CAC A, = Xay S Xa < Xy,

Dunque, grazie a (1.34) e (1.39),

/EXA2 — Xa, = misp(A2\4)
= > mis (L) (8; — of) + Y_ misy (];) ((/Bz( — Bi) + (i — 042))

1€Zo 1€
< Zmisl(li) 2e
= e, ¢ :=2(b—a). (1.40)
Ovvero A & misurabile (essendo € piccolo a piacere).
Definiamo
[y sudy [, sud
fl = —M, su AQ\Al s f2 = M, su AQ\Al . (141)
0, su E\ Ay 0, sukFE\A

Dalla Proposizione 3 e dall’osservazione (8) di §1.2 segue che f; € R(E); inoltre

< falfe.

Ora, (1.40) implica che

/fQ_fl < 2M 1
B

A2\ A1
= 2M miSQ(AQ\Al)
Co€ co:=4M((b—a), (1.42)

IN



il che, per 'arbitrarieta di € (e per 'osservazione (9) di § 1.2), implica che f4 € integrabile
su E ovvero che f & integrabile su A. Chiaramente da (1.40) segue anche che

=1

Dimostriamo ora che la funzione F' di (1.31) & continua su [a, b]. Assumiamo, dapprima,
che z,2" € I; con i € Zy: in tal caso, grazie a (1.39),

(A\A,) < e . (1.43)

Fa-Fa) = [ /afj)f(:r’,y)dy\
/a(;ﬂ @y \dy+/ ) ldy
< M(B(z) - a(z) + Bl= )— ('))
< 2M(B; — o) < 4Me . (1.44)

Assumiamo, ora, che x, 2’ € I; con i € Z;: in tal caso

a(z) <a; < B < B(x), a(z') <a; < B < B(a')
e, per (1.37), (1.38) e per (1.35), si ha che

Fa - P& = | [T e+ [ e [ 1y
[0 s [ na- [ 6l

< [y |dy+/ J(w.y)ldy
[5Gy [ )y
Bi
+ N ‘f(may) - f(xlay)‘dy
< QM(%—OZ;-FBZ{—@)"'&(@—%)
< e, c3=4M + (d—c) . (1.45)
Da (1.44) e (1.45) segue che

|F(z) — F(z')| < e3¢, Va,x'el;, Vi, (1.46)

ma tale relazione implica che'

|F(z) — F(z')| < 2¢3¢ Vo' €la,b, |z—12'|<6.

nfatti, se |z — 2’| < § allora o z e =’ appartengono ad uno stesso I; oppure appartengono a due I;
contigui.
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Per Parbitrarieta di € segue che F' & continua su [a, b].

Rimane da dimostrare (1.32).
L= [ty
\Z/ / f(@,y)dy — /f:j)f(w,y)dy)dw\
=|x | /% £, y)dy + / (. y)dy)dal
< Z/ / (z,y \dy—i—/ f(z y)|dy)dx

< 2Me» misi (I;) = 2M (b — a)e
SCQS .

Mettendo insieme tale relazione e (1.43) si ha che

fo= [ s < 2

che, per 'arbitrarietd di €, implica (1.32). |}
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