Tutorato I (05/03/2003)

(Funzioni continue e spazi di Banach)

Esercizio 1.

Nota: In tale contesto | - | indica la norma euclidea, sia su R* che su R?. Uti-
lizzando le relazioni di equivalenza fra le varie norme si possono ottenere im-
mediatamente i moduli di continuita associati alle altre combinazioni di norme
definibili su tali spazi.

Trovare il modulo di continuitd in o = (0,0,0,0), equivale a trovare un § =
d(e) > 0 tale che se |z| < 4, allora

1
1+ |z

1) - 101 = |13 ~ 1 st )| <.

Cominciamo stimando separatamente le varie componenti di questo vettore.

e Prima componente:

L] [i=idal|
1+ |z] B 1+ |z]
_ bl
1+ 2| —
< el <6

e Seconda componente:
|sin(z124)| < |z124] < [2f* < 6%

abbiamo usato che |sin¢| < || per ogni t € R e che |z;] < |z| per ogni
i=1,2,3,4.

Mettendo insieme le varie stime otteniamo:

1
—— — 1, sin(z1z <
(3 v sntenn) | <

|f(z) = f(0)]

1
< ﬁmax{‘m—l , |sin(w1m4)|} <
< V2max{g, 8} .

Assumendo che § < 1 possiamo semplificare tale espressione:

[f(z) = f(0)] < V2max{s, 6’} =
= V2.

Quindi sara sufficiente prendere

§(¢) = min {% 1} .



Esercizio 2. Consideriamo una funzione
f:ECR*"—>R"
tale che f(z) = (fi(z),..., fm(z)) e sia zo € E. Vogliamo mostrare che
fecontinuain zg <= f;econtinuainzy Vi=1,...,m.

Dimostriamo separatamente le due implicazioni. Osserviamo che anche in questo
caso considereremo la norma euclidea su entrambi gli spazi: questa non e una
scelta restrittiva in quanto le norme su spazi vettoriali di dimensione finita sono
tra loro equivalenti (cio¢ inducono la stessa topologia) e quindi le proprieta
topologiche (quali la continuitd) non dipendono dalle norme scelte.

(=) Supponiamo che f sia continua in xq, cioe
Ve>0 3d=60()>0: |z—xzo|<d = |f(z)—f(zo)<e.
Quindi e sufficiente osservare che per ognii=1,...,m
|fi(z) = fi(zo)| < |f(z) — f(@0)
per poter concludere la tesi.

(<) Assumiamo che per ogni ¢ = 1,...,m le funzioni f; siano continue in o,
cioe

Ve>0 36, =68;(e)>0: |.’L‘—$0|<(5 = |f,(.’ll’)—f,($o)|<

b

La tesi segue facilmente prendendo
d =d(¢) = min{d1(¢),...,0m(e)};
infatti con tale scelta si ha che se |z — z¢| < 4, allora
7@~ Sl < Vi max {f:(2) - filzo)l} <

\/E%=E.
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Esercizio 3. Cominciamo col mostrare che I'applicazione
| lluip - Lip(E,R™) — R
€ una norma su tale spazio.
e Chiaramente || f||rip > 0 per ogni f € Lip(E,R™). Inoltre
IfllLip =0 <= sup|f(z)| =0+
zeE
< f(z)=0 Vz€E.

Quindi abbiamo mostrato la positivita e la non degenerazione.



e Mostriamo I’omogeneitd. Per ogni a € R si ha:

laf(z) —af(y)|

afllin = sup ———"> +sup |af(z)| =
loflhiy = sup L= 1 up o (o)
flz) — fly
= o sup TEOZIO Lo 50)) =
epcn |z — y| ey
Y
= Jal[lfll.

e Infine, facciamo vedere che vale la disuguaglianza triangolare. Siano f e g
due funzioni in Lip(E, R™). Osserviamo in via preliminare che

|(f(2) +9()) = (F) + 9| _  |f(2) = f(y)]

|z -yl - EET
lg(z) — g(y)]
lz -yl
Quindi:
If +gllp = sup |(f(z) +g(x)) = (f(y) +9()| n
* ”f;f |$ - y|
+ sup|f(z) +g(z)] <
z€eFE
< sup |f(z) = f(y)] + sup |f(2)] +
”;y;yE |'T - y| z€E
+ sup lg(z) — g(y)| + sup |g(z)| =
”;y;yE |:E - yl z€E
= || flluip + llgllrip -

Abbiamo appena mostrato che (Lip(E,R™), ||f||rip) € uno spazio normato. Ci
manca da mostrare che & completo, cioé che ogni successione di Cauchy (rispetto
alla norma sopra definita) converge ad un elemento nello spazio. Consideriamo
{fr}r una successione di Cauchy, cioe¢ per ogni £ > 0 esiste un Ng = Ny(e) > 0
tale che per ogni k, h > Ny si abbia:

|(Fr(z) = fu(2)) = (fe(y) = o))

Ifk = frllLip = sup +

eyem |z —y|

zFY
+ sup|fi(z) — fulz)| <e. 1)
zeE
Quindi la successione {f}r € una successione di Cauchy in!
(CER), || lloo,r)
! Denoteremo con || - ||oo, la norma del sup, cioé per ogni f € C(E,R™) intenderemo

[l fllco, 2 = sup [f(z)] .
T€EE



e di conseguenza (poiche tale spazio & completo) ammette un limite f € C(E,R™),
cioe esiste un N; = Ny(g) > 0 tale che se k > N allora

Ifk = flloo,p < €.

Da (1) ricaviamo che se z, y € E con x # y e k, h > Ny allora

|(fr(z) = fu(®@) = (fe(y) = fu(y))]

<e
lz -yl
da cui, passando al limite per h — 400, otteniamo:
|(fi(2) = £(2) = (fu(y) = FODI _ _

lz -yl
Poiché cio & vero per ogni x, y € E possiamo concludere che se k > Ny allora

sup (U@ — F@) = (1) = 7))

a,yeE |z — yl
zFy

<e.

Mettendo insieme le stime ottenute e definendo N = N(g) = max{Ny(e), N1(¢)},
otteniamo che per k > N

Ifx = flluip < 2¢

ciot f & il limite di tale successione rispetto alla norma || - [|Lip-
Per concludere la dimostrazione, c¢i manca da mostrare che f € Lip(E,R™).
Infatti, fissando k > N si ha:

I fllip < [1f = frllLip + (| frllLip < oo.

Esercizio 4.

Nota: Denoteremo con z gli elementi di RY, cioe le successioni a valori reali
x = {x,}n. Con il pedice indicheremo un elemento di una di queste successioni,
mentre useremo I'apice per indicare gli elementi di una successione in RY (ad
esempio {x(¥)} indica una successione i cui elementi z(¥) sono delle successioni,

cioe z® = {2} ,).

1. Cominciamo col considerare lo spazio (¢!, ||-||1). Mostriamo che ’applicazione

l-lli:6¢8 — R

z — |zl =) |zl

neN
€ una norma su tale spazio.

e Chiaramente ||z||; > 0 per ogni € £'. Inoltre

el =0 <= > |z.| =0
neN
— z2,=0 VneN

Quindi abbiamo mostrato la positivita e la non degenerazione.



e Mostriamo 1’omogeneitd. Per ogni a € R si ha:

D lazu| =

neN

lal Y |zal = lal [l -

neN

llazlx

e Infine, facciamo vedere che vale la disuguaglianza triangolare. Siano
x e y due successioni in £'. Allora:

lz+yll = len+yn|5
neN

< (@l +lyal) =

neN

= D leal+ ) lyal =

neN neN
= llzll + llyllx -

Osserviamo che il poter separare le due serie & giustificato dal fatto
che queste convergono entrambe assolutamente.

Dobbiamo mostrare ora che tale spazio & completo. Sia {z(*} una suc-
cessione di Cauchy in £', cioe per ogni ¢ > 0 esiste un Ng = Ny(g) > 0
tale che se k, h > Ny allora

le® = 2™l = (21 -l <e. @)
neN

Ma quindi per ogni n € N fissato, si ha

f) — 2] <<
e di conseguenza la successione {xslk)}k ¢ una successione di Cauchy in R
e quindi ammette un limite (per k che tende a +00) che indicheremo con

T,. Possiamo quindi considerare la successione dei limiti

x=A{xn}n.

Mostriamo che z & il limite della successione {z(¥)}; rispetto alla norma

Il - Ils-
Osserviamo che da (2) si ha che per ogni M > 0 e per k, h > Ny

M
DIzl — a2l <e;
n=0

passando al limite per h — +o¢ otteniamo:

M
Z lzF) — g, | <e
n=0



e, vista 'arbitrarietad di M, possiamo concludere che
oo

e> Yol —apl = 2@ - all;
n=0

che & quanto volevamo mostrare. Per completare la dimostrazione, os-
serviamo che x € £1; infatti, se fissiamo un k > Ny otteniamo:

2]l < llz = 2™l + lz®)]], < oo
Si procede in maniera analoga per dimostrare che (£*°, ||||s) € uno spazio

di Banach.

. Se z € ¢ allora ||z]|oc < oo (altrimenti la serie Y, |z,| non potrebbe
convergere!) e quindi x € £*°. Abbiamo appena mostrato che

£ Cre;

d’altronde tale inclusione & stretta (cioe si tratta di un sottoinsieme pro-
prio) come si verifica facilmente prendendo la successione

={1,1,...,1,.. };

infatti tale successione ha norma ||Z||cc = 1 ma ||Z||; = co. Per mostrare
che non si tratta di sottoinsieme chiuso, facciamo vedere che esiste una
successione in £! che converge (rispetto alla norma || - ||») ad un elemeno
che non sta in £*. Definiamo

1 1
*) =21,1,=,...,-,0,...
:I‘. {5 ’27 JkJOJ }

e consideriamo la successione {z(*)};. Questa successione ammette un

&

limite rispetto alla norma || - || € tale limite ¢ dato da
1 1
=<q1L,1, - ..., ... 0.
x { b ) 23 b k’ }
Infatti
1
B) _ gl = L koteog
le® — allos = - 20,

Osserviamo che ||z||s = oo (& la serie armonica!) e questo completa la
nostra dimostrazione.

. Abbiamo appena mostrato che ! non & un sottospazio chiuso di

(0% 11+ floo)s

cioe rispetto alla topologia indotta da tale norma. Vogliamo determinare
la chiusura di £' (che indicheremo con £1) rispetto a tale topologia, ciog il
piti piccolo chiuso che lo contiene. Per far questo aggiungeremo a ¢! tutti
i suoi punti di accumulazione (abbiamo infatti visto nel punto precedente
che esistono punti di accumulazione che sono esterni ad £!). Osserviamo



che le successioni in #! godono della proprieta di avere limite nullo (questa
e infatti la condizione necessaria per la convergenza della serie 3", |2,]);
questa condizione & necessaria ma non sufficiente per stare in £! (vedere il
punto precedente). Quindi quello che ci si puo aspettare & che 'insieme
CE{xEIRN: limmn:0}
n—oo

sia proprio l'insieme che stavamo cercando.
Mostreremo i seguenti fatti:

a. C & chiuso ;
b. per ogni z € C esiste una successione {a:(k)} C £' che converge a x

nella norma || - ||oo-

Osserviamo che il punto b ci dice proprio che si tratta del piti piccolo chiuso
contenente £'; infatti afferma che ogni punto di C & punto di accumulazione
per ¢!, e quindi non pud esistere un chiuso pit piccolo che lo contenga.
Diamo uno sketch della dimostrazione di questi punti.

a. Per mostrare che & chiuso, facciamo vedere che C contiene tutti i suoi
punti di accumulazione. Sia {x(’“)} & C C una successione convergente
e sia z il suo limite. Per ogni € > 0 esisterd Ng = Ny(g) > 0 tale che

||x(k) —7llo <e
per ogni k > Ng. Allora:

jon — 2] + 2] <
129 — 2|0 + 2| < 26

<

per n sufficientemente grande (in quanto AL 0). Dall’ arbitrarieta

di € otteniamo

lim z, =0 — zeC.

n—oo

b. Per mostrare questo punto si procede esattamente come abbiamo
fatto nel punto 2. Data una successione = € C, costruiamo la succes-
sione {z(*)} cosi definita:

.’L'(k) = {mg,wl,...,xk,o,...}.

Chiaramente {z*)} C ¢!. Mostriamo ora che z & il limite di tale
successione rispetto alla norma || - ||oo. Poiché z, — 0, per ognie > 0
esisterd un No = Ny(e) tale che

|zn| < e
per ogni n > Ny. Quindi, prendendo k > Ny si avra
”x(k) - x”oo <e

e questo conclude la dimostrazione.



