Tutorato III (19/03/2003)

(Equazioni differenziali ordinarie)

Esercizio 1. Troviamo la soluzione di questo problema. Cominciamo con-

siderando
{ =2y
y(3)=1.
Questo problema e facilmente integrabile e si ottiene:
Y dy ¢ 1
- =2 tdt == t) = ——.
Ee, =509

2

Sostituendo nella prima equazione otteniamo
3 T cos ( U )
r = _— — | =
4¢2 4t

% (sin 4%)

z(t) = sin (%) +C;

per determinare il valore della costante C, sostituiamo il dato iniziale ed otte-
niamo

ed integrando

C=0.
In conclusione la soluzione trovata e data da
z(t) = sin (1)
N 4t
1
2(1—1¢)"

Questa soluzione & definita per t € (0,1), che & chiaramente l'intervallo di es-
istenza massimale.

y(t) =

Esercizio 2. Risolviamo anche in questo caso le due equazioni separatamente.

e Cominciamo con la prima equazione:

j::ﬂ%(1+;—z)

z(0) =0.
Integrando otteniamo
! ¢
/0 HE;)zdx—Z/o tdt — arctg (%):gt
B

e quindi la soluzione sara data da:

z(t,B) = B tg (%t) .



e Per quanto riguarda la seconda equazione, si integra facilmente ed otteni-
amo

y(t, B) =€’
In conclusione la soluzione trovata ¢ data da
x(t,8) = Btg (5t)
y(t,5) = €.
Quindi ’intervallo di esistenza massimale &
Is =(-2,2),
che non dipende da f.

Complementi Es. 1. Riprendiamo ’esercizio 1. La soluzione trovata era data
da

x(t) = sin (%)
y(t) = 2(11— )

definita per ¢t € (0,1), che & chiaramente l'intervallo di esistenza massimale
(quindi avremo a =0e g =1).

1.1 Per mostrare che

lim dist ((a:(t),y(t)), {y _ %}) —0

tlo

¢ sufficiente osservare che

as (e, {v=3 ) = ‘y(t) - %‘ .

Quindi:
lim dist ( (2(6),5(8), {y==21) =
im. dist { (2(t),9(0), {u =5 ) =

, 1

= lim y(t)—ﬁ‘—
NI
b [20-p 2|

Inoltre

lim |(x(6),y®))] = lim |y(t)] =
1

m\”‘”

= lim ‘
11

e questo mostra il secondo limite.
Mostriamo ora che ogni punto P € [-1,1] x {1} & un punto limite della



1.2

nostra soluzione per ¢ | 0. Infatti, sia P = (zo,3); allora esiste un
Y0 € [%,2F] tale che

xo = sin~yy = sin(yo + 27n)
per ogni n € N. Possiamo prendere quindi una successione crescente di

punti

n—-+00

Ta =0+ 2mm € [2nn, 2n(n+ 1)), g " oo

e definire una successione di tempi

T n—
— "X,
47n

tn =

Mostriamo che si tratta proprio della successione cercata. Innazitutto,
osserviamo che ¢, € (0,1) per ogni n € N; infatti:

0 < th=——=— 0"
= " 4y 4(y+2mn)
< T2
- 4’)’0 47
1
= -<1
2<

Inoltre

= (o aroa) = (03)

Ci possiamo limitare a considerare i compatti K contenuti in

A=[-1,1] x (%,oo) ,

in quanto il grafico della nostra soluzione & contenuto in 4.
Sia K un tale compatto, cio¢ un insieme chiuso e limitato (in quanto
stiamo lavorando in R?); esistono quindi finiti

m = min M = max
(z,y)EKy (a:,y)GKy

ed in particolare m > % Per quanto detto prima

1
li =-
tlif)ly(t) 5
e
limy(t) =
im y(t) = +oo,

e quindi (come segue dalla definizione di limite) esisteranno sicuramente
dei tempi tg e t; che soddisfano le ipotesi richieste, per ogni 0 < § < 1.



Complementi Es. 2. Sia K un compatto contenuto in R\ {0} e siano 8, 8’ €
K; sia inoltre C' un compatto in NgexIp = (—2,2) e siaty € C.

Definiamo le seguenti costanti (sono tutte finite in quanto si tratta di massimi
di funzioni continue su compatti):

™
T = supltg <—t)‘ < o0
teC 4
M = sup et < oo
(B,t)eKxC
B = suplt| < oo.
teC

Abbiamo le seguente stime sulle due componenti:

oot = [ (1) - (50)] <
< T|g-p|
€
ly(to, B) — y(to, B')| < ‘eﬁto _ Pt <
< M |Bty — B'to| <
< MB|g-p].

Otteniamo quindi la seguente costante di Lipschitz:

L=+T?+ M?B>.



