Tutorato IV (26/03/2003)

(Funzioni differenziabili da R™ in R™)

Esercizio 1.

1.
of y cos(zy)
%(% y) = ( yzewyZ )

af
dy

x cos(zy)

@ = (et ).

2. Dobbiamo mostrare che

| (ha, ha) — £(0,0) — L(h)|

1i =0, 1
h:(hl,fllgr)l—V(Oyo) |h 2

dove

w = (S ) ()-

(63)

Cominciamo col fornire una stima del numeratore che compare nell’espressione
in (1). Stimiamo separatamente le due componenti del vettore di cui sti-
amo calcolando la norma (euclidea):

e Prima componente:
|sin(h1h2)| <
< |hahs
< |
e Seconda componente (non & restrittivo assumere che |h| < 1, in
quanto poi andremo a considerare il limite per |h| — 0):
‘ chihd _ 1‘ <
3 [hahd| <
3 <
3|h2.
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Quindi otterremo la seguente stima:
|f(h1, h) — £(0,0) — L(h)| <
|h| -
2
o VIOIP _
|h
= vio|n "29% 0.




3. Applicando la regola per la differenziazione di funzioni composte otteni-
amo:

of

F(t) = %(g(t), 1-g*(t))g'(t) + %(g(t), 1-g°()(=29(t)g' (1)) -

Osservando che:

9(0) =1
1 t
t) = +
9 cosh’t 1+ ¢£2
g0 =1

ed usando le espressioni ricavate nel punto 1), otteniamo:

0 0
F'(0) = 6—;:(1,0) - 26—;:(1,0) =

- (—02>.

Esercizio 2. Applicando la regola di differenziazione delle funzioni composte
si ottiene:

(%f(x,h(x,z),z) = g—i(m,h(x,z),z) + %(x,h(aj,z),z) %(w,z) =
= (g—i(x,h(w,z),z), g—z(x,h(x,z),z), Z—J;(w,h(a:,z),z) ) %(ic,z)
2 S n(e,2),2) = S (e b, 2),2) + %(w,h(w,z),z) o (w2 =
- ( 21 (@ h(a,2).2), g—;(m,h(m,z),z), 01 @z, 2),2) ) g’;(},z)

Esercizio 3.
1. Sia y = f(x) una soluzione C? in un intorno di z = 0, dell’equazione
z? 4+ sinhy 4+ e =1,
tale che f(0) = 0. Quindi la funzione

F(z) =22 +sinh f(z) +*7® —1=0



e di conseguenza anche tutte le sue derivate saranno indenticamente nulle
(in quanto si tratta di una funzione costante). In particolare usando il
fatto che f(0) = 0 otteniamo:

0 F’(O) _ [2$+ (coshf(m))fl(w) +emf(z)(f(a:) -i—mf'(a:)) e =
= f(0)

cioe x = 0 & un punto critico per tale funzione. Studiamo la derivata
seconda in modo da determinare la natura di tale punto critico:

0=F'(0) = [2+(sinh f(@))(f'(2))" + (cosh f(z)) " (@) +
+ e ((f(a) +of' @) +2f @) +af"(@)| =
= 2+ f"(0),
e quindi f"(0) = —2, cioe si tratta di un punto di massimo relativo.

. L’esistenza di una simile funzione & garantita dal Teorema della funzione
implicita, in quanto

F
6—(0,0) = [coshy + ze®Y]

Oy
1#0.

l(@,m)=(0,00



