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CORREZIONE

ESERCIZIO 2.

2.1. Canonicita. Perché la trasformazione sia canonica occorre che le parentesi di
Poisson

_0QoP 0QopP
soddisfino I'identita

{Q,P}=1.

Nel nostro caso si ha

oQopP

{Qap}:_a_pa_q - _q(t+1) (COS(]+ g_f;)a

e quindi dobbiamo imporre

or ___ 1 cos
dq¢  qt+1) &
da cui si ottiene, per integrazione esplicita,
f = fla.t) = ———loglq] —si
= = — — S gq.
q, tr1 g 14 q

La trasformazione )
Q=¢+qt+1),

1

P=— 1
g og lql,

& quindi canonica purché f(g,t) sia definita nel dominio D = R\ {0} x R\ {-1}.

2.2. Funzione generatrice. Poiché P dipende solo da ¢ (e da t), non & possibile
scegliere una funzione generatrice di seconda specie.

Cerchiamo allora, per esempio, una funzione generatrice di prima specie F(q, Q).
Dobbiamo quindi imporre che si abbia



e verificare che risulti

Otteniamo quindi

ere el

Oq _p:q(t+1) t+1 PR
OF 1
%——P +1 log |q,

cosi che, integrando la prima rispetto a g, si ricava

F(an) (Q 0g|q| - _q ) +cl(Qat)a

1
t+1
mentre, integrando la seconda rispetto a @, si ricava

F(qa Q) Q IOg |q| + CZ(qa t);

t+1

dove le funzioni ¢; (@, t) e ¢2(g,t) sono, a questo livello, arbitrarie.
Imponendo che le due espressioni trovate per la F(q, Q) siano uguali, e ponendo
uguali a zero eventuali termini costanti (in ¢ e @), troviamo

F(q,Q) = til (Q 0g|q|—1q>

che costituisce la funzione generatrice cercata, dato che risulta

PF 1

= 0
0g0Q q(t+1) 7
per (q,t) € D.
EseRrcizio 4.
4.1. Hamiltoniana. Ponendo
_oc _.
P = din =4,
oc 1
P2 = 8C12 1+¢2 ¢

la hamiltoniana si ottiene come trasformata di Legendre della lagrangiana. Quindi

H(q1,q2,p1,p2) = @ip1 + Gop2 — L(q1, 42, G1,42)

1 A A
—(1+g@)p+(1+q) (af+a—1).

1,
——p1+2

2
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4.2. Equazione di Hamilton-Jacobi. Possiamo riscrivere la hamiltoniana come

1 1
H(g1,q2,p1,p2) = 517% + (g —1)+ (1+4) (5193 + q%) :

quindi il sistema & separabile.
Quindi possiamo cercare una funzione caratteritica di Hamilton, che risolva I’equa-

zione di Hamilton-Jacobi
oW oW
H — | =
<q17q27 6(]1 ) 8(]2) aq

nella forma
W(q1,q2,01,02) = Wi(q1, a1, a2) + Wa(ge, az)-

Otteniamo dunque

1 (/oW 2+ 2 _
2 8q2 q2 _a27

1 /oW \? |, )

sl ) tataag—1+a=a.

2 ( o ) q 241 2 1

Per risolvere la prima equazione fissiamo as e g20 in modo che si abbia
as — g3 > 0.

Quindi dobbiamo scegliere as > 0 e, fissato az, dobbiamo scegliere g2 o € 9o, dove

Q2={Q2€R : |Q2|S\/@}-

Walazsan) =% [ /2(0s— (@)) da,

q2,0

Quindi

dove g2, € un valore arbitrario in Qs e il segno + dipende dal segno del momento p,
all’istante iniziale.
Per risolvere la seconda equazione dobbiamo fissare oy e g1, in modo che si abbia

o1 —qf —asgt +1—az >0.

Quindi dobbiamo scegliere

o1 > min f(q1),
g1€R

avendo definito
fla) =dt + a2 — 1+ az,
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e, fissato oy, dobbiamo scegliere ¢1,9 € Q1, dove

O ={@ eR : f(g) <au}.

In conclusione otteniamo

q1
Wi(gqi,on,a2) = i/ 2(eq — f(q})) dq,

q1,0

dove g1,0 € un valore arbitrario in Q; e il segno + dipende dal segno del momento
p1 allistante iniziale (ovviamente la dipendenza da ay € attraverso la funzione f (e
quindi anche attraverso la definizione del dominio Q).

Dobbiamo quindi studiare la funzione f(q1).

Chiamiamo ¢ = ¢; per semplicitd. Poiché la funzione f(g) & pari & sufficiente
studiarla per ¢ > 0. Si ha

fl@)=q" +a2q® — 1+,
f'(@) = 4¢° + 20i2q,
(@) = 12¢° + 2a.

cosi che risulta f'(¢) = 0 se e sole se ¢ = 0; inoltre f"(0) = 2as. Quindi, se ay > 0,
troviamo che ¢ = 0 & un punto di minimo. Se az = 0 la funzione f(q) = ¢* —1 ha un
unico punto stazionario, ¢ = 0, che & ancora un punto di minimo.

In corrispondenza del punto di minimo risulta f(0) = —1+ as, che da ’espressione
corretta del valore di f(g) in corrispondenza del punto di minimo anche per as = 0.
Quindi concludiamo che si deve avere

a1 > min f(q1) = -1+ as.
aeR

Per a; > —1+ ay, 'insieme Q; e definito da

O ={n eR : —gr(1) <1 < g4()},

dove g4 (ay) & la soluzione positiva

—ay+ /o3 +4(1—az+ o)
2

g+(ou) =

di f(g) = au.
In conclusione, con le notazioni sopra introdotte, la funzione caratteristica di Hamil-
ton & data da

q1 q2
W (g1, g2, a1, @0) = £ / (a1 — f(d)) dg) + / 20z — (4)?) da.
q1,0

q2,0
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4.3. Variabili d’azione. L’analisi del punto precedente mostra che possiamo definire
le variabili d’azione per as € (0,00) e per a; € (=1 + a2, 0).

Definiremo allora
1 [Vee
P T o)
™ 7\/@
mentre avremo
g+ (1)
n= [ g/ fa)
—g+(a1)
con le notazioni di prima.

4.4. Frequenze. Per determinare la frequenze w; e ws, si deve tener conto che si
ha, per definizione,

Wg = %, k=12,
dove day /0.Jy & uguale all’elemento (A71)1; se A & la matrice di elementi
0J;
Aij = 6—%
Dobbiamo quindi calcolare la matrice inversa di A. Si ha
6J2 8J1 6J2 6J1
A1 1 day  daz | _ 1 day  day
040k 0RO | 0h 9L | OAOL | 0L )T
6(11 6042 6042 80(1 5011 6(11 6061 6042 (9041
poiché risulta
0Jy
day

dal momento che J; dipende solo da as.
Alla fine troviamo

A o4

Wy = 6042 _ 1 e = — 60&2
"= 9505 = n *=onon
day Oap day Oay Oas

e possiamo percio concludere che le frequenze si possono esprimere in termini dei tre
integrali definiti

0Js 1 /‘/E dg 1

g2 _ 2 —— .

Oazy 7w/ yam  \/2(a2—43)

8J, 1 [orlen) 1

o1
a1 T J gy () 2(a1 — f(q1))

oL _ 1 /‘H(al) 1 ( of )
ga _ 2 dgi ———= 7" ;
Oaz T J_g (ar) 2(a1 — f(@1)) \ Oaz
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dove si sono utilizzate le espressioni trovate al punto precedente per le variabili
d’azione. Inoltre si ha o/

— =1+
aa2 q1

Quindi introducendo gli integrali nelle espressioni per w; e w» troviamo le frequenze

espresse come integrali definiti:

1

W =

1 f[e+(a1) 1
T J—qs(a1) 2(a1 = f(q1))

T ) gtan)  20r = (@)

Wy = 1/ o d 1 1 /q+(a1) d 1 .
- o——— — N
Ty V2 —-a) T/ ogia)  V2( = flq))

l/ﬂmﬂd 1+¢}




