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Sia (X, T) uno spazio topologico. Verificare che (X, 7) & connesso se e solo se ogni applicazione
continua da (X, 7) ad uno spazio topologico discreto (Y, P(Y")) é costante.

Sia X uno spazio topologico compatto e sia Y uno spazio topologico connesso e T'2. Dimostrare
che ogni applicazione continua e aperta

f: XY
€ necessariamente suriettiva.

Verificare che gli insiemi GL(n, R) delle matrici di ordine n invertibili e 'insieme O(n, R) delle
matrici ortogonali sono sconnessi in (M(n, R), 7).

Sia E := {(z,y) € R? : 3y = 0} un sottoinsieme di (R?,7;).
(i) Verificare che E & connesso.

(ii) Verificare che E — {(0,0)} ha 4 componenti connesse.
(iii) Dimostrare che (E,T;) 2 (R, 7.) (E non & omeomorfo alla retta euclidea).

Dire quali dei seguenti sottoinsiemi di (R2,7,) sono sconnessi:

C, =R — {(z,0) : z # 0};

Cy =R —{(¢,0): ¢ € Q};

03 = Dl(]., 0) U Dl(—]., 0),

Cy :=Cs.

Sia (X, 7T) uno spazio topologico e sia C' un sottoinsieme non vuoto di X.

(i) Verificare che: C aperto, chiuso e connesso = C & componente connessa di (X, 7).

(ii) Determinare un esempio di componente connessa non aperta.

Sia {Cy}ier una famiglia di sottoinsiemi connessi per archi di uno spazio topologico (X, T).
Verificare che se Ny Cy # 0, allora Uy C; & connesso per archi.

Verificare con un esempio che se E & un sottoinsieme connesso per archi di uno spazio
topologico (X, T), la sua chiusura E non & necessariamente connnessa per archi.

Dimostrare le seguneti affermanzioni:
(i) Ogni spazio topologico banale (X,Zx) & connesso per archi.

)
(i)
)
)

(i
(iv) Se X ha cardinalitd > 2, (X,P(X)) non & connesso per archi.

Ogni sottoinsieme convesso di (R™,7,) & connesso per archi.
b €

Se (X, T) & connesso per archi e 7' < T, anche (X, T') & connesso per archi.



10.10 Sai (X,7) uno spazio topologico.

(i) Verificare che le seguenti condizioni sono equivalenti:

(i1) ogni componente connessa per archi & aperta;
(i2) ogni punto z € X ha un intorno connesso per archi.
(ii) Dedurre da (¢) che (X, T) & connesso per archi <= (X, T) & connesso e vale la condizione

(i2).

Dimostrare che P"(C) & compatto per ogni n > 1.



