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Esercizio 1. Si calcoli 'integrale reale:

/+oo dx
o T'+a?+1

Soluzione. Passiamo al campo dei complessi e consideriamo la funzione

1
f(z)_z4+z2+1

Osserviamo subito che deg(N) < deg(D) e che i poli sono complessi, infatti
sono:

z1T = e'%
zy = ei%ﬂ
z3 = eizTﬂ
Z4 = ei%r

Fissiamo la curva chiusa data dal segmento v; = [—R, R] e dalla semicircon-
ferenza o congiungente gli estremi del segmento. Per il Teorema dei Residui
abbiamo che:

dz )
| wre = (Rest o) + Rests, )
Calcoliamo i residui:
Res(f, z1) 1
s <1 - 4z3+2z|21
. 1
T -3+iV3
1
R , =
estf:z) 423 + 2z|




calcolati i residui, passiamo al limite per R — +o00, l'integrale su v per R —
400 tende a zero quindi

+oo dx . 1 1
/[ RGNS = 2m " + N
oo TP+ T2 41 -3+iV/3  3+iV3
7r\/§

Esercizio 2. Si dimostri che

m)xpfl T
/ dr = —
o T+1 sin pm

dove 0 <p<1

Soluzione. Passiamo al campo dei complessi. Il punto z = 0 € un punto do
diramazione per la funzione integranda e quindi per calcolare I'integrale conviene
considerare la curva data da:

7 = [eR]
v = circ di raggio R
3= [R7 5]
v4 = circ di raggio e

Questa curva chiusa racchiude 'unico polo che possiede la funzione, quindi
applicando il Teorema dei Residui otteniamo:

Pl 2Pt
/ dz = 27riRes( ,—1)
mtyetysts L2 I+2
Poiché
1
Res 2 = 2Pl =milpl)
1+ 2
allora
—1
/ al dz = 2mie™i®-1
Y1+v2+v3+74 1+2z

Il primo membro dell’ equazione soprascritto si spezza nella somma di quattro
integrali: uno per ogni curva ;. Passando al limite per R — +o0c e per € — 0
si vede che gli integrali sulle due circonferenze non forniscono alcun contributo.
Analizziamo gli altri due integrali:

zpfl R prl
dz = lim dz
" 1 + z R—+00e—0 c 1 + 2z
p—1 R ze2miyp—1
/[ z dZ = lim ./‘ L———)E—sz
4 12 R—+o0e—0 J. 14 ze?™

dove nell’ultimo integrale compare il fattore e?™ perché teniamo conto di aver
percorso la circonferenza 3. Tenendo conto di quanto scritto, passiamo al



limite, ottenendo:

R ,p-1 R (ze2mi)p—1 .
lim / dz + lim / 2= 4z = 2mielp~ i
R—+o0e—0 [ 1+2 R—+00e—0 J_ 1+ ze2mi
+oo -1 0 —1
/ al dz + / e?mitp—1) o dz = —2mieP™
0 1+2 +oo 142
+oo —1 +o0 —1
S / B A A L
o 1+z 0 1+2
. too ,p—1 )
1- ezm(p_l))/ dz = —2miel™
0 1+2
quindi
/+°° 2Pt d 2miePT
o 1+z7 T T = et
_ 2mieP™
- 1 — e2mip
_ 271
- - e7rip _ e7rz'p
_ T
B sinp

Esercizio 3. Si calcoli 'integrale reale:

/5 df
o a-+ sin26

dove a & un parametro reale tale che |a| > 1

Soluzione. Passiamo al campo complesso con il seguente cambiamento di vari-
abile z = e’:

™

/5 de _ 1/ dz 1
ateini — 4 — %,
o a+sin?6 4 Jz=1 ot <2i2zz-;1) iz

_ / 42%dz i
a l2j=1 4022 — 24 — 14222 42

zidz
B /|z|:1 24 —222(14 2a) +1

La funzione integranda ammette 4 poli distinti in quanto il denominatore & un
polinomio biquadratico con A = 4a? + 4a # 0. Le soluzioni sono:

\/1+2a+2\/a2+a

2 =
zy = —\/1+2a—|—2\/a2—+a
z3 = \/1—|—2a—2 a’2+a
Z4 = —\/1+2a—2 a?+a



e sono tali che |z1|, |z2] > 1 e |z3], |24] < 1. Per il Teorema dei Residui abbiamo
che

id
/221 2t — 2222;'— ‘T‘ 2@) +1 = (Res(f7 Z3) + Res(f, Z4))

dove f denota la funzione integranda Mzg(zw Quindi

zidz , Z3 24
= 2
[t ”<4z3<z;f' —(1+20) " LaGi - (1 2a))>
e 1

2 Va’+a

/ zdz _ m
e 28 =221+ 2a)+1  2V/a2+a

Esercizio 4. Si calcoli 'integrale reale

+oo
/ VT dx
0

2 +1

Soluzione. Passiamo al campo complesso e consideriamo l'integrale su una
curva chiusa costituita da una circonferenza di raggio R, due segmenti e da una
semiciconferenza di raggio e:

v1 = circ di raggio R

72 = [R,0]

v3 = semicirc di raggio e
74 = [0,R]

Per il Teorema dei Residui

/ #dz = 2i7r(Res<2£,i>+Res( 2\/2 ,—i))
Y1t+y2+ys+rs # +1 z¢+1 z¢+1

Calcoliamo i residui:

[VE]

cosi l'uguaglianza sopra scritta diventa:

z . jm ;3m
/ ;/_ldz = 2z7r(e’4 —614)
Y1+v2+7v3+74 z%+




Il primo membro dell’uguaglianza e pari alla somma di quattro integrali: uno
per ogni tratto di curva, calcoliamoli iniziando da:

/ vz dz = /:ﬁts V2 dz

L2241 2241

dove § & un angolo infinitesimo che non influisce nel calcolo dell’integrale, quindi
si puo trascurare. Sulla circonferenza z = Re® con 0 < ¢t < 27 quindi I'integrale
diventa:

2m /
/ Vo de = e Rt
2+l o R?e* 41

27 3
R>2
[l
27 3
R>2
< ——dt
=
R3
= QWﬁ—)O per R — >
L’integrale
x
/ NEEP =/ Ve
b 201 3z e2e +1
s 3
2 £2
< z dt
- /375 et 1 1°
3 e p
< t
- /3; 52—1‘
et
= —7762_1dt—>0 per e >0

Quindi
R €
/ 2\/5 dz = lim / 2\/5 dz + / 2\/2 dz
Natya 2 +1 R—o0e—0 J, 22 +1 r 22+1
R R /—
= lim vz dz—/ Y4
R—o0e—0 . 2 +1 e 2241
+o0
= 2 2\/5 dx
o T?+1
o
V2
da cui




