AM2-2006: Tracce delle lezioni-I settimana
SUCCESSIONI E SERIE DI FUNZIONI

CONVERGENZA PUNTUALE. Siano f,, n € N funzioni definite su di
un sottoinsieme £ di R.

Se, Vz € FE, esiste finito lim, . f,(z), diremo che la successione di
funzioni f,, converge puntualmente (o semplicemente) in E alla funzione

f(z) == lim, . fo(x), =€ E.

ESEMPIL.  Se f,(z)=a,, xz€FECR, le f,, convergono se e solo se a,
converge e, in tal caso, lim, f,(x) = lim a,,.

Se  fulz) = 2™ x € [0,1], allora f, converge alla funzione che vale zero in
[0,1) e vale 1 in x = 1.

In generale le proprieta delle f,, non si conservano nel limite puntuale. Nell’e-
sempio  f,(z) =a", z €0,1] le f, sono continue, ma il loro limite non lo é.

CONVERGENZA UNIFORME. Se f, converge puntualmente in £ ad
f, si dice che la convergenza é uniforme (in F) se

sup | fu(2) = f(2)] =n-o0o 0
el

NOTA. Chiederemo di regola che le f,, siano limitate in E: sup,cp | fo(2)] < +o0.

ESEMPL 1. La successione f,(x) = a™ converge uniformemente a zero
in [0,a] se 0<a<1, malaconvergenza non é uniforme in [0,1). Infatti
sup 2" =a" — 0 mentre sup z" =1

z€(0,a) z€[0,1)
2. ( Traslazioni). Sia f una funzione (non identicamente nulla) nulla fuori di

(0,1). Siano falz) == f(x —n)  letraslate di f. Allora f,(z) —p—00 0
Ve € R, ma la convergenza non é uniforme, giacché  supg | f,| = supg | f|-

3. ( Cambi di scala). Sia f una funzione (non identicamente nulla) nulla fuori
di (0,1).  Siano fo(x) == f(nz) . Allora  f,() =p- 0, V2 € R, ma
la convergenza non é uniforme, giacché  supg |f.| = supgr|f|-



4. fu(x) = min{n, 1} —, . =, Yz € (0,1], ma la convergenza non é uni-
forme in (0,1].  Infatti sup( 1 = +oo mentre vale chiaramente la seguente

Proprieta.
sup |fu(z)] < 400,  fn —n—oo [ uniformemente in E = sup |f(z)| < +o0
€l r€E
Infatti, [f(2)] < [f(2) = fo.(@)] + [fo(2)] < € +supg [fu(z)] Vi€ E

In contrasto, come visto in 4), il limite semplice di una successione di funzioni
limitate non ¢ in generale una funzione limitata. Un altro esempio:

fal2) = 52 —u = (convergenza, non uniforme, in £ = {z # 0}; la convergenza
é peré uniforme in {|z| > 6 > 0}:  |z| >0 = |1f7f$2—% = :B?(l}rmg) < 52(1;152) ).

Il criterio di Cauchy.

fn € uniformemente convergente in E se e solo f, é ” Cauchy uniforme ”:

Ve>0,3Inc: nom>ne = sup|fu(z) — fn(z)| < €
z€E

Dimostrazione.

NECESSITA: fo—f uniformemente in £ =
Ine : ’fn(x)_fm(x)’ < ’fn(l’)—f(aﬁ)‘—i—‘f(.%)—fm(l’)’ <eVz e Esen,m 2> ne.

SUFFICENZA: intanto, per ogni fissato = in F, la successione n — f,(z) é di
Cauchy, e quindi f(z) := lim,_ fn(x) esiste finito per ogni x in E.
Poi, dall’ipotesi, fissato € > 0, dn, tale che

(@) = F(@)] < [fal@) = farp(@)[ + [ frip(2) = F(2)] < €+ fasp(x) = f(2)] Vo€ E

se n > n. e quale che sia p € N. Fissato n > n. e mandando p all’infinito in
|fn(x) = f(2)] < €+ |frip(z) — f(x)| Vx € E siottiene |f(x) — f(z)] <e Ve e E
e per ogni n > n, cioé f,, converge uniformemente ad f.

Teorema 1 (la convergenza uniforme conserva la continuita).

fn€C(E), fun—n [ uniformementein E = fe&C(E)



Dimostrazione. Fissato e€>0 siano n. 0. >0 tali che

oo () = f(@)] <€, Vo€ E, e () = fuc(0)| < €V € E, & — 20| < 0c.
Allora |f(x) — f(xo)] < 26, Ve € E, |z — x| <6
NOTA. Se la convergenza non é uniforme il limite pud non essere continuo.

Controesempio: f,(z) = 2", x € [0,1].
Teorema 2 (Passaggio al limite sotto segno di integrale)

b b
fn € C(la,b]), fn—n f uniformemente in [a,b] = lim / fn = / lim f,

n—oo n—oo

Dimostrazione. Infatti, f é continua in [a,b] e

b b b
[ do= [ A1 [ 1= 51 < (b=0) sw |fala) = f@)] —nne 0

z€[a,b]
NOTA. (i) In generale, iy, oo [0 fr # [P limy oo fo.
Ad esempio, se  f(z) = 57, siha  fu(2) = nf(nz) = % —, 0V e R
ma Jo Fa(w)dz = J§' f — [5° 5% # 0 = [Jlimy oo fo-

(ii)) Il Teorema 2 non si estende agli integrali impropri. Ad

+oo
esempio, se f € C(R) é limitata ed integrabile in R con [ f(t)dt # 0, é

+oo +oo
folx) = %f(%) —, 0 uniformemente in R ma / fo(x)de = / f(t)dt #0

Teorema 3 (il limite delle derivate é la derivata del limite).

Siano I intervallo aperto, f,g:1 — R, f, € CYI) tali che
folx) = flx) e  fl(x)—pg(z) in 1. Allora

f —, g uniformementein I = feC'Y(I) e (li}zn fo) = h};n fa

Dimostrazione.  Se xq € I, le ipotesi pit il TFC ed il Teorema 2, danno:

f@) = Jim fu(w) = lim fuloo) + Jim [ fi0dt = o)+ [ g(0)at

n—oo

NOTA. La convergenza uniforme delle f/ é essenziale. ~ Controesempio:



Se fo(z) := |z|*t%, x € (=1,1),siha fi(z) = (1+ %)ﬁ\x!% o 5, peT
x#0e fl(0)—,0 ( la convergenza non é uniforme!) e  f,(z) — |z|, Vz €

(—1,1), che non é derivabile in x = 0.
Passaggio al limite negli integrali impropri Se

(i)  fn —n f uniformemente su  [a+0,M], V6 >0,M >a

(ii) (equidominatezza) 3dg tale che |f,(z)] < g(z) Vn,z con [g < +o0

a

allora lim,, 70 fn = ?limn In
M 0o
a+d a

a+d

a+4d (%9 %9
§2/g+2/g§e se M > M(e), 0 < 0,
a M

lim sup [/ =11+ [ =11
a M

oo oo .
Esempio 1.t =p0o t >0 = lim, [ 3L ¢ dy = [ SBL =7y
0
Equidominatezza : t, > L = [S22 77| < T, Vz>0.

Convergenza uniforme sui limitati : |z| < M =

‘smx [e*t”x B e—t:c” < le(tftn):c — 1| <ese |t—t,|M <0,
x

NOTA  Dunque t— [e ™2y ¢ continua in (0, +00)
0

Passaggio al limite in certi integrali impropri senza equidominatezza
f limitata ed integrabile in [0, +0c0) = / f(x) e dx —>n/ f(z)dx
0 0

Se  [y"™|f] < +oo  siamo nella situazione di equidominatezza, che invece non
sussiste se ;" |f| = +oo.

Sia  F(z) == [7 f, F(+o00) = [, f.  Integrando prima per parti ed
effettuando poi il cambio di variabile x = nt troviamo

[ @etar =2 [TR@etar = [T F@) et

n



/OO F(nt)e " dt —, o /lim F(nt)e tdt = /OO F(+oo) et dt = /OO f(z)dx
0 n 0 0
0

ove il passaggio al limite é lecito perché c¢’é

o0
uniforme convergenza:  |F(nt) — F(4+o00)| = | [ f| < € se nt> M,
nt
equidominatezza:  |F(nx)e™| < ™ sup,s |[F(z)] e sup,sq|F(z)| < +oo.
o) S. S.
. sinx inx
Esempio. lim e n dr = / dx
n—+00 x x

0

Successioni di funzioni: Esercizi e Complementi.

1 Fissatope N,  fu.(z) := 9;51184:7?;;2) —notoo 0, V>0
La convergenza é uniforme in [0, +00) per ogni § > 0:

282 |ful@) < 5 N0

(1 +n262%)
Se p > 3, la convergenza é uniforme anche in [0,1: 0 <z <1 = |[f,(z)| =

sin x naP~! naP~! nr)? 1 2
(L) < () < Lo

- et 0
x T+n222 — 140222 ~ n(1+n2%2%) ~ n «r 1+t2]_> oo

Invece, se p < 2, la convergenza in [0, 1] non é uniforme:

1 1 1 1
sup |fu(2)] > fu(=) = =n?sin? — — = se p=2 edivergese p=1
0<z<1 n 2 n 2

x
2 fu(w):= [arctanntdt —, 4 o= SxV2r >0 uniformemente sui limitati.
0

Infatti, 0<x<M = |[jarctanntdl—Fz| < JM | arctan nt—75|dt —p o 0
giacché  arctannt —,_. o 5 uniformemente in {|z| > 6}  ed é equidomi-

s

nata in [0, M] VM, perché é uniformemente limitata : |arctannz| < 7.

3 Siar>0. fo(z) = 1};—“’”2;2 —naso 0 VY > 0 e la convergenza é

uniforme in [0,400) sse 1 <r <2. Infatti,

r>2 = supfu(zr) = o0
x>0

l<r<2 = su (z) = n'™" su
N ng fo(@) sz%) 1+ s?




T s

0<r<1 = sup fu(z) = n'""sup >

u [
2>0 s>0 1+ 82 szg 1+ s2

Se r>2 laconvergenza é uniforme in [0, M] VM >0, perché r>2 =

" Hr — n?2?(2 — 1))

fu(@) = n (1+ n222)? >0Ve>0 = :;11\12[ fa(2) = fa(M) —pos 0
Se re€(0,1], laconvergenza é uniforme in  [§,4+00)  perché, per n grande,
T
4. fn —n—oo f uniformemente in [a, +00), fn(T) —1oi00 0 Vn

= f(z) 22100
Infatti, | f(x)] < |fu(z) — f(2)| + | fu(z)| < €+ |fu(z)| s 7 > n. e quindi

limsup |f(z)| <€ Ve>0

r——+00

2
. P . . , . .
Esempio. e~ % —, 1 Vz, quindi la convergenza non é uniforme in R.

5 (Successioni di funzioni monotone: un Teorema di Dini )

Siano f, € C([a,b]) monotone. Se f,() —p—ioo f(x) Vr€la,b] ed f

é continua in [a,b],  allora la convergenza é necessariamente uniforme.

Dimostrazione. Possiamo supporre le f,, non decrescenti (basta altrimenti
considerare — f,,). Scriviamo

|falz) = f(z)] = [max{fu(2), f(z)} — f(2)] + [max{f.(z), f(z)} — fu(z)]
Notiamo che g, (x) := max{fu(z), f(z)} ¢ continua , non decrescente e

0 < gu(®) = f(#) =ntee 0 € 0 < gn(2) = ful®) =nte 0 Vz € [a,]
Si tratta dunque di provare che tale convergenza é uniforme.

Per assurdo: dJe>0:c<m, = rfléﬁc gn—f = gn(Tn) — f(Tn), Tn —n—too To

(ove siamo eventualmente passati ad una sottosuccessione convergente della z,,).



Ora, Ve>0, 36: |f(x)—fly)] <e Va,y€|rg—7dz0+7].

Per n grande, z,, € [xq — J, o + J] e quindi, per monotonia,
My = gn(Tn) — f(2n) < gn(xo+06) — f(20 =) —n—to0e 0
contraddizione. Argomento analogo per g, — fa.

6 (Convergenza monotona: un altro Teorema di Dini )

Siano f, € C([a,b]), fu(2) =n—tee 0 Vo € [a,b].
Se  foi1(x) < fu(z) Vo € [a,b],n € N, allora f, converge a uniformemente in [a, b].

Dimostrazione. Chiaramente le f, sono funzioni non negative e
3z, €la,b] : 0<m, = max f,(z) = fu(z,)
z€[a,b]

B mun = fari(@nr) < fal@nn) < falza) = ma ed 3wo,np: @y, —kroo 0.
Fissato € > 0, sia f,_(z9) <e€.  Siccome f, é continua in xy € [a, b],
0 fo(x) < fulxg) + € < 26 Vr € la,bN[rg— O,z + O
Quindi, per ny > n, tale che z,,, € N[zg — ¢, Ty + ] , risulta
My, = foo(Tny) < fo(@n,) < 26 equindi  my,, —i0o 0

e quindi, essendo m,, monotona, m, —, s 0.
CONTROESEMPI. Intanto, I'ipotesi di continuita é addirittura necessaria.

I risultati non valgono su intervalli non chiusi: f,(x) = 2" in [0,1). La funzione
limite (f = 0) é continua, le funzioni sono crescenti e convergono in modo decres-
cente al loro limite, ma la convergenza non é uniforme.

I risultati non valgono su intervalli non limitati: f,(z) = arctan(z —n) —, —3.
Le f,, sono crescenti, convergono in modo decrescente al loro limite puntuale, ma il

e P ; al
limite non é uniforme, perché supg |arctan(z —n) + 5| = .

7. fn —n f uniformemente in E, sup|f(z)] < +oc0 =
el

sup (sup | fn(x)|> < +o0o  (ovvero la successione ¢ uniformemente limitata)
n el

7



Infatti, la successione numerica n — sup|f,(z) — f(z)]  é limitata (in quanto
el

convergente), cioé  IM >0: |fu.(x)— f(x)| <M Vze E,Vn € N. Quindi

\R@NSUM@—f@ﬂ+U@N§ﬂ4+2EV@H Ve e E,Vne N

1+n*z?4ndz?

afige- —n 1l VI ma

Esempio.

. 1+n*22+n32*  14+n8+n” N
u —. 400
R 14 ntz2+ 46 “14nb+ns "

e quindi la convergenza non é uniforme.
8 (Teorema di Ascoli-Arzela’) Siano f,, € C([a,b]). Supponiamo che
(i) (equilimitatezza) dM > 0: SUD (o [ fn(T)] < M Vn e N
(ii) (equi uniforme continuita) Ve, 30, tale che:
[t -yl <6 = [fule) = faly)| <6, VneEN

Allora  dny:  f,, converge uniformemente in [a, b|.
NOTA. La equiuniforme continuité é certamente verificata se
fn € C'([a,b]) ed esiste M’ tale che sup,c,y | f)(2)] < M’ Vn € N.

Infatti le f,, sono allora, per il Teorema del valor medio, tutte Lipshitziane di
costante M’

Schema di dimostrazione (nell’ipotesi in Nota)
(i) (diagonalizzazione di Cantor) Sia D := {z;: j € N} denso in [a,].
Allora Ja; €eR, ng <ngpr: fo(T)) Dkoqeo; Y

Infatti  |fu(z1)| <M = 3Foy, 1 :N—-N strettamente crescente tale che

| fory (1) — aq| < Vk. Ugualmente,

| =

oo, o | foreamy(z2) — o] < £ VE. Notiamo che si ha anche



| for ook (1) — o] < ¢21(k) < % Iterando, troviamo al passo j:

d¢;, a;: | for0.00,k) (T5) — ag] <

Basta ora prendere  ny = (¢ 0...0¢)(k)

(ii) Sia  f(x;) = imy_ oo fn,(x;). Siha che
|f (@) = fla)| < Mz — x5 Vi, j

e quindi f si prolunga ad una f Lipschitziana (di costante M) in tutto [a, b].

Infatti | f(2:)—f(z;)] <

< f(@i) = fan@)| + [fn (@) = fa ()] + | (25) = f(25)] <
< Mz — | + [f (i) = fop ()] + [fo (@) = fz)l,  Vig

Basta ora mandare &k all’infinito.
(iii)  fu, —k—10o f  uniformemente in [a, b].

Infatti, fissato € >0, siano N >22  [; = [a+ (j — 1)%5% a + 5%,
j=1,...,N. Seuxz € a,b], allora x € I, per qualche j. Sia x; € DNI;.  Siha

(@) = F@)] < |fun(@) = fa(@p)l + [fan(zg) = Fa)] + 1f(2) = f@)] <

b—a

< QMT + | fu(z;) = f(2)]

equindi,da k> keyyan = |fan(x)) —f(:z:])\ < segue |fn, (7) —f(2)| < 2e.

CONTROESEMPL

E essenziale che [a, b] sia un intervallo limitato. Ad esempio f,(z) = arctan(x—n)
sono equilimitate insieme alle loro derivate, ma f,, non ha estratte uniformemente
convergenti perché ogni sottosuccessione della f,, converge, e non uniformemente, a

f(z) = —3.
z2
L’ipotesi di equi-uniforme continuité ¢ essenziale. Sia flx) =e =7 xc1.
Siano f,(xz) = f(nz). La f, é equilimitata, converge (ma non uniformemente) a
X{o}, € quindi non ha estratte uniformemente convergenti.
Infatti non c’é equicontinuita in z = 0: fa(6) = f(0) =1sen > 3.



