AMZ2: Tracce delle lezioni-II settimana

SERIE DI FUNZIONI

Date a,(z),z € E, la serie di funzioni > 7°, a,(z) converge puntualmente
in E se, per ogni x € E, la serie (numerica) >°°, a,(x) converge, ovvero se la
. - R :
successione delle somme parziali S, () := >"_; a;(x) converge puntualmente in F.

o n
Scriveremo > " ay(z) = nhnolog aj(x)
—
n=1 j=1

SERIE UNIFORMEMENTE CONVERGENTI. >, a,(x) si dice uni-

: e : :
formemente convergente in E se Sy, () := >7_, a;(x) converge uniformemente in E.

Criterio di Cauchy . > °°, a,(z) converge uniformemente in E' se e solo se
n—+p
Ve>0, 3nc: n>n,peN = sup |> a;(z)] < e
relk j=n

ovvero Y00 v a,(z) —n 0 uniformemente in £. In particolare,
> n fn converge uniformemente in £ = f, —, 0 uniformemente in F.

Serie totalmente convergenti. Y °°, a,(x) é totalmente convergente in E se
o)
> osup |ag(z)] < +o0
n=1 <=€E

Convergenza totale implica (assoluta) uniforme convergenza:

[e) n—+p n—+p n+p
Z sug la,(x)] < 400 = | Zaj(:v)\ < Z la;(z)| < Z sug laj(x)] <e Yz € E
n=1 € j=n j=n j=n %€

NOTA. La convergenza totale é pit forte della convergenza uniforme. Esempi:

—1)" . . . .
1. Se ay(z)="_ n) , la serie Y%, a,(x) converge, ovviamente in modo uni-
forme , ma non é totalmente convergente, perché > >, |a,(z)| = +o0.

2. Sia fu = Xp-1,n)- E Yoo N falz) < % e quindi la serie converge uniforme-

mente in R, mentre >0 SUpR fn = 2ovoy % - 400 .



Criterio di Leibnitz. Se 0 <a,.1(2) <a,(x) Yz € E, n € N, allora

+oo
SUp (%) —potoo 0 = > (=1)"a,(x) converge uniformemente in E
zelR n=1

Intanto, la serie converge puntualmente in £ per il criterio di Leibnitz per le
serie numeriche. La convergenza é anche uniforme perché

—agn-1(7) < > (=DFar(z) <0,  ag,(z) > Z )>0 VreE =
k=2n—1 k=2n
| Z z)] < ap(x) 2100 0 uniformemente in  E

Teorema (d1 integrazione, derivazione termine a termine).

(i)  Siano a, € C([a,b]).  Se la serie n= > tan(z) ¢ uniformemente con-
vergente in [a,b], allora  S(z) := >, a,(x) ¢é continua in [a, b].

(i)  Siano a, € C([a,b]). Se la serie o yay(xz)  é uniformemente
convergente in [a, b], allora

/Zan = Ti/ban(x)dx

a n=1

(iii)  Siano a, € C'(I). Selaserie di funzioni Y%, a,(x) converge in qualche

punto di [ e la serie o ,ah(x)  converge uniformemente in /, allora
0 0 dan
Ip 2 (@) = > —5 ()
dx n=1 n=1 dx
i S~ 1 1 1
Un esempio . > oz <400 &  r>1 Da  sup,s;;>1 7z = 35

segue che la serie converge totalmente in [zg, +00), Vg > 1.

La convergenza non é peré uniforme in (1,1 + J], perché f non é limitata vicino
ad 1 (mentre le somme parziali sono ovviamente funzioni limitate). Infatti

n41 oo

dt 1 1 dt > 1
/ — < — = = — =< E — Ve >1
J e ne r—1 / e nt

Che la convergenza non sia uniforme segue anche, immediatamente, dalla:



Proposizione 1. Siano f, € C([a,b]). Allora:
> fn  converge uniformemente in (a,b] = X, f.(a)  converge.

Infatti, S,(z):= X7, fj(z) é Cauchy uniforme in (a, b}, cioé
|Snip(x) = Sp(z)] < € Vn > ne, p€eN, z € (a,b]. Per continuitd si ha quindi

|Sptp(a) —Sp(a)] < eVn > n, peN

ovvero S,(a) é di Cauchy e quindi converge.

Regolarita: f(x) = ioj - 6 C®((1,+00)). Infatti la serie delle
n=1
. . X (=1)*(logn)* / : .
derivate k-esime,  }° = é totalmente convergente in [1 + J, +00):
n=1
(logn)* (log n)* > (logn)k
v 2 1+0 = e < 1o € > it <00

n=1

Un Teorema di integrazione per serie negli integrali impropri.

[ee]
Siano f, > 0 continue in (a,b), —o0 <a < b < +oo. Selaserie > f,
n=1

converge uniformemente sui sottointervalli compatti di (a,b), allora

b s b
[13 @lde = Y [ fule) da
a n=1 n=1 g

Infatti, posto S(x) = ijl fn > szjl fulz)

b
se [ S(x)dr < +oo, la successione delle somme parziali é equidominata e

a
quindi é lecito il passaggio al limite sotto segno di integrale,

b
se [S(x)dr = 400, allora o< a<f<b =

a

B

;;1 /b folz) dv = i /ﬁ fo(z) do = /S(I) dr —aa, pb = /I]S(x) dr = +oo

n=1 4

NOTA L’ipotesi di uniforme convergenza sui sottointervalli compatti di (a, b) é au-
tomaticamente soddisfatta se  S(z) := >, fo(x) ¢é continua in  (a,b) ( teorema
di Dini, applicato a S — >3 fi).



Serie di funzioni: esercizi e complementi.

1. La serie > mifﬁ converge per ogni x € R, e la convergenza é
n=0

totale in |z| >0 >0, perché

o0

>

n=0

sin(nx)

> 1 > 1
max |———| < max ———;— = — <+
|2|>6 | 1+ n4a:4| - nzz:o z>5 1+ ntzd nzz:o 1 4 ntt >

La convergenza non é uniforme in |z| < 0, perché max \m—’lﬁ] >sinl  se
z|<d
n > i e quindi %ﬂ non converge uniformemente a zero in |x| < 4.
I 1+niz
Che la convergenza non possa essere uniforme si vede anche dal fatto che
sin(nx , . :
S(x): = Y % non é continua in x =0
— 1+nz
n=0
, x sin(n+ sin(N + i
perché S(%) > X % > % =21 mentre S(0) = 0.
n=0 | 1*t3z +3z
+o0 o0 1 . too o0 1
2 1f (n§2 loan ) dr < +4oo. Infatti 1f (nz::Z nzlogn) der =
00 +o0o 00 _ o oo
dx _ E 1 |:e ”log"} _ 1 <+ 4
> | = = — | = > 00 perché
n=s 1 n®logn n=o logn logn |1 =9 nlog®n
n 00 00 00
1 < da 1 e _ [__1 _ 1
nlogZn — nl‘l zlog? x = nzzjg nlogZn S 4‘ zlogZax { log }2 ~ log2”
0 o 3 .
3. Y 2'e™=1"=, v>0. La convergenza ¢ totale in (0, +00) se r > 1:
n=0

r,—nz\/ __ r—1,—nx__,, ,.r ,—nr __ _r r,—nr _ (Tr\r,—T
(e ™) =ra"le nx'e™™ =0 = z=7r = sup,re " =(L)e

La convergenza non é uniforme in (0,4+00) se 7 < 1: la serie converge infatti,
con somma zero, in = 0, mentre lim, o f(z) > 0se r < 1.

4. > = sinf  converge totalmente sui limitati: 1L sinz| < k2
n=1 n n n
ma non converge uniformemente in R, perché la successione delle somme parziali
Sn(z) :== > L sinZ non ¢ Cauchy uniforme:
n=1
2N 2N
1 N 1 1 1 1
Son(N) — Sy_1(N) = — sin— > sin = — > — sin—
an (V) N-1(N) %:n n - 2%:77,_2 2



