AM2: Tracce delle lezioni-1V settimana
SVILUPPI IN SERIE DI TAYLOR

FORMULA DI TAYLOR  Sia f € C*((zo — 0, o + 4)). Allora

f(x) = f(zo) + f'(xo)(x — 20) + ... + %f(")(xo)(x — x0)"+

1
+i'(x - xo)”+1/ (1= )" f" D (tz 4 (1 — t)ao)dt Va € (wg — 6,20 + )
n: 0

Proviamo dapprima (per induzione) che, se ¢ € C*(][0, 1]), allora

AP+ e Oy [ 4o @,

p(1) = (0)+

(T), é il TFC: (1) = p(0) + [y ¢'(t)dt. (T) si ottiene da (T); mediante una
integrazione per parti :

[ewa = [a-nowa - 0-000k = [(0-0¢"® d + (0)

Analogamente, (7),+1 segue da (7'),, mediante integrazione per parti:

1

1 ! n—1 _(n) _ ! n  _(n+1) 1 (n)
o e = [0 de e (0)

Sia ora |z — x| <de @(t):= f(tz+(1—t)xy), t[0,1] . E
p(1) = f(z),  ¢(0)= fzo), ¢™W(0) = f®(tw + (1 —t)ao)(z — x0)".

Sostituendo, otteniamo da (T;,) la formula di Taylor per f , con rappresentazione
integrale del resto

Ru(x,0) = f(x) = [f(x0) + f'(z0) (& — w0) + ... + 2 [ (0) (2 — 30)"].
NOTA. Si ha anche

Ry(w, @) = S0 f ) (Fw + (1 — )zg)  per un £ = t(x) € [0, 1],

E questa la rappresentazione del resto nella forma di Lagrange, e segue dalla
rappresentazione del resto in forma integrale e dal teorema della media.



SERIE DI TAYLOR  Sia f € C*((z — 6, 29 + 0)).

o ¢ (g,
s/ (0)

|
n—0 n:

(x — xo)"

si chiama serie di Taylor di f di punto iniziale xg
SVILUPPABILITA IN SERIE DI TAYLOR

f sidice sviluppabile in serie di Taylor attorno ad x( se

oo £(n)
Ir=r,>0: f(z) = Z ! n(le)(x—xO)", Vo € (xo — 1,20 +7)
n=0 '

—+00
UN ESEMPIO:  f(z) == ¥ ana" , |z| <r =limsup, |a,| =. Infatti
n=0
400 ,(n
fec=(-rr)) e f™0) = nla, ovvero f(z):= 3 wgt”, x| < r.
n=0 :

Si hanno ad esempio i seguenti sviluppi in serie di Taylor  (validi per |z| < 1):

1 [o¢] [o¢] 1 [o¢]
= n — —1\ " e —1)" 2n
1—2 nz:%x 14+ nz:%( )’z 1+ 22 nz:%( )’z
k! a1 e n—i—k: o
(1 — )+l Y wk nz:oﬂf nz:% !
log(1 + = R / —1D)"M dt = n+1
os(l+a) = J 757 = Jy U 25Tt

T r X 00 —1)"
arctanz = dt = / Do (=0 dt = (=1 2l
0

0o 1+ o —2n+1

Proposizione f e C®((xg — d,z0 + 0)) é sviluppabile in serie di Taylor
attorno ad zg sse Ir > 0: R, (2,20) —n—t00 0 VT € [xg — 7,20 + 7).

. N £ (z0)
Infatti f(x) — X (r —x0)" = Ry(x,x0).

|

In particolare, se per ogni r > 0 risulta max <, |f™(z)] < M, Vn, allora

2] <r = |Ru(@)] < = fH(1—o)n Sup\a:\q\f("“( Jdt <Mzt =0 =

f(”
Z :U”, Vr e R

n=0



Si ottengono subito, ad esempio, i seguenti sviluppi in serie

o] " e8] 2n+1 [e%¢) 2n

e’ = nz::og sinz = ;(—1)”;;4_ T cosxT = ;;()(—1)”2—71! Va
1 0 .T [e¢) xn [e%e} 1‘2n+1 [e%e} xQn
S 2 z:: n! nz::() ) n! ) nz:% 2n + 1! cosne = 2n!

SERIE BINOMIALE  (1+2)* = 1 + > @l@=balemntl) pn vy e (11 q)

n!

n=1
Infatti, L (14+2)* = afa—1)...(a=n+1)(1+2)*" e s a, =
oledefomntll ¢ a1 Poi, 1—t < l1+ix Vee(—1,1), te[0,1]

1

ol =0 [ty oy

n!

= |Ra(2)]

1
) || /(1 +tr)* tdt — 0 Vre(—1,1)

0

la(a—1)...(a—n
n!

Ad esempio, per z € (—1,1), si ha

1 1 1><3><...><2n—1 277,—1”
=1 —=z+...4+(=1)" =1 g
Ttz SRAREER 2 % 1l +Z onll
1 o — 1 1 oo 2n — 1!l
V1—2? — 2nl! V1+ 22 — ol

2n — 11

sin_lx—/x dt —x—l—z —
B ) V-1 < 2n!!(2n + 1)

2n—+1

dt = 2n — 11!
sinh ™'z = / =z + e e
; V1412 712::1( ) 2n!!1(2n + 1)
Comportamento agli estremi. Siccome 22;,1,” : gzg:: = 321? >1, la

serie di Taylor di ﬁ converge, per il criterio di Leibnitz, anche in x = 1 e la con-

vergenza é uniforme in tutto [0, 1]. In particolare, 1+ Z 2” M

o



. . —_1n . . . . . . —

Poi, siccome 22 = O(L), le serie di Taylor di sin™' z e di sinh 'z con-
n!l N

vergono assolutamente in 1 e —1 e la convergenza é uniforme in tutto [—1,1]. In

particolare,

X 2n—1N 1 T = 2n — 1!
S ST G = log(144/2
—|-n§::1 2nll@n £ 1) sin 5 —i—;( ) 2 2n £ 1) sin og(1+v/2)

FUNZIONI ANALITICHE

Una funzione f si dice  analitica  in un intervallo aperto I se é 'localmente’
somma di una serie di potenze:

Veg €1, 3 a,, v > 0 (dipendenti da xz¢) tali che  f(z) = ioj an(x —x0)"
n=0
in (zg — r,xo + 1).

NOTA. Una funzione analitica in I, essendo localmente somma di serie di poten-
(o]

ze, ¢ C=(I) e f™(xq) = nla, ovvero Y a,(r —mzo)" é la serie di Taylor di f attorno
=0

a xo. Tuttavia non tutte le funzioni CEO(I ) sono analitiche in I:

f(z) = e % se x #0, f(0) =0 é C™, con derivate di ogni ordine uguali a zero
in x = 0: dunque f non é somma della sua serie di Taylor.

Proposizione  Sia f € C*((a,b)). Se

|
IM, r>0: sup|fW(z)] < — VneN
(a.b) r

allora f é analitica in (a,b). Pit precisamente, V z( € (a,b), si ha

f@) = ¥ L g, Ve (o= e+ 1) 0 @)
n=0 :

Dimostrazione. Si tratta di mostrare che R, (x,x¢) — 0 al tendere di n all’in-
finito, per ogni x € x € (xg — r,zo +7) N [a,b]. E infatti

— x|t 1 —
w/ (L=t D 1 (1 ) < ha (20
0

| R (2, 20)| < )" =0

n! T



La somma di una serie di potenze é una funzione analitica.

o0
Sia  f(x) = ¥ a, 2™ somma di una serie di potenze avente raggio di
n=0
convergenza r, e siano 0 < r < 7 < r . Da limsup, ]akﬁ < % segue che
1 - .
Jk lajii] < R Vk >k, VjeN
Da f®(z) = Zo (j;f!k)! ajyg 77 segue
J:
- > bl 1
k>k |z <r= |fPa) < Z(]H{) S
— 7! 7Tk
7=0
S GHR)! k! .
Usando ora la formula > 7 ) = (= Vr € (—1,1), otteniamo
=0 7
k! T k! —
(k) _
|f ($)| S Tk(]_ —r F—l)k—{—l - (F _ f)k—i—l’ Vk Z k) |ZE| Sf

Dalla Proposizione precedente segue che f é sviluppabile in serie di Taylor (di raggio
di convergenza almeno T — r) attorno ad ogni punto dell'intervallo [—r, r]

Principio di identita Siano f, ¢ analitiche in (a,b). Allora
Jzo € (a,b) 0 f(zg) = g™ (z0) Vn €N = f =g in(a,b)
Dall’analiticitd: 36 > 0: f(z) = g(x) Vo € (xo— 06,29 +0) e quindi
V:=sup{z <b: f(t) = g(t) Vte[ro,z]} > 2o+ >x0
Ora, z <V = f=gin [r9,2] = f™(2) = ¢™(2) in [20,V), Vn.

Se fosse b’ < b, sarebbe , per continuita, f™(b') = g™ (V) Vn e quindi f =g
in un intorno di ¥, contraddicendo la natura di sup di '.

Zeri di funzioni analitiche = Una funzione analitica in (a, b) e non identica-
mente nulla, ha, in (a,b), solo zeri isolati.

Se x, —, x € (a,b), f(xz,) = 0 ¢é f(r) = 0 ed inoltre, per
il teorema di Rolle, dx! tra x, ex tale che  f'(z}) = 0 e quindi
f'(x) = lim, f'(2!) = 0 Iterando I’argomento, si trovano, per ogni k € N,z
zeri di f(®) che convergono a z e quindi f®(2) = 0 Vk e quindi f =0.



SERIE DI POTENZE NEL CAMPO COMPLESSO

1. Definizione zn € C converge a z (2, —, 2) < |zn— 2] =, 0.
Siccome |z, — z|* = |Rez, — Rez|* + |Imz, — Imz|*,  si ha che:

Zp —n 2 & Rez, —, Rez e Imz, —, Imz

Zn —nz & VYe>0,In.: n,m>n. = |z,—zn| <e (Cauchy)

00 N

2. Definizione > z, converge sse Sy := > z, converge.
n=1 n=1

> zn  sidice assolutamente convergente se Y, |z, < 400.

N+p
(Cauchy) >, z, converge < VYe>0,3N.: | X z,/]<e VN>N, Vp.
n=N
In particolare, Solzn] <400 = Y, z, converge ein particolare,
lmsup, |z,])7 <1 = Y|z <400 = Sz, converge. Siha cost

3. Cauchy-Hadamard Sia a, € C, r:= {limsupn\an\ﬂil . Allora

[ee)
z€C, |zl<r = > l|a.2"| < +oo, |z| >r = la serie non converge
n=0

r:= raggio di convergenza, D, :={z: |z| < r}:= disco di convergenza .

[e.°] . o0 1
ESEMPI. > 2" convergein [z|<1 e X 2" = .
n=0 n=0
o Zn
exp z = — converge Vze C
= n!
4. exp (z4+w) = expz + expw Vz,w e C. Segue da

5. Lemma (Prodotto secondo Cauchy). ioj |zn| + ioj lw,| < 400 =
n=0 n=0

(e e} [e.e] [e.e] o
Z | Z z; wg| < 400, Z( Z zjwg) = (Z Zn) (Z wn)
n=0 j+k=n n=0 j+k=n n=0 n=0
Infatti, exp (z +w) = » () 5 (4 ¥ b)) =
n=0 " n=0 " jtk=n 7"

J k o)

> %%) = (z; Z—)(Z %) = expz expw

n=0 j+k=n



6. Da 4.: (expz)? = exp (pz) Vp € N, z € C ;exp p = (exp 1)

ep, (exp(%))p = e. Dunque exp(%) —eve quindi exp (2) = (exp %)p = (
r —expr, x € R éprolungamento continuo di r — e",r € Q.

7. (i) exp(—z) = (exp2)™! (ii) expz =expz (ii1) |exp (it)] = 1Vt € R

N _. N
Prova: (i) expzexp(—z) =1 (ii) expZ = lim > % = lim Y} %4 =@expz
N—+ocopn=g ™ N—+oop=g ™
(i17) |exp (it)|* = exp (it) exp (it) = exp (it) exp (—it) = 1.
8. Formule di Eulero exp (+it) = cost £ isint VteR
Gng — exp(it) — .exp(—@'t)’ cost — exp(it) + exp(—it) VicR
21 2
Da exp (it) = i—%o (’:Z),n segue
[e’9) t2n o0 t2n+1
Re (exp it) = ;::0(—1)”(271)! =cost, Im(exp it) = nz::o(—l)”m = sint

Dalle formule di Eulero segue che  exp(2kmi) = 1 Vk € Z, e quindi
exp (it), t€ R é 2m-periodica, exp (z+iy+ 2mi) = exp (v + iy),

ed anche che, 2|=1 = 3Jlte(—mn|: 2z = exp(it)

9. Funzioni circolari ed iperboliche sui complessi

o0 20 o0 L2n+1 .
= S (1), nz = S (1) V2 €
oS 2 nz::()( ) o) sin z nz::()( ) ] 2
1 [e¢) Z2n+1
sinh z := §(expz —exp(—z)) = Z: 21l Vze C
n=0
1 00 Z2n
coshz = —(expz +exp(—z)) = Vze C
; 2 o)
10. (1)  exp(iz) = cosz + isinz, exp (—iz) = cosz — isinz
(if) cos 2 = exp(iz) +26Xp (—iz) — coshir sins = 2P (iz) —2§Xp (—iz) _ sinh.(iz)
i i

Da (ii) segue: sinz,cosz sono funzioni 2m-periodiche mentre sinh z,coshz sono
omi-periodiche. Inoltre, sin?z + cos?z =1, cosh®?z — sinh?z =1



11. Definizione di argz, logz, 2€C

Dato z € C, argz (argomento di z) ¢é l'unico reale in (—m,n]| tale che
z = |z| exp (iargz)
Notiamo che, per periodicitd, z = |z| exp (i(argz + 2k7)) Vk € Z. Scriveremo
Argz = {arg z +2kw, ke Z}

Ora,dato weC, w #0

expz = w < exp(Rez) exp(ilmz) = |w| exp(i arg w) <
exp Rez = |w| e Imz — argw €2nZ cioé
expz = w & z € {loglw|+ i Argw}
Porremo Logw = {log|w|+ i Argw} VYweC, w#0
La funzione logw := log|w|+ i arg w si chiama valore principale del logaritmo.

Esempi. Logx = logx + 2kmi, Yo >0, Logx = log|z| + (2k+1)mi, Va <O0.
log (—1) =mi, logi = Zi, Log (1—1i) = logv2 + (2k — )i

Esercizi. Log (zw) = Logz 4+ Logw ove, per ABCC, A+ B :=
{a+b: a€ A, be B}. Infatti Arg (zw) = Argz + Argw.
Log (—z) = Logz + i Yz #£0.
Trovare lerrore in 22 = (—2)? = Log (2)> = Log (—2)* =

Logz+ Logz = Log(—z)+Log(—z) = 2Logz = 2Log(—z) = Logz = Log(—z).

12. Potenze in C Sew,z€ C,w #0

w?® = exp (z Logw) = exp {z [log|w| + i(argw + 2km)]} kel
Esempi. Sia z =n € N; w" = exp {n [log|w| + i(largw + 2km)]} =
exp {n log |w|} exp{ni(argw + 2k7)} = |w|" [exp { i(argw + 2km)}]" =wx...X
w (n volte).
Sez=+, neN, av = {|a|n exp i LLet®Tp— 0, ... ,n—1} (le n
radici complesse di a). Se z ¢ Q, a® ¢ un insieme infinito. In
particolare, e* = expz seesolose z € Z.



APPENDICE

(o]
Al. Sia  f(z) := Y a,z™ somma di una serie di potenze avente raggio
n=0
di convergenza > 0. Allora, per ogni |zg| < r, esiste f'(z9) := lim %ﬁézo)
z—20

Proviamo infatti che  f € C*(D,):

af

_ s(n = (n+ k) k
T =16 = 3

Gnirpz.  Vz € D,

n!

Come nel caso reale, basta provare la formula per n = 1. Siano z, 2o € D,, p <.
E

N 0 0 n __ .n
‘f(z> f(ZO) _Znanz(r;—l‘ < Z‘an‘ ‘Z <0 _ nzg_l\
n=1 n=2 =20

zZ— 20
Ora, |2"—z0 = [(z—20) (Z" 1+ 202" 2+ ..+ 2022420 < |z—2|np™ ! =
2" — 2y __on—1| _ |.n-1__ _n-1 n—2 _ _n-2 n—2(,
‘z g | = |z 207+ 20(2 7)o T2 2)] <
— 20
< 2T =T frol 2P = TR A 20" 2 — ] <
_ . e nin—1 -
< Jemal [0 =100+ =l 4+ ] < PO
i 2=z n— > n(n B 1) n—
= > laa]] o =z <z 20| Y fan| —— 0" s O
perché p<r= § |y, @ P < +o0.
n=2
N N
A2: Prova di 5. Siano SN = >, Zn, oN = Y, wy,
n=0 n=0
N
PN = Z( Z zwy) = Zowo+(2ow1+21wo)+. . A (ZoWN+ 21 WN 1+ . FZN_1W1F2ZN W)
n=0 j+k=n
= 2zo(wotwi+. . .Fwn)+2z1 (wo+. . .4wy_1)+...+2ywp. Dunque

|syon — pn| =
|20 (wo+. . .+wn)+2z1 (wo+. . . Awy)+. . . Fzy_1(wo+t. . . Fwy)+zn (wot. . .Fwn)—

(20 (wo+wy+ ... +wn)+ 21 (Wo+ ... +wy_1) + ...+ z2y_1(wo+w1) + 2y wo]| =

|leN+ZQ(U)N_1+UJN)—|—...+ZN_1(U)2+...+UJN)-|—ZN (w1+...+wN)| <

9



n

<

]:

< lz \zj\” S ful| +
>

<

|ZJ‘ ‘ ZwN J+Z

N j
+ > {\Zﬂ 1> wn—jtil
=1

j=n+1

N
E] Da

k=N-—-n+1 j>n+1

> \zj\] > ] ne|

[o.¢]
|wi| =Note 0, 2 ’Z]‘ —Notoo 0, Ej‘zj‘ < 400, X |wg| < o0
k=N—[J]+1 i>[5)+1 k=1

segue  |syon — PN| —N-10 0 e quindi lij{fnpN = li]IVnsN oN.
ESERCIZIO. e = > L = lim (1+2) B
n=0 " n—-+00 n
I\n _ nl 1 U . . (n—k)(n—k—1)..n
(I45)" = kgo =R nfF < IEOH perché P o B A s [
. . 1 > 1
e quindi limsup(l1+ =)" <Y —
n n = nl
Viceversa, n >mng = (1+ > Z k,( i,c = liminfn(l—i-%)” Z;%O%, Vng
perché e =(1-)(1-2) ... (1-51) —, 1. Quindi
lim inf(1 + 1)”>§: !
im in - —
n n' k!
ESERCIZI.
1. Serie di Taylor di ~ sin?z. Da sin’z = 1_%5(%), segue
1 00 (21,)211 oo} 22n 1 2n [ee] 22k+1
.9 n nt14 T ) 2k+2
sin®z = —[1 =) (-1) ] => (-1 => (-1)f'——xu
2 = 2n! = = (2k + 2)!
2. Serie di Taylor di ~ E(z) = [Fe ¥ dt.
r 00 t2n 00 T t2n 00 t2n+1
E :/ 1) dr = —1"/ dt = S (~1)"—
@) = [ = S [T = S

10



