AM2: Tracce delle lezioni- V Settimana
FUNZIONI DI PIfJ VARIABILI

Sia  n € N. Una funzione reale di n variabili reali é una funzione definita
in un sottoinsieme di R"=Rx...xR n volte  ( insieme delle n-uple
ordinate di numeri reali v = (x1,...,2,); v si dice punto o vettore di R") e a
valori in R.

Ad esempio,  f(z1,...,2,) = @121 + ... + a,x, (funzione lineare).

STRUTTURA ALGEBRICA in R™: Sia u = (x1,...,2,).

(addizione) Se v=(Y1,---,Yn) u+v:= (1 +y1,..., T+ Yn)
(moltiplicazione per uno scalare) Set e R tu = (txy,..., txy,)
Interpretazione geometrica. Come noto, R? si rappresenta mediante i punti

di un piano cartesiano Ozy.

In tale piano, dato v, I'insieme R v := {tv : t € R} é 'insieme dei punti della
retta uscente dall’origine O := (0,0) e passante per v; {tv +u : ¢t € R} é la
(rappresentazione parametrica della ) retta passante per u e parallela alla retta Ro.

In particolare, u + v é il punto comune alle rette {tu +v : t € R} e
{u+tv: t € R} e sichiama traslazione di u lungo v. Tale interpretazione
geometrica si estende al caso generale n > 2.

PRODOTTO SCALARE Siano u=(x1,...,20), V= (Y1, Yn)-
<u,v>:=x1Y + ...+ 2y, €il prodotto scalare tra u e v.  Proprietd
positivita 0 < <wu,u> YueR"”

simmetria < u,v >=<wv,u> Yu,ve R"

bilinearita <au+4+bv,h>=a <u,h> +b <v,h > Va,beR
STRUTTURA METRICA in R": Sia wu=(z1,...,z,).

|ul] = \/x% = J<u,u> (norma di u)

Se u, ve R"é d(u,v) :=||Ju — v (distanza tra u, v.)



Interpretazione geometrica. In R?, |Jul| := V22 +y? ¢ la lunghezza del
segmento (o lunghezza del vettore u) che unisce il punto u = (x,y) all’origine , e
d(u,v) é la distanza tra i punti u e v. Analoga interpretazione geometrica in R".

CAUCHY-SCHWARTZ | < w,o > | < |lul|[]o] VYu,v € R™
Infatti, 0< <u-+tv,u+tv>=

= |Ju]]? +2t <u,v> +E|]]2 YVt = <u,v>2 —||ul]*|]v]|*> <0

Proprieta della norma

(1) |ltul| = |¢||ju|] Yu€eR? teR (positiva omogeneita)

(id) |Ju+ || < |lul| +]v]] Yu,v € R? (diseguaglianza triangolare)

La (i) é ovvia, mentre (ii) segue dalla diseguaglianza di Cauchy-Schwartz:

lutoll* = flull® + ol + 2 <w,0 > < ull® + ol + 2llulHlvl = (lll + [lv])?

Proprieta della distanza

(1) 0<d(u,v), Yu,veR" dlu,v) =0 < u=wv (positivita)
(17) d(u,v) = d(v,u) VYu,veR" (simmetria)
(7ii) d(u,v) < d(u,w)+d(w,v) Yu,v,w € R" (diseguaglianza triangolare)

NOTAZIONE. D:={u: |Jul|]<1},e,ser>0, veR™
D, :=rD:={ru:ue D} ={u:|lul|<r}, D (v):=D+v:={utv:ueD,}
D, é disco di raggio r centrato in zero, D,.(v) é disco di raggio r centrato in v.

DEFINIZIONE ( di limite) Siaf:A4—R, ACR" Sia D, (u)=

D, (u) \ {u}. Sia ug tale che  D,(up) N A ¢énon vuoto Vr>0.  Allora
lim f =1 & (Ve>0, 36, >0: ue ANDs, (ug) = |f(u)—1<e)

u—uQ

lim f =400 & (VM >0, 3.>0: uec ANDs (ug) = f(u)> M)

uU—uQ

Se D/ NA énon vuoto per ogni r > 0, allora

lim f=1<« (Ve>0, IR >0: uecA, ||[ul|]>R=|f(u)—1]<e

||uf[—+o0

f=400 & (YM >0, 3Ry >0: u€c A, ||lu||> Ry = f(u) > M)

||| —+o0



SUCCESSIONI CONVERGENTTI in R”

NOTA. (1) Se U = (Ik,l, RPN 7xk,n)7
U — U =

u=(x1,...,2,), allora
Tk =k T1y--5  Thn —k Tn.
n
Infatti lue —ul® = X |z — 25)?

j=1

(ii) up —u & Ve>0,3kc:ug € D(u) Yk >k

(iii) up  converge = sup, ||lug|l| < 400
NOTA.

Come per le funzioni di una variabile si vede facilmente che
(i) f halimite [ per u tendente a u

(Ju| tendente a 400) &

Up € A, Uy # ug, Uy — up (Jup] — +00) = flu,) — 1
(i) (Cauchy) f halimite [ per u tendente a ug &

(Ve >0, 36, >0: u,ve ANDs (ug) = |f(u)— fv)| <e)
f halimite [ per |u| tendente a 400
Ve >0, dR. > 0 :

ESEMPT .

=

u,v € A7 |u|7 |U| > Re = |f(u> —f<’U)| Se
(i) Sia  flo,y) =2 se 2?42 40,
Dalla NOTA-(i) si vede subito che

lim

e f(u) = f(uo) Yug # 0.

Invece,
lil% f(u) esiste se e solo se a+ (3 > 2 (e in tal caso vale zero).
u—

Infatti, se a + 8 < 2, allora t,, —, 0 = f(ta2,tay) = [ta|*P72f(2,y) — +o0

se xy # 0 mentre f(t,x,t,y) =0se xy =0. Se a+ [ =2, f(t,z,t,y) = f(x,y).

" 5 2 5 atB 4 atB 4

Sea+8>2 flr,y) = ()" (o) @ +)7 < (@ +y)7 -0
se 22 +y* — 0.

Viceversa,  lim f(u)
|u|——+o00

esiste (ed in tal caso vale zero) se e solo se o+ (3 < 2:

se a+ (3 > 2, allora, per t, — +00, f(t,z,t,y) = 2 2f(z,y) — +oose xy # 0
mentre f(t,z,t,y) =0se xy =0. Se a+ =2, f(t,z,t,y) = f(x,y).

2 o 2 5 atf_q atB_q
Se a+ [ <2, f<x7y):($2:DTy2)2 (gcgyTyg)Q (2% +y?) 2 < (@P+yh) T =0
se 22 +y? — 4o00.



(ii)) Sia f(z,y) = xfizg se a?+y?#0.
Come sopra, lim f(u) = f(ug) Yuo # 0. Ed é anche lir% f(tu) = 0 Yu # 0.
uU—ug —
Tuttavia, }LILI(I) f(u) non esiste, perché f(x,z?) = % Questo fatto, insieme, ad esem-

pio, al fatto che f(0,y) =0, dice anche che  lim f(u) non esiste.

|u| =00

DEFINIZIONE (continuitd) Sia f:A—R, ACR" u€ A

f € continua in ug se lim f esiste e lim f = f(up), ovvero se

Ve>0, F0.: |lu—wl <o = |f(u)— f(u)| <e

f é continua in A  se é continua in ogni puntodi  A.  C(A) indichera
la classe delle funzioni continue in  A.

Proposizione 1 Sia f: A— R,ue A.  Allora
f écontinuain u < (U, €A, u,—,u = f(u,) — f(u))

Proposizione 2 Siano f,g: A — R,u € A.  Allora

(i) f,g continue in v = af + B¢ é continua in u Yo, 3 € R
(i) f, g continue inuw = fg é continua in u e 5 é continua in u se g(u) # 0
(iii) se f(A) C Be ¢: B— R é continua in f(u), allora ¢ o f é continua in u.

Ad esempio, i polinomi in 1, . . ., x, sono funzioni continue in R"*, exp(z?+y?)
¢ continua in R?, etc. Nell’esempio (ii), la funzione ¢ prolungabile con continuitd
in (0,0) (basta porre f(0,0) = 0), mentre nell’esempio (i), f é prolungabile con
continuita in (0,0) se e solo se a+ 3 > 2.

DEFINIZIONE (insiemi limitati, aperti, chiusi, compatti)

(i) B C R™é limitato se esister>0: BCD,
(i) O C R" é aperto se YueO Ir>0: D,(u)CO
(i) F C R"™ é chiuso se  F' é aperto

(ii) K C R" é compatto se ¢ chiuso e limitato

(iv) CCR"éconvesso se w,veC = tut+(l—thveC Vte|0,1]



PROPOSIZIONE 1
(i) F C R™ é chiuso & (w€F, up—ru = wuwelrk)
(ii) K CR"écompatto < (uweK = Ju,uekK: wy —u).

Prova. (i) =: w¢ F = Jr >0: D.(u) C F' mentre uy, € F N D,.(u)
definitivamente. <: Se u ¢ F, deve esistere 7 > 0 : D,(u) C F’, altrimenti
vk, 3 ukED%(u)ﬂF . MaukEFﬁD%(u) = u, —pu = u€kl.

(i) = wp=(Tpa,...,260) € K = supy|zg| <400 Vj=1,....,n =
ki, 3y, Ty —ixyperj=1,...,n = w —;u=(v1,...,2,) € K
perché K é chiuso.
<: Se K é non limitato, esiste uy € K con ||ug|| — +oo. Per ogni
estratta uy, é ugualmente vero che ||ug,|| —; +00 e quindi uy, non pué convergere
(sarebbe limitata !). Se K non é chiuso, esiste u ¢ K e u, € K con ux — u e quindi
ug non ha sottosuccessioni convergenti in K.

TEOREMA DI WEIERSTRASS Sia f € C(K), K C R"™ compatto.

Allora, J3 wu, weK: —o0 < i%ff = f(u), f(@ =supf < +o0
K

Prova. Sia  u, € K : f(u,) —, supg f.  Possiamo supporre, passando eventual-
mente ad una sottosuccessione, che  wu, — v per un u € K. Da f(u,) — f(u)
segue che  supy f = f(u) < +oc.

UNIFORME CONTINUITA f é uniformemente continua in A  sse
Ve>0,30>0: (u,ve K, |[lu—v|]|<d = |fu)—f(v)]<e)

(TEOREMA DI HEINE-CANTOR) f € C(K), K CR"  compatto

= [ é uniformemente continua in K.

Prova.  Semno, Jey >0, up, v, € K, ||tun — v, S%: |f(un) — fvn)] > €0 -
Passando eventualmente a sottosuccessioni, possiamo supporre che u,, — u, v, — v
per certi u,v € K. Per continuité: |lf(u) — f(v)] > €. Ma |ju—ov|] <

llu — unl|| + ||un — vn|| + ||vn —v|] VR = wu=wv, contraddizione.

Variante di Weierstrass Sia /' C R™ chiuso. Sia f € C(F) tale che

(i) (coecivitd) wu, € C,||uy|| —n +o0 = f(u,) —, +0

(ii) (semicontinuitd inferiore) wu, € C,u, —»u = liminf, f(u,) > f(u).
Allora 3 weC: f(g):i%ff.



Infatti, se u,, € C, f(u,) —n, irclf f, allora u,, é limitata in virtu della coercivitd, e

quindi si pué supporre, passando eventualmente ad una sottosuccessione, che u,, con-
verga a qualche u € C' (perché C ¢ chiuso). Da (ii) segue irclf f=1lim, f(u,) > f(u).



