AM120: Settimana 11
IL TEOREMA FONDAMENTALE DEL CALCOLO

Il Teorema Fondamentale del Calcolo 1.

Sia f é limitata e integrabile in [a,b], x¢ € [a,b]. La funzione
F(z) := / ft)dt
Zo
i) é definita e continua in [a, b]
ii) é derivabile in = € (a,b), se f é continua in z, ed in tal caso F'(z) = f(x)

Dimostrazione. Usando 'additivita dell’integrale, si ottiene

z+h

Flo+h) = F@)+ f@h+ [ [£(H) = f)dt

x

z+h

Siccome | [ [f(t) — f(x)]dt| < 2|h|sup |f| = O(h), F' é continua in .

z+h

Se f é continua in x, allora | [ [f(t)— f(z)]dt| < |h] sup |f(t)— f(z)| = o(|h])
z {t:t—a|<|h|

e quindi F' ¢ derivabile in = con F'(z) = f(z). Si pud quindi scrivere

d x
— t)dt =
= [ ryr = s@)
zo
in ogni punto x in cui f é continua.
Corollario.  Sia f continua in [a,b]. Allora f ¢ dotata di primitiva in (a,b).

NOTA . Se ¢, sono derivabili ed f é continua, allora

d o(x)
o | fdt = fle(2))¢' (@) — f((2))¢'(z)
Y(x)
e(x) p(x) P(z) e(x)
Basta infatti scrivere [ f(t)dt = [ f(t)dt — [ f(t)dte [ f(t)dt = F(p(z))
P(x) o o o

ed applicare la regola della catena.



TFC 2 (formula di Torricelli-Newton) .

Sia f € C(I), I intervallo aperto. Sia P’ = f in [a,b] C I. Allora
b
[r=Pl=1PO)-P@]  Vabcl

Dimostrazione. Sia F(x) = [f. Da F' = P’ in I, segue che F(z) — P(z) =

Q—xg

Fla) — P(a) = —P(a) Yz € I, e quindi f f = F(b) = P(b) — Pla).

Potremo quindi scrivere, per una funzione f € C'([a,b]),

b
daf
Lode = fIb
[ e = 11
Alcuni integrali immediati .
T T
of 5 dt = arctanz Of 117152 dt =sin"'e=7%—coslz, |z]<1
S t;+1 dt = sinh 'z =log(z +v22+1) z€R
0
J tgl_l dt = cosh™'z =log(x ++v22—1) ¥V 2> 1
1

La formula di integrazione per parti .

Siano f,g € C*([a,b]). Allora
b b
[1d =19t = [ 1g

b b
Dimostrazione. [ f¢' + f'g = [(fg) = fg|°.
ESEMPI di integrazione per parti: [sin?tdt = [cos’tdt — cosxsinz =
0 0

g’siHQtdt = L(xz —sinzcosx), g’cosztdt = 1(z +sinzcosx)

[sinh®tdt = — [cosh®tdt 4+ coshzsinhz =
0 0



Ofsinthdt = l(sinhzcoshz —z), Ofcoshztdt = 1(z + sinhz coshz)
[logtdt = —fdt + tlogt|f =1—z+zlogx

1

g’arctantdt = —f Trdt + tarctant|f = warctanz — §log(1 + 2?)

La formula di cambiamento di variabile .

Sia ¢ € C([a, B]). Sia f continua in [a,b] := {p(t) : t € [a, B]}. Allora

B e(B)
) JHe)(t)dt = (f f(x)d
Se di pitd ¢'(t) > 0 Vt € |o, 8] e quindi a = ¢(a), b = () allora

b ¢! (b)
it) [ f@)de = [ fle@)¢'(t) dt

a v~ 1(a)

3 B o) ©(t) ©(B)

Dimostrazione. if(go(t)) Q' (t) dt af(dt f flx)dx)dt = [ f|°P = [ f.

(o) o(a) e(a)
Se di pit ¢'(t) > 0 Vt € [o,[], e qumdl ¢ ¢ invertibile in [a, 8], posto

a = ¢(a), b= (), la formula i) si riscrive appunto come in ii)

f pari = f'(—z) =lim

ESEMPI di cambi di variabile

sin~ !

f\/l —2dt = (t:=sins) [ cos’sds=i(sin"'z+ 21— 2?)
0

0

cosh™ !z

f\/tZ —1dt = (t:=coshs) [ sinh®sds=
1

0
:%(x\/x2_1—cosh_1x>:%[x\/x2_1_10g<x+\/m)]
sinh~ ! g

f\/tQ +1dt = (t =:sinhs) [ cosh®sds = 3(zv1+ 2%+ sinh™'z) =
0

0

= 1zv1+ 22 + log(z + V1 + 22)]
Simmetrie e cambi di variabile negli integrali

Funzioni pari, dispari. Sia f derivabile in R. Si ha che

f(=z+h) - f(=7) Sl —h) - f(2) :
) h = “h =-/@




f(=z+h) = f(-x) —fle—h)+ f(x)

. . TR _ _
f dispari = f'(—x) }1113% A }lg% — f(z)
cioé, se f é pari (dispari) allora f’ é dispari (pari). Usando il cambio di variabile

t = —s, vediamo che vale anche il viceversa:

f € C(R) pari = F(z) = Off(t) dt é dispari (ed é anche I'unica primitiva dispari!).
In paricolare, f f=2 of f

f € C(R) dispari = F(z) = Off(t) dt é pari. In particolare, fa f=0.

Funzioni periodiche. Se f, derivabile in R, é T—periodica (cioé f(t+T) =
f(t) Vt),allora f’ é T-periodica:
f@+h) = f(z)

E naturale chiedersi se valga il viceversa. In effetti
Se f € C(R) é T-periodica, allora F(x) = ff(t) dt é T-periodica se e solo se

f f(t) dt =0 (le primitive di f sono T-periodiche se e solo se f é a media nulla).
Necessita : f f(t)dt = F(T)— F(0) =0. La sufficienza segue da
0

% xoij(t)dt - Off(t)dt = f(xr+T)— f(x) =0 e quindi

F(z +T) - F(z) = F(T) — F(0) = / F£(#) dt

Usando il cambio di variabile, ne diamo una prova senza ipotesi di continuita su f:

a+T a+T T a T
Posto t = T + s, risulta ff ff—i—ff(t)dt:ff—i—ff(T—i—s)ds:ff Ya
T a 0 0
e quindi
z+T x+T

[o-fosfr-fre]s

Esercizio. Provare, usando il cambio di variabile ¢ := s + 7, che

s ™

/Sithdt:/COSQtdtZ —

0 0
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Estensione della Torricelli-Newton ad intervalli illimitati

Se f € C([a,+00)) é non negativa, F(z) := [ f é, per 'additivitd e positivitd
dell’integrale, non decrescente, ed esiste quindi F'(400) := EIJP F(z). Ovviamente

F(400) = P(+00) — P(a) per ogni primitiva P di f in [a, +00).
Ci chiediamo, in primo luogo, se la formula (TN) é ancora vera (qualora f sia inte-

+0o0
grabile...), ovvero se si ha [ f = P(+00) — P(a). Come vedremo, questo ¢ vero (e,

se | f] é integrabile, sard quindi vero che F(z) = [ f* — [ f~ ha limite (finito) per

x tendente all’infinito, e vale (TN)).

Ci chiediamo quindi, in secondo luogo, se l'esistenza di tale limite (finito) comporti
I'integrabilita di f su [a,+00). La risposta a questa domanda sara si, se f > 0, ma
negativa in generale. Premettiamo il seguente

+00
Lemma. Sia f integrabile. Allora I 1f] 2es100 0

Prova. Sia I; tale che Y (sup;, |f]) ({;) < +oo. Eventualmente raffinando la
5 J

partizione I;, possiamo supporre che gli I; siano limitati e che I; N [n,400) sia
una partizione di [n,+00) per ogni n € N. Intanto, fissato ¢ > 0, 3Jj. tale che

> (sup|f|)I(I;) <e Sian>supl;, perj=1,...,7, equindi I; N[n,+o0) = 0
Jj>je I
se j=1,...,7.. Allora

+oo
J 1< 60 i) U0) < X (sup ) UT) < €
n J J '

Teorema 1. Sia f € C([a,+00)). Allora

(i) limx_>+oof|f\ < 400 = f éintegrabile in [a,400).

xT
(ii) f integrabile in [a,4+00) = esiste lim [ f (ma non viceversa!) e
T—+00 ¢

+oo T
J = [
Prova. (i) Come osservato,  — [ |f| é non decrescente e quindi esiste lim,_, o [ | f].
+o0 T ~+00 +o0 z
Da [ |fl =) f+ [ |f|l edal Lemma 1 segue che [ |f| = 1_131 I 11l

5



f*

Lo stesso argomento dice che f fte f f~ sono non decrescenti e hm f ft=

T

e quindi hmHﬂOJ f = limy oo f*—g f7)= J ft = af f Zf

a

T
f.
(ii) Sia I; partizione. Mostriamo che s(|f|X[a,+00); ;) < ll)rll [|f]- Siha

(R A R Ul KO R i 1

I;Cla,+o00 I;Cla,400) I;

Siccome i [ 0f] = / If] < xl_l}r_iloof|f| < 400, deduciamo che

J=1 Ijn[a,+o0) ur_; ([a,+00)N1;)
L(|f]) < +o0, e dunque, come sappiamo, |f| é integrabile, ed f é quindi integrabile.

Corollario 1.  f € C([a,+00)) ¢ iviintegrabile <« 1_131 [ 1fl < +oo.

Corollario 2. Se f € C'(R) é integrabile e P’ = f in R, allora
+0oo
/ f = P(+00) — P(—)

ESEMPI .

+oo
a) ({ L dt =lim, ,,arctant & = T

14¢2 2

+ood
b) L <400 & a>l1
1

“+o00 —+00 1
c e " =n! =1
) g bf (1) "

+

_135..(2n—1) 1 2 1

d) f 1+t2 ntl T T 24.2n g -2 2n11 + o<\/2n+1>

+

- _ T

e) g = o

Condizione di Cauchy per l’integrabilita.

+oo z
i) [ |fl <400 & Ve>0,3zc: 2. <11 <19 = fQ\f|§e

a

T T2
(ii) imy 40 [ f esiste finito & Ve > 0,3z, : zc <z <a9= | [ f|] <€
a x1



Prova. (i) Per il Corollario 1, Erjl J |f] < +4o0. La condizione di Cauchy perché
T

esista finito questo limite, é che, indicata [ ||f| = F(x), risulti  F(x9) — F(x;) =

Z2

[ fl <eperax. <z <.

z1

(ii) Come in (i), con F(x) :=

Q—y

f.

Teorema del Confronto.
. —+o00 oo
i) 3IR>a: |f(z)] <glz) V>R, [ g < +o0 = [ |f] < +o0

+o0 400
(i) IR>a: 0<g <f V>R, [ g=+o0 = [ f=+4oc0

+oo z £
Prova. (i) [ g < 400 & sup,s,[ g < +o0 = sup,s, [ |f| < +oo perché

£@] < g@)¥e = R = [Ifl = FI71+] 171 < [ 1£1+] g e quindi T 1] < +oc.
(ii) Analogo: +afoo g = too & supra;fc g = +too = supra;fc f = +oo
perché f < g per x grande e quindi J;foo |lf| = +o0
Dal Teorema del confronto e dall’Esempio b), seguono subito
Corollario A.
(i) IM,R>0,a>1: |f(z)] <X Vo >R = [ ¢integrabile in [a,+00)
(i) IM,R>0: [fz)] > X Va>R = +af°° f] = +oo

Corollario B: integrabilita e comportamento asintotico.
Sia f € C([a,+00). Allora
(i) Ja>1: 2%f(x)] 2400 ¢ < +00 = f integrabile in [a, +00).

(i) ol f @) aioe € > 0 5 [ 1] = oo



(i) Infatti, : 2% f ()| 22100 ¢ < 400 = |f(z)| < 2% per x > z.. Siccome

— |x‘a

a>1, f = fXwetoo) + Xjaz.] € integrabile in [a, +00). Analogamente per (ii).

APPENDICE

INTEGRAZIONE PER PARTI: FORMULE ITERATIVE

1. Se I,(x) := ft”et dt, é I,(z) = 2™e* — nl, ()
0

2. Se I,(x) := ft”e*t dt, é I(z) =nl, {(z) — 2"
0

3. Se Sy(z) := xsin”tdt, Cn(x) = fcos”tdt, é
0 0

Da cui la formula di Wallis:

™ 24 ...2n , 1 1
—_ = O -
2 [35...(271—1)] 2n+1+ (n>
5. Se I,(x) :== ({ ey dt ¢ Ins1(z) = 22 + ooy
ot 4 —n2p _ _t2
6.Se I,(x) := of e dt, é In(z) = "==1,_5 SERTEE:

Esecuzione dei calcoli:
1. [treldt = —n [t el + 2" | 2. [theldt =n [t"le ™t — g"e™®
0 0 0 0

3. [sin"tdt = [sin" 'tsintdt = (n — 1) [sin" 2t cos? tdt — sin" 'z cosx
0 0 0

= n [sin"tdt = (n — 1) [sin" 2 tdt — sin" ' wcosz . 4.: da 3.
0

0

r1 __fsd_ 1 t oo & z  _
5. E)f (A+e2)" dt = — gt%(uﬁ)n dt + (I+2)" 6= an[ (1+t2)”+1dt T T =
2”0f (1+152)n - (1+t%)”+1 = 2”!; Wdt =(2n— 1)0f (1+§2)n + (1+§:2)n'



Y Ry
6. In(z) = ({t dt[n(1+t2)%dt o f (1+12)2 pdt n(1+t2)2

Deduzione della Formula di Wallis. Sia S; := S;(7). Si ha

S2n - (]- - %)*9271—2 - (1 - %)(1 I 2)5271 4 =

(1= )= )1 Jsinttde = (1= 5)(1 - 55). (1= 13
(

Soni1 = (1 = 5257)Son1 =

g
1 : 1 1 1
(1= 5= 7)o (1= ) fintde = (1= Zp) (1 - 5hp) . (1= ).
. San San
POI, sinr <1= Sgn,1 > Sgn > S2n+1 = Sz _& > 5'2721_1 >1. Ma
Son—1 __ 2n+1 Sop  _ 35..(2n—1)35..2rn—1)(2n+1) « ST
Sont1  2n S2j+1 — T 24..9n 24 .on 5 € qulndl

Sz PP+ D5 21 eauindi 320+ 1 = 14 0()

L’integrale di Gauss

Calcolo , mediante la formula di Wallis, della formula :

—+00

(integrale di Gauss) / e de = \/;
0
Cominciamo con la diseguaglianza elementare
_ 1
(%) l—z <e™ < , Vo >0
14+
La diseguaglianza di sinistra, valida per x = 0, segue da %[e‘“”—(l—x)] = —e"+1>

0, Vx> 0. La diseguaglianza di destra, equivalente a x — log(1 + z) > 0, segue da
Ly —log(l+z)]=1-—7=>0, Vz>0.

Sostituendo x con z? in (x), elevando alla n ed integrando, si ottiene

+oo +0o0

; dx
/ 1—3: Vidr < / e dy < / VRt
J ; (L+a2)n

0



+oo
Effettuando il cambio di variabile x = ﬁ in [ e dz, otteniamo

0

+o0
VF/1—x”mm</' dt<f/1+x2
+ 1
(1+ac2 \/ o f

Inoltre, effettuando il cambio di variabile x = cost, otteniamo

Ricordiamo che

™

; 2 2...9n P 1

/(1 — o) dr = /Sin%“tdt = = + o(%

/ / 3...(2n+1) 2(2n+1)

)

ove |'ultima uguaglianza segue dalla formula di Wallis. Riassumendo:
“+oo

nm 2 1 [ 2nm
—_ 1) < / dt < = 1
dont oW S ;o= mr1 Tl
+00
Passando al limite per n tendente all’infinito si ottiene [ e dy = @

0

Formula di Taylor con il resto in forma integrale

Concludiamo con una estensione del Teorema del valor medio in forma integrale,
fornita dal Teorema Fondamentale del Calcolo: se ¢ € C*([0,1]),¢(1) = »(0) +

1
[ (t)dt = p(0) + ¢'(p.).
Sia ¢ € C*°(|0, 1]). Allora, per ogni naturale n, si ha

1

" (nfl)
(1) = p(0) + ¢ 0)+ S e E B T [ (),

Dimostrazione. Infatti, ¢(1) = p(0) + fg&’(t)dt: (%); é vera.
0

Supponiamo (%), vera. Mediante una integrazione per parti, otteniamo

Jacytoowar= - L [ e B0 o

— ) (n—1)

= = [ =0+ o (0)

Segue allora che (), é vera.
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