AM120: Settimana 12

INTEGRABILITA IN SENSO GENERALIZZATO
INTEGRALI IMPROPRI

x
Abbiamo visto che se f, continnua, é integrabile, allora lim, ,,., | f esiste ed é
a

o0 T
finito ed é uguale a [ f. Di converso, senza ipotesi di integrabilita su f, lim, ..o [ f
a a
non esisterd, in generale (ad es., f(z) = sinz). Infatti il limite per x tendente al-
xz T x

linfinitodi [ f = [ fT — [ f~ sard infinito o potrd non esistere affatto se una o
a a a

T

x
entrambe le funzioni [ f*, [ f~ divergono per z tendente all’infinito.
a a

x
Pué tuttavia accadere, pur se f non é integrabile, che lim, , . [ f esista ugual-
a

mente. Tale circostanza é oggetto della

x
Definizione . Se lim, ., [ f esiste finito f si dice integrabile in senso
a
improprio (o in senso generalizzato) e
+00

[ ]

a

é l'integrale improprio (o in senso generalizzato) di f su [a, +00) (abuso di linguag-
gio: f potrebbe non essere integrabile in [a, +00)!)

Integrabilita e integrabilita impropria.  Dal Teorema 1 segue:
f >0, allora f ¢ integrabile < f é integrabile in senso generalizzato
f integrabile = f integrabile in senso improprio ( ma non viceversa!)

Il fatto che l'integrabilita in senso generalizzato non implichi I'integrabilita ¢ il-
lustrato dai seguenti

CONTROESEMPIO 1. fx) = 5 0y m (2)

n=1 n

(funzione che vale % in [n —1,n) e zero in (—o0,0)).

() Ty | f = SF=E0
0



+o0
(ii) f non é integrabile su [0, 4+00), perché [ |f] = +oo
0

Verifica di (i):

3

n=1

/wf:7]f+/$f=[f:(_
0 0 (2]

(’[f] fl< ﬁ —rto00 01) e quindi

z +o00 —1)"
0 1 "
Verifica di (i): /] = S22 xin e quindi L(f) = 5% L = +oo.

CONTROESEMPIO 2. flz) = snz

)

¢ integrabile in senso generalzzato ma non ¢ integrabile:

+0o0
(i) |s1nt| dt +00
1

(i) limgsyoo f Sltit dt esiste finito.
1
Prova di (i). Sia [ :={z € [0,7] : sinz >1}, I,:=1+ (n—1)7. E

I(I,)=1(I) >0 YneNe ]%] > 5L Vz € I,. Dunque, per ogni n,

/ ‘@m > /anl,X,j(t)dt > l(I)Zl. —n 400

S m

Prova di (ii).

—dt = — dt —

|7 dt + cos1.
2
t / t t

T +oo
[ sint cost cost ., / cost

1

+o0
Infatti f |98t dt < +oo perché |95t < L e [ % < 400 e quindi esiste
1

/ cost i cost
lim dt = / dt
x—~+00 12 12

1



INTEGRALI IMPROPRI PER FUNZIONI NON LIMITATE

f, integrabile in [a, b— ] per ogni & piccolo, si dice integrabile in senso improprio
(o in senso generalizzato) in [a, b] se

z b z
lim / f esiste finito, e /f = lim / f

r—b— T—b—

é l'integrale improprio (o in senso generalizzato) di f su [a, b]

ESEMPI .
1
a) & < 4oo & a<1
+oo R VR
dx _ . dx _ 2dt
b) Of Tovs = T Infatti, 5f(1+$)‘/5 = \/fg Ty =
R

—+00
2(arctan\/5 — arctan VR) = of (1&% = lim(gﬁo(limRﬁJroogf(lJriﬁ) = .

0)  falw) =m0, ¢
1
assolutamente integrabile se v < 1, integrabilesea =1, e [|fs| =+o0osea > 1.
0

log2e
Infatti, effettuando il cambio log? t = z, I'integrale (su [¢, 1]) diventa [ %e(a‘l)ﬁdz.
0

Se a < 1, il decadimento esponenziale assicura assoluta integrabilita. Se av = 1, si

sin x

o
vede che il limite, per € che va a zero, esiste finito, mentre [ | NG |dx = 400 ( argo-
0

oo . 1
mentare come per [ *2£dxr). A maggior ragione, [ |f,| = 400 se a > 1.
0 0
Proposizione (condizione di Cauchy).
b T3
i) [ f] <40 & Ve>0,30.:b—0<xi<a2<b= [ |f] <e
a 2

b T
(i) [ f esiste & Ve>0,30:b-0<z <am<b= |[ f| <e
a 1

Dimostrazione. (i) E la condizione di Cauchy perché esista finito il limite, per
tendente a b da sinistra, di F'(z):= [ |f| giacché F(zy) — F(x1) = f2 |l
a X1
(i) Come in (i)



Teorema del Confronto.
b b
(i) 30 >0: [f(x)| <g(x) YVre[b—0,b), [g < +o0 = [|f] < 4+
b b
(i) 30 >0: f(x) >g(x) >0 Ve e[b—0,b), [g =40 = [|f| =+
Corollario A. Sia f integrabile in [a, x], Vz <b.
() IM, 6> 0, a<1: |f(z)| <; M Vaeb—4§,b) = féintegrabilein [a,b]

b
5 Yeeb—8b) = [If] = +oo

a

(i) 3IM,6> 0, ¢ |f(@)] = 24
Corollario B: integrabilitd e comportamento asintotico.
(i) Ja<1l: |z—=0*f(x)] 2204100 ¢ < 00 = f integrabile
.o +OO

(i) : (@ =0) f(@)] Zomt00 ¢ > 0 = [ [f| = +o0

INTEGRALI E SERIE

Dalla additivita dell’integrale:

+oo nt1 j+1 o+l
[ = 1= S [ur=x ] u
1 1 -7
j+1
cioé f é integrabile su [1,4+00) se e solo se la serie Z f | f| converge, e in tal caso
j=1j
+oo 400 ]J"l

/m Z/m

Analogamente, f é integrabile in senso generalizzato su [1,400) se e solo se la
. foo gl .
serie ., [ f converge, e in tal caso
Jj=1j

+00 g+l

/f—Z/f



Il caso di funzioni non negative e decrescenti

In questo paragrafo f é una funzione nonnegativa e non crescente in [1,400).

j+1
Per una tale funzione si ha che f(j+1) < [ f < f(j), Vj € N e quindi
J

+o0

Y ) < 4o & /f<+oo

J 1

ESEMPI

+oo
1. Sia  f(z) = &.  Siccome [ —dx < +oo se e solo se r > 1 la serie

1
(armonica generalizzata ) >, % converge se e solo se r > 1.

“+oo

2. J ﬁ < +00 se e solo se r > 1, e quindi la serie )
2

Tog % converge

1
7 n(logn)”
se e solo se r > 1.

1
La diseguaglianza f(j +1) < [ f < f(j), Vj € N implica che la serie
J
+o00 n+1
> < fn)— | f ) ¢ a termini positivi e converge. Infatti il suo resto n—esimo

1 n

+o00 n+1 400 ) )
= o= )< 8 6 -0+ =T +1) = foo) =o(1).

Jj=n n j=n

A partire dalla scrittura
n A
fO+ =3 (f) = [ 1]+ [ f@)da
Jj=1 i
si ottiene allora 1’espansione

JO) + .t fn) = [ f@)da ++;°° (f(n)— / f) + O(f(n+1) = f(c<))

n

Tale formula pud essere utilizzata per stimare:

I) la rapidita con cui diverge la somma parziale di una serie divergente
II) la rapidita con cui converge a zero il resto n-esimo di una serie convergente.



ESEMPI di I)

1. Fy>0: 1+5+...1 =logln+1) +7 + O(2)
+o0
(v == X (& — log ™) < +oo si chiama costante di Eulero-Mascheroni)
1
2. Je>0: X7y pem = logllog(n+ 1)] + ¢ + of1).
ntd
3. 3b>0: nl = 2 (b+O(L))

1

“+oo
(logh = 1+37— 21: n bf ((ijr?; Si pué provare che b = +/2m: formula di Stirling)

n+1
1. Sia f(z) = 1, cosicché 1+34... 4L = f()+...+f(n) = [ E+7+0(}) =
1
log(n+ 1)+ 7+ O(2).

2. Analogo ad 1., con f(x) = —

zlogx”
J+1 n
3. logn!=log2+...+logn =3~ (log(j + 1) — [ logtdt| + [logtdt =
j 1
=f()+...+ f(n—1) + nlogn —n + 1
z+1
ove f(z) == log(x +1) — [ logtdt = 1 — xzlog(1+ 1) >0,Vz > 0. E quindi

M+f()+tf(n-1)] 1"

e?’L

nl=ce

La tesi seguira dai seguenti fatti

(i)  f é decrescente a zero

(i) Y(z):= f(z) — i =0(4) per x— +oo.

Infatti, allora, f+...+fn—1)=
= Iy, + vt + 3 (f(n> -/ f) FO((n) =log Vi + ¢ + O()

n+1

ove ¢ = :fow(x)dx ++Zf:o (f(n) - f). Dunque

n"\/n 1
| = — Y pcft -
n! € (1+ O(n))

6



Prova di (i).  Dire che 1 — xlog(1 + 1) decresce a zero in [1,400) equivale a dire

log(1 .
che zlog(1+ i) cresce a 1, ovvero che, posto s = %, w decresce in [0, 1], ovvero

la sua derivata é negativa in [0, 1], ovvero 5(11+s) < bg(;;’s) Vs €€ [0,1].
. log(1+s : s S
Siccome % > 115 ins = 0e (log(l +s)) = 1%3 > s — T = ()

. log(1
concludiamo che @

T — +00.
Prova di (ii).  Usando lo sviluppo di Taylor per log(1+s) attorno a s = 0, troviamo

> 1%5 per ogni s € [0,1] e quindi f decresce a zero quando

log(1+s) s 1 s

e B OIS S0

1

ove (s) = O(s?). Ponendo s = <, troviamo appunto

f(:v)—i = 1—xlog(1+l) L w(l), @/}(1 !

2z 2 2w x
NOTA La formula di Taylor con il resto in forma integrale per log(1 + s)

9 1

log(1+s) = s—%+ 33/
0

(1-t)?
(g st

1
)

da, ponendo s =

w(e) = fa) - 5= [ L0

o / (x+1)3
j+1
Esempio di II) Sia f integrabile. Da f(j +1) < [ f < f(j), Vj € N segue
J

0 < [Xion f()] — +foo f < f(n). Se accade che f(n) = o(+fOO f) per n tendente

all’infinito, allora

400 +00
S Gy = [r+e[ D
jzn n n
ESEMPIO. Sia r > 1. Allora Yo, % = gopper + ©(77)



