AM2: Tracce delle lezioni-VIII Settimana

PRODOTTO DI CONVOLUZIONE

+o0
Siano f,g € C(R) tali che [ |f(y)g(z — y)|dy < +o0 Vz € R.  Allora é

definita per ogni x in R, la funzione :

(f*g)(x /frc— y)dy = /f (x—t)dt = (g= f)(z)

Tale operazione tra funzioni si chiama prodotto di convoluzione e la funzione f *x g é
detta, semplicemente, convoluzione tra f e g.

Che (f * g) sia uguale a (g * f) si vede subito effettuando il cambio di variabile
t=x—y.

NOTA. Se f,g € Cy, ovvero  suppf :={z: f(z) #0} ¢é compatto (e lo stes-
so vale per g), allora fxg é definita e sta in Cy (infatti supp(f*g) C supp f+suppg).

In particolare f * g é integrabile su R e c¢’é invertibilita nelle due integrazioni

successive ("Fubini’):
+o0

| (F+ 9 a)da =

—00

70 ( 70 U y>9(y>dy> dr = 70 ( 70 G y)g(y)dx) dy =
70 (g(y) ( 70 flz— y)dx) dy = 709(y)dy X 70 f(x— y)dx) dy =

—00 —00 —0o0 —0o0

( +/Oog(y)dy) x ( 70 f(t)dt>

— 00 —0o0

Regolarita di f = g. Dalla teoria degli integrali dipendenti da parametro segue che,
se per ogni & € R esiste he € C'(R) assolutamente integrabile in R ed esiste I,
intervallo centrato in &, tali che |f(y)g(z —y)| < |he(y)| Vo € I, Vy € R, allora
f+xgeCR).

Ad esempio, f *x g é continua se f é limitata e g assolutamente integrabile (o
viceversa); f % g é continua se f (oppure g) é a supporto compatto, perché,



se f é supportata dall’intervallo [—R, R], ovvero f(z) =0 V|z| > R, allora

le| <M, |y>R+M = |r—y|>R =flz—y)=0 =

1fx=y) g)| < 1 flloox—u+rym+r) 9(¥)] od anche
1f(y) g(z —y)| < ( sup |g(:t)|> |f ()] In particolare
|z|<M+R
cCl = fxgeC" e ﬂ(f>z< )(aj)—(f*@)(a:) Vi <k
g 0 g dui g = Az S
@’ < )
9@ =l = sup 19"(@)| X[~ (ran).m01) f(Y)

C’¢é quindi equidominatezza, ed allora si pud derivare quanto si pué sotto segno di
integrale e ottenere

dj +oo +o0 djg
ya Zo FW)gla —y)dy = Zo £(6) 75 (@ = t)dy

Esercizio. Provare che se f € Cy e p € un polinomio di grado n, allora f *p é un
polinomio di grado n.

Scriviamo p(x —y) = 0o an(r — y)* = S7_ br(y)2* e quindi

(f*p)(x /f dy—Z(/f )bk (y dy)

Diseguaglianza di Young  Siano f,g € C(R) e tali che per ogni n € N esista
h, € C(R) assolutamente integrabile in R tale che |f(W)g(z —y)| < haly) Vz €
[—n,n],Vy € R. Allora

[ owiar< [ 15wl [ i

Da Fubini: ff; <Jk]‘€ A y)g(y)!dy> dv = fk; <}; |f (2~ y)g(y)\dx> dy =
I (19601 F 1560 = tae) dy < § (1) T 156 =l ) ay <

s( / |g<y>|dy> ( |f<x>|dx)
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Siccome

+oo —k +oo
/ |f(x —y)g(y)|dy + / |f(z —y)g(y)ldy < / hndy + / hn(Y)dy —k—s00 O

k
ovvero Iy(z) :== [ |f(z —y)g(y)|dy converge uniformemente in [—n,n| alla funzione

+oo
[ 1f(z—y)g(y)|dy , si pud passare al limite sotto segno di integrale e ottenere che

/:(/fx dy) xﬁk%w/(/ (=) |dy>

e quindi

[t < / me— ”dy) R (/ Y dy)

(fu) (To)

REGOLARIZZAZIONE PER CONVOLUZIONE

“+o0o
Sia el 9>0, [ ox)dr =1 (¢ nucleo regolarizzante).
Sia  pc(x) = Lp(2). (successione regolarizzante)
Sia f continua. Allora fxpe—c0 f uniformemente sui limitati.

Infatti, () =0 se |z| > e, +foo<,06(x —y)dy = 1, e quindi x € Br =
1@) = (Fred@] = | [ faheda -y dy— T f@ede - ) dy| <

[ 1@ = f@lede —y)dy < sup|f(@) = [ =00

perché f é uniformemente continua in [R — ¢, R+ €.



Un’applicazione: Il Teorema di aprossimazione di Weierstrass. Sia

f € C(R). Allora, per ogni R > 0 esiste una successione di polinomi che converge

uniformemente ad f in [—%, &].

Indichiamo ancora con f un prolungamento continuo di f a tutto R, tale che
f=0 fuoridi [-3R,2R]. Sia

R

pult) = (R* — £2)" ey = (I (R — 2] dr)
-R
, R 1
E _fR[Rz — 2] dt = R+l ({(1 — §2)"ds = R¥H1 2(277;“) + o(\/lﬁ)} Dunque
R R
Cn [ pn(t)dt =1, Cr = %g)ﬁ) Inoltre Vo >0: ¢, [ pu(t)dt —, 0.

R 0

2
5 R

B

R 2
Infatti  [(R? — )" dt = R*+! f( s2)"ds < R¥7H(1 — &) = R?Hlo (L),
J
R

2
§R

Sia pn<x> L= Cnf ( )QOn(l’ y) dy7 |l’| S %

2R
3R

Come osservato, i p, sono polonomi. Resta dunque da provare la uniforme con-

vergenza di p, a f in [_% g]

Datoe > 0,siad =0 [t| <o = |f(z—1t)— f(x)] <e Poi,

= o= 1@ =al [ et~ [ el <

mfg R
<o [, 1=t @)l pult)dt + e, suprm/ o0yt [, nlt)di] <

0
<o [ puttyitr2sup|fle |

R
dt+/ t)dt]+2 sup \f]cn/l op(t)dt <
R

5 R
<ce [ ealt)dt+6swlf] c, /1 () dt
_ R
perché |:E]§§ = —Rﬁaz—%Rﬁ—éR, %RSQ?—F%RSR.
Dunque  supj, <1 lpn(x) — f(x)] <€ + o(1) e quindi

lim Sup,, [ Sup|:c\ 1 |pn(l‘) - f(l')| ] <e¢ Ve > 0.

3



