AMZ210: Esercizil
INTEGRAZIONE PER PARTI: FORMULE ITERATIVE
Un esempio di integrazione per parti iterata:
Josinte™dt = — [ ae”“ costdt + (—coste™ ™) |7 = —a g e costdt+e T +1
Jo coste™ ™ dt = a ;e sintdt +e “sint|] = afy e “sint dt.

Dunque [y sinte ®dt = —a® [Jsinte dt + (e™* +1) e quindi

6—(17T + 1

/ sinte % dt =
0 1+ a?

Stabiliamo ora alcune utili formule iterative:

1. Se F,(z) := [y t"e " dt, é F.(z) = nF,_4(x) —z"e™®

2. Se S,(x) = [y sin"tdt, é Sp(z) = (1=1)S, 5 —Lsin" "z cosw
3. Se Cp(x) := [y cos™tdt, é Co(z) = (1=1)Cp g+ 2 cos™ !z sinz
4. Se I,(z) == [y TQ)"’ é Ly = %21, + I
Esecuzione dei calcoli: 1. [Ftretdt=mnft" et + 2"

2. [ysin"tdt = [§sin" T tsintdt = (n—1) [} sin™ * ¢ cos? tdt—sin" 'z cos x
T T
n/ sin"tdt = (n— 1)/ sin"?tdt — sin" 'zcosx
0 0

3. Come in 2).

4 fy 1+t2)" = —Jot dt 1+752)ndth 1+t2 =6 = 2nJy 1+t2 w1 dt + 1+:v2) -
2n f(ﬂ(lJrth)" N (1+t2)"+1] dt + e =
z t z t T
2 / —dt = 2n — 1 / ——dt + ——.
n 0 (1+t2)n+1 ( n ) 0 (1+t2)n + (1+x2>n

Presoin 2) =7, siha S, = 5,(5) = fog sin”tdt = "=+ 5,5 e quindi



2 w 2n — 1! 2 2n!!
Sn:=/2 n*tdt = - o —— Son ::/ in*"*tdt =
2 o o0 9 opn 0 ATy oW on + 11!
ove 2n—11:=1x3x...x(2n—-1), 2nll == 2x4x...x2n
(n!!,  sopra definito per n dispari, pari, viene chiamato  semifattoriale).
. . T 2ol 5, 1 1
La formula di Wallis 5 = [Qn — 1”] ot 1 + O(ﬁ)

Prova: 0 < sinz <1 Vzel[0,5] = 5,254 = S;Hi > g >

San—1 __ 2n+1 Son  _ 2n—112n+1Il 7
Da Sont1  2n ? Sont1 200l 2nll 2 segue

bl > 2 U2(2n + 1)2 > 1 equindi Z(2n+ 1)[2H]2 =14+ 0(2)

2n 2n ! 2n!!

NOTA. Wallis = ;2% = /2 +1)[5 + O(L)] = /"= (1+0(}) =

2n—1!

2n!! T 1 m 2n — 1 T
—— = |+ O(— ="+ 0
2n + 11! 2(2n +1) - (n%)’ 2 2n!! 2(2n+1) + O

Proviamo infine, come applicazione dell’integrazione per parti, la

Formula di Taylor con resto integrale . Sia ¢ € C*°([0,1]). Allora,

At O gy [t g (@),

Dimostrazione. (T); é il TFC: ¢(1) = ¢(0) + [y ' (t)dt. (T); si ottiene da (T),
mediante una integrazione per parti :

[ = [[a-ogwda - -0 = [ (1= dt + &0)

Analogamente, (T),41 segue da (7'),, mediante integrazione per parti:

©(1) = ¢(0) +

1
(n—1)!

1 1 1
[ de = [ = G @) e o0

nl




Richiami sugli integrali impropri. Integrazione su intervalli illimitati

Sia f integrabile in [a,z] V& > a. Se lim, 1 [ f esiste

o zhm/f

a T——+00

si dice integrale improprio (o in senso generalizzato) di f su [a, +00).
Se tale limite é finito, f si dice a integrale convergente (o integrabile in senso
generalizzato) su [a, +00)

In generale, lim, ;1 [ f non esiste (ad esempio, se f(z) = sinz) e non ha
quindi significato in generale la scrittura [;*> f. Tuttavia, se f é non negativa, da
= fr+ I f>Jyf sex<y seguechelim, , . [ f esiste sempre,
finito od infinito, e quindi é sempre definito

+OO :hm/f

a T—+00

L’integrabilita per funzioni non negative si potra scrivere nella forma

400
f < 4+
+oo dt
UN ESEMPIO FONDAMENTALE : / = < 40 & a>1
1 (6%
Infatti, o #1 = [f£ = (27 —-1) 544100 =7 se @ > 1 men-
tre ﬁ(mlfa—l) — +o0ose a < 1. Infine, per & = 1si ha [ ‘it logz =4 4100 +00
ALTRI ESEMPI
+oo T
1) 0 1+t2 dt = 3
2) o ane® = nl
+o00 tn—l _ l
3) 0 (1+t2)'n;2 dt n
too  d T 1
) 5 g = Jame O(rg)



Esecuzione dei calcoli.

+o00 1
1) 0 1+¢2

dt = lim,_, 4 arctant [§ =

2) Sian=1  [ytetdt = [ etdt — xe™" =100 1.

Poi, da

400
" temt dt

X X
/0 thetdt = n/o t"leTtdt — 2" e Spiee n/o

segue
+o0 _ o0 1 ¢
/ t”etdt:n/ t"re Tt dt = n!
0 0

3) Posto t = sinhs siha
T tn—l
0 (1+1¢2) =2

1 sinhs. . nh—t)
— [ I" lo

S g
cosh s ds " cosh s n ~cosh s

/sinh—lz sinh™ !5 p /sinh‘lfﬂ sinhs, , d sinhs
- ds = —_—
0 cosh"t s 0

T 1

1
N DE— — o —

4) Sian=1 [f5 (1f:2)2 = % Iy (1_?_22) + 2(1f_z2) —ao—to0 %%

Poi, da

/Z dt _ 2n-—1 /I dt n x
o (T+¢)ntt —  2n Jo (1+2)» = 2n(l+ 22"

2n—1 [too dt
—rotoo o /0 (17

2n + t2)n
segue
/+°° dt _2n—1/+0° dt _2n—1!!7T_ T +O<1)
o (I+e)tt T 2n Joo (142 20l 2 \22n+1) ni
Alternativamente, posto t = tan s, si ottiene: o (Ht‘éﬁ = fog cos?" s ds



+oo
L'INTEGRALE DI GAUSS: / e dy — ‘/;
0

Il calcolo dell’integrale di Gauss si pud effettuare utilizzando la formula di Wallis.

Cominciamo con la diseguaglianza elementare

1
* l—z < e < Vo >0
(*) z<et S g, Va2
La diseguaglianza di sinistra, valida per x = 0, segue da & [e™*—(1—z)] = —e *+1 >

0, Va > 0. La diseguaglianza di destra, equivalente a x — log(1 + z) > 0, segue da

Lz —log(l+2z)=1-15>0, Vz>0.

2

Sostituendo = con z* in (x), elevando alla n ed integrando, si ottiene

1 +o0 5 +o00 d
/ (1 —2*)"dr < / e " dr < / @
0 0 o (I+=z2)n

Effettuando il cambio di variabile == -t in [ e "*"dz, otteniamo

1 +o0o +o0o d
\/ﬁ/ (1 —mg)"dx < / e dt < \/ﬁ/ (a:
0 0 0

1+ z2)n

. . +oo  dx _ 1 2m 1
Ricordiamo che 0 Grarr = 3V a1 T O(\/g)'

Inoltre, effettuando il cambio di variabile x = cost, otteniamo

3 2nll T 1

1
1—a2%)"d 2/2 in®" e dt = = o —=
/0( v)ide = ) sin on + 111 santn TR

ove l'ultima uguaglianza segue dalla formula di Wallis. Riassumendo:

nmw +oo 2 1 2nm
o 1 </ P < = 1
donty TS erds gy o)

Passando al limite per n tendente all'infinito si ottiene [, e™** do = YT,




Condizioni di integrabilita.

Criterio del Confronto Siano f,g integrabili in [a,2] V 2 >a,g > 0.
Allora

(i) IR>a: |f(z) < glz) Vo =R, [[¥ g < +o0 =  [[7f] < 400
(i) IR>a: 0<g <|f| Vo2 R, [/ g =400 = [/ |f] = +o0
Infatti: (1) 7 |f] < LU+ JR% g Yo (i) Jg |f] 2 J& 9 —eoioo +00
Corollario .

i) IM,R>0,a>1: 0 < [fl(z) < X Va>R = ['|f] < 400

(i) IM,R>0: [fl(z) > Y, V2>R = [ |f] = +o0

Integrabilita e comportamento asintotico.

(1) Ja>1: 29f(2)] 2ssie ¢ < 400 = [FP|f] < 40

(i) 2|f(2)] Zomiec € >0 = [T7|f] = 400

I criteri sopra esposti sono infatti criteri di

Assoluta integrabilita Sia f integrabile in [a,z] Vax > a. f si dice
assolutamente integrabile su [a, +00) se
+oo
/ |f] < +o0

La rilevanza dei criteri di confronto é descritta in particolare dal fatto seguente

L’assoluta integrabilita implica I’ integrabilita

/:00|f|<+oo = 3 /+oof

a

Questo fatto é a sua volta una conseguenza del

Criterio di Cauchy. Sia f integrabile in [a,x2] Vx> a. Allora

+oo x
= / f e Me>0, Jzc: 2. <11 < 399 = |/2f|§e)
a 1

6



che altro non é che la condizione di Cauchy perché esista finito il limite, per x
tendente all'infinito, di F'(z) := [ f. Infatti : F(xy) — F(x1) = ;7 f.

Ed allora, se [ |f| < +oo, e quindi [ |f| soddisfa la condizione di Cauchy,
anche  [; f soddisfa la condizione di Cauchy, dato che | [;7 f| < | [;7 [f] |

NOTA. Una f pud essere integrabile senza essere assolutamente inte-
grabile:
CONTROESEMPIO 1. Fx) = 35 CE vy (2)

n=1 n

(funzione che vale % in [n —1,n) e zero in (—o0,0)).

) “+00 )
@ [ = oo ) 11 -
Infatti:  (7) I5fl = fom Ifl = 23:1% —z—stoo ETOO% = +0o0

@) Jof =0+ =Sl E s S EY

perché U[i] fl< %[w} oo 0.
CONTROESEMPIO 2. flt) = L;lt
+o0 int N ;
) /1 |¥| di = +oo, (i) mgﬁloo ) %dt esiste finito

Prova di (i).

T gin sint smt no2
T Z/_w' |d>z/ dt = 30 = sy +00

k=2

Prova di (ii).

zsint T cost cost . oo cost
A e A |
1t 1t t 1 12

Infatti ;"> |95t dt < +oo  perché |95t < % e [ fzt < 400.




