AM210: Esercizi 2

Integrali impropri: esercizi

Discutere la convergenza dei seguenti integrali ed eventualmente calcolarli.
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Gli integrali 1-7 sono assolutamente convergenti: gli integrandi sono
continui nei rispettivi intervalli di integrazione e vanno a zero per x tendente all’in-
finito, in 1-4 come i con, rispettivamente, p = 2, 3, 3, 2, mentre in 5-6-7 decadono

in modo esponenmale. Effettuiamo ora il calcolo.

M x _ 1
1. f2 W f2 ( \/3327) d.fC _[7M2—3 — 1] _>M—>+OO 1.
2. f1Mﬁdx = M %_ Tz dv = logﬁ [ a0 log V2.
3. flM ﬁ dx = fl 1—|—3j + 1 1‘ dﬂf = [logm - %]{W —>M—>+OO 1 - 10g2

4. Posto 42 +1=t, siha [ —E—dr =1 Fopsdr = 1
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5. Siccome l'integrale é convergente, basta calcolare, per esempio,
2k
lim e " sinzdx
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Integrando due volte per parti, troviamo
2km 2km 2km
/ e " sinxdr = / e ® cosxdr = —/ e sinz dr + (1 —e 27)
0 0 0
e quindi
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6-7. Intanto, 1 =:[® e ®dr = [;7® e® sin’x + [;F* e cos? z dx.
Poi, integrando due volte per parti, troviamo

+oo +o0 +oo
/ e sin®x dx :/ e * sin(2x) dx =2 / e " cos(2x) dx
0 0 0

Siccome cos(2z) = 1 — 2sin*z  deduciamo
+oo 2 +oo 3
/ e sinxdr == / e Tcos?rdr = -
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In 8-10 il criterio asintotico é insufficente e occorre argomentare diretta-
mente:
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10. Integrando per parti,

kT gin® kw1 ) kr dx km sin 2x
dx = 2—(x—smx cosx)dr = — — dr —pio0 +00
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perché fgoo |Sm"§x§°”| dx < f 2962 dr < 4o00.
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Od anche: / dx > Z / sinzdr = Z — —ktoo T0OO
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Discutere ora la convergenza/assoluta convergenza dei seguenti integrali:

+oo0 1 — 4si +o00 +o0
1. / S oeme dr, 2. / sin. dr 3. / sin x® dx,
2 ¥4\ Tz 0

+oo +o0 4 +oo
4./ sin(e®) dx, 5. / x sinz® dxr 6. / sin(log z) dx
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1—4sinx 5 +0o |1—4sinz : : :
| el S = 5 P iy |dx < 400 per il criterio del confronto.

2. Se a > 1, I'integrale é assolutamente convergente per il criterio del confronto.



Sia 0 < o« < 1. Integrando per parti,

M gin x M coszx cos M oo cosx
dr = —« dr — M stoo —Q dx

Es T x  gpotl Me Fs rotl
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ove l'ultimo integrale converge perché « + 1 > 1. Tuttavia la convergenza non é
assoluta: R dy > [0 |ERE ) dy = 4o0.

Se a = 0, 'integrale non converge. Se a <0, § :=—a > 0, siha

(2k+1) (2k+1)r
/ P sing de > (2kr)? / sine dr = 2(2k7)° =400 +00
2

km 2km
2km 2km
/ Psinzdr < [(2k—1)m))? / sinzdr = —2[(2k—1)m)]’ —4oi00 —00
(2k—1)m (2k—1)7

Dunque, sea < 0, [2°°51Zdz non esiste.
P) x
3. Per a = 0 I'integrale non converge. Per a >0, posto z% =1t, siottiene
Mo M sint
sinz®dr = —
0 tl—*
che, come visto, converge (ma non assolutamente!) se e solo se a > 1.

Infine, se a < 0, sinz® si comporta come z% per x grande, e quindi 'integrale
converge (infatti assolutamente) se e solo se a < —1.

4.  Posto e® = t, si ottiene [;F¥sin(e®) do =
non assolutamente!).

+ int
i

dt che converge (ma

5. Posto z* =t, si ha

+0oo 1 too sint
/ rsinzgtdey = = —dt
0

4 Jo Vit

che, come visto, converge (ma non assolutamente!).

6. Posto logx =t, siottiene [Msin(logz)ds = DlogM el sintdt. Dopo
due integrazioni per parti si trova

2km

2]{?7‘(’ 1 J— 6
/ el sintdt = — ks too —O0
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INTEGRALI IMPROPRI

INTEGRAZIONE DI FUNZIONI NON LIMITATE

Definizione Sia f integrabile in [a,2] V2 < b
lim, - [ f esiste

SUpjp |f| = +o0o. Se
/f lim /mf

r—b—

si dice integrale improprio (o in senso generalizzato) di f su [a,b].

Se tale limite é finito, f si dice a integrale convergente (o integrabile in senso
improprio o generalizzato) su |a, b]

Definizione analoga se f, integrabile in [z, b], Y > a, é non limitata attorno ad a
NOTA. In generale, lim, - [ f
ze[-20)

in 1
JT2 Tt dt =

non esistera.

Ad esempio, se
_1 L
— [=* sinTdr = cos ~, non ha limite per x tendente a 0~
2

1
UN ESEMPIO FONDAMENTALE : dt

; é convergente < a <1
0 «
Infatti a #1 = [[o4 =

(1_$ a) 720
T (1—-2'"*) - 4oose a > 1. Inﬁne per a = 1 siha [,

. Sea < 1 mentre
! &t = —logz —r40- +00.

Definizione Sia 2y € (a,b), f integrabile in [a,xo — J], [xo + d,b], VI >0
piccolo e supy, |f| = +o0. Diremo che f é integrabile (in senso improprio)
in [a,b] seesolose f éintegrabile (in senso improprio) in
e in tal caso

[o=f"re ]

sard I'integrale improprio di f in [a, 0]

la,zo] edin [xg,D]

Diremo anche che f ha in 2y una singolarita integrabile.
Ovvia la definizione di [° f se f ha in [a, b] solo singolarit4 integrabili
ESEMPIO.

xo é una singolaritd integrabile per f(z) =
Infatti, posto

1
t=x—1x9 ,siha

Wseesolosea<1.

/$o+1 dz /1 dt
:to+(5 - )

|x — zo|® 1o



In particolare, le singolarita delle funzioni razionali sono non integrabili.

Definizione Se f:R — R, ¢ integrabile (anche solo in senso improprio)

in ogni intervallo limitato, diremo che f é integrabile in senso generalizzato

su R se esistono 0+°° fo=lm, o J§ f € f?oo fo=lim,_,_ ff f e

scriveremo
“+oco +o0 “+o00
Jor= e
—00 0 0

Se I é un intervallo illimitato, aperto o chiuso, la definizione di integrabilita in
senso improprio su [ si da in modo analogo.

Esempi.

1 [ e?ds = [ e de + [° e de = /7.

_ . 2 _
N 1+$) = m. Infatti, posto t = s, f i 1+t) = fﬁ < 1+52)
2(arctan 1 —arctan) —,0- 5 € 2[1‘/9E S(lc_lfSQ) —ostoo -

Definizione di assoluta integrabilitd. Se |f| ¢ integrabile (in senso im-
proprio) sull’intervallo I, f si dice assolutamente integrabile su I.

NOTA Se f é integrabile in ogni [a,b] C I, [ intervallo aperto, limitato od

illimitato, é
sup [ b
[ = sw ]
inf I [a,b]CI Ja

e quindi 2! |f| esiste sempre, finito od infinito.  L’assoluta integrabilité

potra scriversi nella forma

1
ESEMPIO /dt<+oo(:)a<1

Condizioni di integrabilita.
Criterio del Confronto Siano f, g integrabili in [a,z] ¥V = < b. Allora

() /(@) < lg@)| Veelab), 219l < +o0 =  [0If] < 4o



(i) lgl <Ifl Yeelab), J;lgl = +oo = [ Ifl = +oo

Infattic () J7 |f] < 2 lgl Vo€ lab) i) ST IF] 2 J7 lgl —amy 4o
Corollario .

i) IM >0, a>1: 0 < [fl(x) < ﬁ Vzela,b) = [P|f] < +oo

(i) IM > 0: |fl(x) = 2L, Vaelob) = [ 1f] = +oo
Integrabilita e comportamento asintotico.

() 3a>1: [2—bf()] 2 ¢ < 400 = JPIf] < +oc

() 2= bIf@)] —asp ¢ >0 = JPIf] = +oo

I criteri sopra esposti sono infatti criteri di assoluta integrabilita.
La rilevanza dei criteri di confronto é descritta in particolare dal fatto seguente

L’assoluta integrabilita implica I’ integrabilita
b b
/ |lf| < 400 = 3 / f
Questo fatto é a sua volta una conseguenza del

Criterio di Cauchy. Sia f integrabile in [a,x] Vx <b. Allora

b T
3 /f & (Vex>0, 3z x < a1 < 29 <b = |/2f]§6)
a z1

che altro non é che la condizione di Cauchy perché esista finito il limite, per x
tendente a b=, di F(z):= [ f. Infatti : F(xo) — F(z1) = [;7 f.

Ed allora,se [ |f| < +o0, equindi [ |f| soddisfala condizione di Cauchy,
anche [ f soddisfa la condizione di Cauchy, dato che | [* f| < | [;Z |f] |

NOTA. Una f pud essere integrabile senza essere assolutamente integrabile.

Sia, ad esempio, f(t) = % sin%, t € (0,1]. Posto % = s, troviamo
11 1 + sins +o° sin s
V€ (0,1): / —sin—dt:/ ds —, o+ / s
z T t 1 S 1 S



’s 191 ;01 __ 100 |sins _
Dunque l'integrale converge, ma [y |3 sin | dt = [ [¥*[ds = +o0.

Esercizi. Discutere la convergenza dei seguenti integrali, ed eventualmente cal-
colarli.

1 dx +oo ging
— 2. / —dx 3. / P11 —2) dx, p,qg>0
/_1 V1—2a? —o |1 — 22| ) P

+o0 d 1 10 -+
4, / 2 pg>0 5 / 6. [ log(1 + /l«))
xPlog? x cos T -1 esinr — ]

B : ! z" ! e n
7. /0 log(sinx) dx 8. /0 ﬁdl’ 9. /ch log"zdr, neN
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1. La funzione \/ﬁ ha due singolarita di ordlne = e quindi integrabili, in

z=112=-1 Siha: [!] i = arcsinz |1, = 7

2. f+°° Bin - dr = — f+°° % dr  Dunque I'integrale é convergente e, per
-1

disparita, vale zero. Ma, facilmente, la convergenza non é assoluta!

3. La funzione f(z) := xP~' (1 —2)7! ¢ continua in [0,1] se p,q > 1.
Sep <1, f haunasingolaritda in x =0, che é integrabile sse p > 0.
Seq<1, f haunasingolaritd in x =1, che é integrabile sse ¢ > 0.
Dunque l'integrale converge sse p,q > 0.

1
zPlog? x
logz = ©—1 + o(Jz — 1|) per z vicino ad 1) e quindi I'integrale diverge se ¢ > 1.

Sia quindi ¢ < 1: in tal caso la singolaritd in x =1 ¢ integrabile.

4. La funzione ha in = 1 una singolaritd di ordine ¢ (infatti

Se p>1,¢ TlogTs < o per x > e, e quindil integrale converge.
400 d _ (logl—d + _
Infine, p< 1 = [ xplogqx > ) xlog‘?m = 1iqw)|1°° = +o0.

Dunque l'integrale converge sse ¢<1lep>1.

5. Siccome cosx va a zero come 1 —x per x Che tende a 7, la funzione

1
cos T

ha in # = 7 una singolaritd non integrabile: fo = +o00.

Cos T



6. Siccome log(1 +\/ ||) \/>x| + of \/ |z]), e —1 = x+o(xr) perx
g(l—l—\/—x |

eblﬂ r__1

vicino a 0, la funzione | ¢ in x = 0 un infinito di ordine % ed ¢ quindi

assolutamente integrabile: [ |log H\/m' ]da: < Ho0.

eﬁln r_1

7. Intanto fog |log(sinx)| dz < fog (|log(22)| + |logz|) dz < +oo0.
Calcolo dell’integrale: posto x =2t, siha

/5 log(sinz) dr = 2/Z log(sin 2t) dt = glogQ + 2/Z log(sint) + log(cost) dt
0 0 0

Ora, siccome cost = sin(g — t), posto s=7% — t otteniamo

2
s

/Z log(cost)dt = /Z log(sin(g —t))dt = — /4 log(sins) ds = /5 log(sin s) ds
0 0 s us

2 4

e quindi

WP

/ log(sinz) de = g log2 + 2/5 log(sinz) dx
0 0

e quindi

jus

/2 log(sinx) de = —g log 2
0

8. La funzione == ha singolaritd integrabiliin z =1,2 = -1 ed ¢ quindi

integrabile in [0,1].  Poi, posto x = sint, siha

/1 7y /s "y dt
— Al = 1mn
0 V1 —2x2 0

9. fol x® log" x dr converge sse o > —1.
Calcoliamo I, = [y x® log"xdr, a> —1.
Intanto, integrando per parti,

1
A e rEa e
Poi, di nuovo integrando per parti,
I, = /1 .raﬂwdx = —(a+1) /1 x“wdaz
0 x 0 n+1
e quindi
PP e A U L A | U LIy
a+1 (a+1)2 (a4 1)n
(—1)™*1 (n+ 1)
T (a2



