AM2 2010-11: Tracce delle lezioni- III Settimana

DEFINIZIONE ( di limite) ~ Sia f: A—» R, ACR" Sia B.(u)=
B(u) \ {u}. Sia ug tale che  B,(up) N A é non vuoto Vr >0.  Allora

lim f =1 & (Ve>0, 30.>0: ue AN By (ug) = |f(u) =1 <e)

uU—uQ

lim f =400 & (VM >0, 30.>0: u€ ANB;s, (ug) = flu)> M)

uU—ruQ

Se B/ N A énon vuoto per ogni r > 0, allora

lim f=1<« (Ve>0, dR.>0: uecA, ||[ul|>R=|f(u)—1]<e)

|lul|—=+o00

lim f =400 & (VM >0, 3Ry >0: uecA, ||ul| >Ry = f(u) > M)

|[u]|—=+o00

NOTA. Come per le funzioni di una variabile si vede facilmente che
(i) f halimite [ per u tendente a uy (Ju| tendente a +0o0) &
(un € A, up # ug, up —uy (Jup| = +00) = flu,) — 1)

(ii) (Cauchy) f ha limite finito | per u tendente a ug &

(Ve >0, 36.>0: u,ve€ AN By (ug) = |f(u)—f(v)] <e)
f halimite | per |u| tendente a +o00 &
(Ve >0, 3R.>0: w,v€A, |ul,|lv]|>R = |f(u)—f(v)] <e)

ESEMPI. (i) Sia f(x,y) = 5% se a?+y? #0.

x2+y2

Dalla NOTA-(i) si vede subito che lim f(u) = f(ug) Yuo #0.  Invece,

u—uQ

. . . ‘ _ ay
}gr(l) flu) e |u|li>r£rloof(u) non esistono:  f(tz, ty) = i

(ii) Sia f(z,y) = xi’;g se 2%+ y? # 0. Come sopra, lim flu) =
uU—ruQ

fug) Yug #0. Ed é anche igr%)f(u) = 0: ’ﬁiﬁyﬂ < ol < \/a:QTy;
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Poi, | |lim f(u) non esiste: f(z,2) = § =4 400 £00 .
u|—+00
y n
(signx)oo e quindi arctan 7 R (signx)F. Poi, siccome f(x,/|z|) = (signz)F, la f
non ha limite al tendere di (z,y) a (0,0) .

(iii) Sia f(z,y) = arctan % se y # 0. Se x,, - = # 0 e y, — 0 allora i



SPAZI METRICI: ELEMENTI DI TOPOLOGIA

Sia (X, d) spazio metrico.

1. O C X si dice aperto seVu € O Ir >0: B.(u) C O .

Dunque un insieme é aperto se tutti i suoi punti sono punti interni; equivalente-
mente, se non contiene nessuno dei suoi punti frontiera.

Indicheremo con O la famiglia degli aperti di (X,d). Esempi.

La palla ’aperta’ B,.(zg) é un aperto, perché, se x € B,.(zy), d := d(z, xy), allora
dly,z) <r—46 =d(y,vo) < d(y,x) +d(x,z9) <r—0+d6=r

Se f € C(X,R) allora {z : f(x) < ¢} é aperto per ogni ¢ € R. Infatti, se
fx) <ce f(x)+e<c esed étale che d(z,y) < d = |f(y) — f(z)| < ¢, allora
fly) =fly) = fle)+ flz) <etc—e=c

Pit semplicemente, {z : f(x) < ¢} é aperto perché preimmagine di un aperto.

2. F' C X si dice chiuso se F’' (il complementare di ') ¢ aperto.
Ovvero, se contiene tutti i suoi punti frontiera.

Ad esempio, f € C(X,R) = {z: f(x) < ¢} é chiuso per ogni ¢ € R. In
particolare, una palla chiusa é un insieme chiuso.

3. 1)0,€0 acA A CA finito = U 0,0 e n O,e0O0

aEA aceAy
(ii) F, chiusi, 49 C A finito = N F, e U F, sono chiusi

acA acAg

Prova. i)z € U O, = Jda,3B.(x): B.(zr) COzC U O, Sezxz e N O,
acA acA acAy

esistono B, (z) C Oy, € Ag. Ser < r,Va € Agallora B.(z) C N BoaC N O,
acAg aEAp

(id) (mFa):UF;eo e (U Fa>:ﬂF(;e(’)

acA acA acAg acAp

In particolare, se F, indica la classe dei chiusi contenenti A, posto A: N F, al-
FeFau

lora A ¢ chiuso, ed é quindi il piti piccolo chiuso contenente A (A é la chiusura di A).

4. FC X échiuso & (y€F, uy—ru = welF) & F=F.
Prova della prima equivalenza. =-: Sia F' chiuso, e siano uy € F, up — u. Se
w ¢ F,allora3r >0: B.(u) C F' mentre uy € F N B,(u) definitivamente.

<: Per assurdo:  F' non é aperto = Jue€ F' taleche D.(u)NF #0
Vr >0 =: V&, ElukED%(u)ﬂF = w€Feu, —>,u = uck.

Prova della seconda equivalenza. Se F' = F, allora F' é chiuso perché F é chiuso.
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Viceversa, in primo luogo, F' C F'; poi, F' C F perché F é contenuto in ogni chiuso
contenente F, ed F' é chiuso.

5.2€A & d;e A x>

Prova. Sia z € A e supponiamo, per assurdo, che non ci sia z; € A tale che z; — .
Allora esiste r > 0 tale che B,(x) N A = (. Ma allora (B,(z))" , essendo un chiuso
contenente A, contiene A, che contiene z: assurdo. Viceversa, sez; € A:  x; =
e F' é un chiuso contenente A, allora x € F' e quindi, per Parbitrarietd di F', x € A.

6. (i) Ogni aperto in R™ é unione numerabile di palle aperte (o chiuse)

Infatti, se  Bp :={B.(x) CO: reQ,xze€Q"}, Bp énumerabile. EO =

U B. Infatti, se Bs,(2) C O, allora & € By(x) € Bp ove g € (r,2r) e ||z — 2| <.
BeBo

7. Se O, sono sottinsiemi aperti in R", esistono «;, j € N tali che UO, = U Oaj
o J

Sia B:={B.(z): re€Q, zeQ", B.(x)C O,per qualche a}. B éfamiglia
numerabile di palle aperte, che si pué quindi indicare come {B; : j € N}. Come
sopra, O, = U Bj. Sia, per ogni j, a; tale che B; C O,;. Allora

BjCOa
UaOs C UjB; C U;O,,; C U0,

8. A C R" si dice limitato se esister>0: ACB,
9. (i) K C X si dice compatto se ogni ricoprimento aperto di K ammette un
sottoricoprimento finito: cioé, se O, € O, a € A,

KCcUO, = dap,...,aqq taliche KC U O
a !

j=1,.,
(i) K C X sidice sequenzialmente compatto se ogni successione z, € K
ammette una sottosuccessione convergente a un elemento di K, ovvero

€ K = drg,r e K tali che xp —;

PROPOSIZIONE 1 Sia K C R". Le seguenti affermazioni sono equivalenti:

(i) K é chiuso e limitato
(i) K é sequenzialmente compatto
(iii) K é compatto

Prova.(i) = (ii): w = (g1, ., Tky) € K = sup |zy, | < +0o  per tutti i
J=1....on = 3k, Jx1,..., 2, Tp,;—dixjperj=1,....n = wu —u
u=(x1,...,7,) € K perché K é chiuso.



(i) = (iii): Dal punto 3-(iii) sappiamo che possiamo supporre A = N. Supponi-

amo, per assurdo, che per ogni k € N esista xj ¢ U O;. Sia xy, —; v € K. Siccome

=1

K C U O;, esiste kg tale che x € Oy, e quindi z, € Oy, per j grande, mentre
T, ¢ O se i < kj.

oo
(i) = (i):  Siccome K C U D;, ove D; é la palla di raggio i € N e centro
i=1
l'origine, K C D; per qualche ¢. Per provare che K ¢é chiuso, supponiamo che non
lo sia:  esiste xp € K, £ ¢ K con x; — . Siccome K C R™\ {Z} si ha che

N
KcUWz:llz—2| >3} =R"\ {2} equindi K cC U{z:|z—-2| >} =
k k=1

={z: |z — 2| > +}. Max, € K e |z, — 2| < & se k é grande.
Nel seguito, (X, d), (Y, p) sono spazi metricie f: X — Y.
TEOREMA fe(C(K,Y), K C X compatto =  f(K) é compatto.
In particolare , se Y = R, esistono u, u€ K : i%ff = f(u), f(u) = s?(p f.

Prova. O,,a € A aperti in R™, f(K) c U O, = K C U Y0, =
acA

JAy finito tale che K ¢ U f1(0.) = f(K)C U On = f( )écompatto.

acAp acAo
Variante di Weierstrass Sia F' C R™ chiuso. Sia f € C(F)) tale che

(i) (coercivitd) wu, € C,||u,|| —n +o0 = f(u,) —, +00

(ii) (semicontinuitd inferiore) wu, € C,u, —u = liminf, f(u,) > f(u).

Allora Ju e C tale che flu) = igf f

Sia infatti u,, € C successione minimizzante, ovvero
f(up) = inf f

Allora u,, é limitata in virtu della coercivitd, e quindi si pud supporre, passando
eventualmente ad una sottosuccessione, che u,, converga a qualche u € C' (perché C
é chiuso). Da (ii) segue quindi che

inf f =1lim f(un) > f(u) > inf f



COMPLEMENTI E ESERCIZI

NORME EQUIVALENTTI. Diremo che due norme |.||;,¢ = 1,2 su di uno spazio
vettoriale F sono tra di loro equivalenti se esistono ¢ < C' costanti positive tali che

() clzl <llelle < Cllzfy Ve e E

Equivalentemente: |lznlh = 0 < |lzull2 = 0, ovvero l'identitd Lz = x

da (E;||.|l1) a (E;].]|1) é continua insieme alla sua inversa.

Se invece nessuna delle due diseguaglianze in (x) é verificata, le due norme si dicono

non confrontabili.

Esercizio 1. Sia E = [!. Si considerino su E le norme ||z||. = sup|z(j)|, |zl =
j

> lz(4)]. Provare che ||z|ls < [Jz]li Vz €', ma non esiste alcuna ¢ > 0 tale che
]l < eflzflee Vo €l

Soluzione  Intanto, >, |z(j)| > |z(j)| Vj € N e quindi 3, |2(j)| > ||2[«. Poi,
se x, ¢ la successione cosi definita: z,(j) = % se j<n, x,(j)=0sej>n,si
ha [|2,]|cc = 1 mentre |||z,]|; é la somma parziale ennesima della serie armonica, ed
é quindi divergente.

Esercizio 2. Provare che in [? le norme ||z||; e ||x||2 non sono equivalenti.
FEsercizio 3. Provare che le due norme su C§°(R) date da || f|o € || f']| non sono
confrontabili.

Soluzione  Sia f tale che || f|loc = 1 esia f,(x) = f(nx). Allora || f,||cc = 1 mentre
1l = llfloc — 0. Viceversa, se fu(z) = nf(2), allora £, = | ']l mentre
[fnlloo = nl[ flloo — 0.

Proposizione: Tutte le norme in R" sono tra di loro equivalenti

Sia [|---|| una norma su R™. Indichiamo con .||z la norma euclidea in R™.
Proviamo che 3C > ¢ > 0: cllz|| < ||z]l2 < Oz Vo e E.
Da z = 2?21 xje; segue
1 1 1
n n 2 n 2 n 2
2 2 2
lzll < D fagl llesll < <Z|Cﬁj| ) (ZH%’H ) = (Z les | ) 2]z = Cll]l2
=1 j=1 =1 j=1
In particolare, ci6 assicura che x — ||-- || é funzione continua in R"™ (munito della
norma || - - ||2) e quindi é dotata di minimo sul compatto {||z||2 = 1}, ovvero
esiste x, con ||z||; = 1 tale che: ||| > ||z|| se ||z]2 =1

e quindi || 2| > lafl Ve #0 e quindi [z > |lz] [l2]l> = cllzll> Ve,



1. Dati «, § >0, sia

I
f(xvy) - l’2+y2

e athy? £0, (0,00 =0
Provare che f é continua in (0,0) se e solo se a + [ > 2.

Se a+B8-2<0, f(tr,ty) = t**P=2f(x,y) non va a zero al tendere di ¢
a zero (se x? + y* # 0) e quindi f non é continua in (0,0).

Sia dunque o + 8 — 2 > 0.

Se a>2 é f(r,y) <|z|*?|yl® —=.2142-0 0. Analogamente se 5 > 2.

Resta da considerare il caso a, < 2 . In tal caso, 0 := %H €
(0,2 min{a,3}) e possiamo scrivere

B o 7

flay) = = (=" ly")

x? + y?

ove 0>0, a—6 >0, -0 >0, a+ —20 = 2. Dalla diseguaglianza di
Holder, segue che, se 0<r,s, r+s=2 allora (prendendo p:= %, qg:= 2

nella diseguaglianza di Holder) ’

r s
2" |yl < §$2 + §y2 <2+ 9y Vr,yeR

equindi |z[* 0 y|®° < 22 + y? equindi  f(z,y) < |z |y|]® —s2m20 0.
+y

2. Sia F C R"™. Provare che 0F = 0F' e E = EUOE.

3. Provare che, se O é aperto in R" e v € C([0,1],R") tale che ~(0) € O e
(1) ¢ O, allora esiste t € (0,1) tale che y(t) € 00.

Infatti, [:={t€0,1]:7(s) € O Vs <t} contiene, per continuitd, ¢t = 0.
Posto t := sup I, risulta y(¢) € 0. Intanto, v(t) ¢ O perché, altrimenti v(¢) € O
per t € [t,t+ 0] per un 6§ > 0. Poi, v(t,) € O e t, <t e quindi, se t, —, t, y(f) € O.
Dunque v(¢) € O\ O = 90.

4. Definizione:
[ e C(E,R™) é Lip.(E) se Vo € E, 3B, (y)(z) tale che f € Lip(By(x)).

Provare che

f € Lipioe(K), K compatto = [ € Lip(K)



Se no, 3zj,y; € K« || f(x;)— f(yj)|l llz;—y;|| 7 = +o0.  Passando eventualmente
a sottosuccessiont, possiamo supporre che x; —; x € K,y; —; y € K. Siccome f é
limitata, necessariamente ||x; —y;|| = 0 e quindi x =y. Ma x;,y; € By (x) per j
grande e [ € Lip(By(z)(2)), contraddizione.

5.  Provare con un esempio che non ¢é vero in generale che da ogni ricoprimento
aperto si pud estrarre un sottoricoprimento numerabile.

Sia X = 1 dotato della metrica ||7||s = sup, |z(n)|. Sia E =2N = {a : N —
{0,1}. Questo insieme é non numerabile. Siccome a # f € [*° = ||a — Bl = 1,
la famiglia (non numerabile) di aperti disgiunti B%(a)) ¢ un ricoprimento di E e,
chiaramente, cessa di essere tale non appena si lasct da parte anche un solo B%(a)).

6. Mostrare, con un esempio, che non é vero in generale che ogni successione
limitata in uno spazio normato ammette una estratta convergente.

1
Sia E = I? dotato della norma ||a|| = ( ) |oz(j)|2)§. Siano e;(i) := 6;;. Allora
llen — em|l = 2 se n # m e quindi e, non ha estratte convergenti, dato che nessuna
sua sottosuccessione é di Cauchy (una successione x, in uno spazio metrico € di
Cauchy se per ogni € > 0 esiste n. tale che ||z, — x| < € se n,m > n.; ovviamente
ogni successione convergente é di Cauchy).



