AM210 2011-12: Tracce delle lezioni- V Settimana

REGOLA DELLA CATENA

Siano f : O — R™ differenziabile in z € O C R", g : f(O) — RP differenziabile
in f(z). Allora g o f é differenziabile in z e

d(go f)(x) = dg(f(x)) o df(x) Jgor(x) = Jo(f(x)) Jy(2)
Prova. g (f(z+h)) = g (f(x) +df (x)h + o(|[2]])) =
g9(f(x)) +dg(f (@))ldf (x)h + o([|h])] + w(df (x)h + o([[A]]))
ove flw(k) <ellkll se k] <d.  Dunque
g(f(@x+h)) = g(f(x)) + dg(f(x)) o df(x)h + o(||h]]) + w(df (x)h + o([[[]))

Ma siccome ||df (x)h + o(||h])|| < dc se ||h|| < 0., abbiamo che, per tali h,
lw(df ()b + o([|hlD| < elldf (z)h + o([[R[D]] < Ce[|h][. Da qui la tesi.

L’affermazione sulle matrici Jacobiane segue dal fatto che la matrice rappresen-
tativa del prodotto di matrici é il prodotto delle matrici rappresentative (vedi sotto).

NOTA. Se indichiamo con Ap, Ay e Ayor le matrici rappresentative di
Le LR"R™),diU e LR™,RP)ediUoL € LR, RP), allora

AUoL = AU -AL

(prodotto di matrici).

Infatti , indicate con e;,7 = 1,...,n, &,7 = 1,...,m, ¢,l = 1,...,p le basi
(canoniche) in R™, R™, RP?, si ha

.AU = << U(é1>,él >)-

i=1,....m,[=1,....p

77777

D’altra parte, <(UolL)(e), &> =

< U<Z<L(6]’),éi >éi,>él > = Z<L6j>éi > < U(él),él >

i=1 i=1



¢ 'elemento di posto [j della matrice prodotto
(<U@), e >),

Un esempio: il gradiente in coordinate polari.
Data f € C'(R? R), scriviamo f in coordinate polari: g(p,0) := f(pcos6, psin@).

Allora,
g, = fa(pcosB, psinf)cosf + f,(pcosb, psinf)sin b

go = —fu(pcost, psin®)psind + f,(pcosb, psinf)pcosb

1

fz(pcosB, psing) = g,cos6 — —ggsiné
)
. ) 1

fy(pcost, psind) = g,sinf + —gycos b
p

. 1
IV (pcosb, psinb) = g2(p, 6) + ?93(,07 0)

Corollario: derivazione lungo un cammino.

Siano v € CY(R,R"), fe€CYR",R). Allora

00 =< V00130 > = 3 3 a0

ESEMPIO
Sia f € C'(R?) e sia yC*((0,1), R?) tale che f(y(t)) = 1Vt € (0,1). Allora

<Vfi(v(#),3(t) >=0 vie(0,1)

I1 TEOREMA DEL VALOR MEDIO
Sia f € CY(O,R), O aperto convesso in R™. Allora

£ = @) < lluvll sup V(0 + i)



=

1
Infatti f(u) — |/ 0+t =) di] =
0

|/ <Vfw+tlu—v))u—v>dt| < [lu—v|| sup [[Vf(v+tu—0)
0 te(0,1]

Corollario 1 Sia f € C*(O), O aperto connesso. Allora
Vfu = 0VueO = f=cost. in O

Prova. Il teorema del valor medio implica che f é costante sui dischi. In particolare,
sexg € O, {x € O: f(x) = f(xo)} é aperto, al pari di {z € O : f(z) # f(xo)}.
D’altra parte, O = {x € O : f(z) = f(zo)} U{z € O : f(x) # f(x9)} e quindi
siccome O é connesso, si ha allora che {x € O : f(x) # f(x9)} = 0.

Corollario 2. Sia f € C'(O,R™) . Allora f é localmente Lipschitziana in O:
V By(z0) C O,3L = L(r,z0) :  |[f(x) = fW)| < Lllz —yl Y=,y € Br(xo0)
Prova. Intanto, dal Teorema del valor medio

[filx) = il < sup IV lz—yl VY ,y € Bi(o)

z€Br(z0)

Quindi, presi z,y in B, (o), risulta

fZ
52

|

1) = S = 3 o) = F)F < ux—yu?ii[sup

i=1j=1 2€Br(w0)

DERIVATE SUCCESSIVE

Sia f e C'(O,R), O C R" aperto. Se f, sono a loro volta
derivabili, allora
*; _ 0 or
8%0@ o 8xz 8xj’

fwilbj =

,7=1,....n

sono le derivate seconde.

Se fuz, € C(0), Vi,j=1,...,n, f sidice di classe C*(0).



LEMMA DI SCHWARTZ

o0 f 0 f
o &) = 5
O0x;0x; Ox;0x;

fec*o) = (x) Vi,j=1,...,n, Yo €O

FORMULA DI TAYLOR (al secondo ordine)
Sia f € C*(D,(u)). Allora:
1
fluth) = fu)+ <Vf(u), h> +5 <H(u)h, h> +o(|[p]])

Prova. Sia u = (z1,...,2,), h=(hi,...,hy). Posto o(t) = f(u+th), é

Ma o(1) = ¢(0) + ¢'(0) + [(1—1t)¢"(t)dt e quindi

flu+h) = f(u) +<Vf(u), h> +;<Hf(u)h,h> +

+ [t < [Hy(usth) = Hy@]hh>

Stima del resto: Ve >0 36 > 0: [t| <6 = |forn; (u+th) — foo,(u)| < e=

|30 [four (Wt th) = fo, ()] hihy | < n?el|h]]?

1,j=1



COMPLEMENTI
1. Lipschitzianita sui compatti
Se f € CY(O,R™) allora f é Lipschitziana sui compatti di O :

VK C O compatto 3L = L(K) : If(z) = fIl <Lz -yl V zyeK

Prova.  Siccome x,y € K, |[[z—vy||>r = W < Zsup || f(2)]],
zeK

basta provare che
Ir>0, L>0: 22"eK, |/=2"|<r = |f@@)—f(")|<Llz—2"|
Dalla compattezza di K segue che

. p
dr;e K, r;>0,j=1,...,p taliche B, (r;)CO e KC U Br(x).

Per quanto sopra,
3L;>0: o e KNBy(e) = ) — @) < Ll — ']
Sia0 <r <r;Vj, L:=marL;. Sez' 2" € K, ||2'—2"|| < § e, diciamo, 2’ € Br; (x;)
2
si ha quindi che

T T
J
-+ =

i

<rj = |f@)—=fE"] < L2’ -2

2. 11 laplaciano in coordinate polari. Sia f € C?(Q2), Q C R™ aperto.
Laplaciano dif : Af = Z ZJ

Sia n = 2 e scriviamo f in coordinate polari: g(p,0) := f(pcos@, psinf). Provare
che

1
(Af)(pcost, psind) = gpp + g0 + gp
Si ha
g, = faz(pcosB, psinf)cosf + f,(pcosb, psinf)sin b
Gpp = frzw €OS> 0 + 2fr, sinf cos O + f,,sin 0
go = —fu(pcost, psin®)psind + f,(pcosb, psinf)pcosf



1
Goo = p° | fexsin® 0 — 2f,, sinf cos O + f,, cos® 0 — =(f,cos0 + f,sind)
0

Quindi, essendo f, cosf + f,sinf = g,, troviamo

1 g .
Gop 3900 + ;p = (faw + fyy) (pcost, psin0)
3. Calcolare AU, ove U(z,y) = log(x* +4%), z*+y* > 0.
4. SiaN >3. SiaU(z) = W”}VJ, z€RY, |z|| >0. Calcolare AU.

5. Sia f € C*(R™",R). Provare che
Je>0: < Hy(x)h,h > >c||h||> VheR" = VyeR"IzeR": Vf(z)=y
Prova. Fissati 2, y, poniamo (t) :=< Vf(tz + (1 —t)y),z —y >. B
P(t) =< Hy(te+ (1 =t)y) (z —y),z =y >> cllz -yl
< V(@) = V), z —y>= (1) = 9(0) = ¢'(r) = cllz — y|

Ci6 implica in particolare 'unicitd:  V f(z) = Vf(y) = |Jr — y|| = 0. Inoltre

f@) = £0) + [ Lf(tx)dt = F(0) + ({1 < V(tz) = VIO) + VF(0), 2 > dt >

0
FO)+ < VF(0), 2 > +]Je]?

e quindi per ogni fissato y la funzione x — f(x)— < z,y > é coerciva e continua
e quindi ha un minimo globale. Dunque l'equazione V(f(z)— < x,y >) = 0 ha
soluzione, e cioé 'equazione V f(z) = y ha soluzione.



