AM2 2010-2011: Tracce delle lezioni- VI Settimana
MASSIMI E MINIMI IN PIU VARIABILI

u € R™ é¢ minimo locale libero per f < 356 >0: f(u) < f(v) Yv € Ds(u)
Condizioni necessarie. Se u € R" é minimo locale libero per f, allora
i) feCYD.(u)) = Vf(u) = 0 (ué critico o stazionario per f)
(i) feC*D.(u)) = <Hiuh h>>0 VheR"
Prova. (i) heR™ |t|<&h = f(u) < flu+th) =

0 =42 flu+th),, =<Vflu),h> = Vfu) =0.

(ii) Dalla formula di Taylor: Viw) =0, 0< flu+h)—flu) =

ww+wmammﬁrﬁf+om 5 < Hy(w) o

Una condizioni sufficente. Sia f € C*(D,.(u)), e Vf(u)=0:
< Hf(u)h,h > >0 VheR" h#0, =« ¢éminimo locale

Prova. h —< Hy(u)h,h > continua, < Hf(u)h,h >> 0 VYheR", h#0, =
dm = ming=1 < He(u) h,h > > 0

Quindi, < H¢(u) hyh > > m|h]|* Vh € R™ Allora, usando Taylor e
Vf(u) =0 vediamo che 0<|h| << 1 =

fw+m—fW)=HMPkfhwmavﬁ%> F o) > A2 m+ o(1)] >0

Massimi locali liberi Se invece 30 > 0: f(u) > f(v) Yv € Ds(u), wu si dice
massimo locale libero per f. Anche in tal caso, se f € C'(D,(u)) , necessariamente

Vf(u) =0, mentre, se f € C*D,(u)), allora < Hf(u)h, h>< 0 VheR"

Analogamente, la condizione sufficente perché u sia massimo locale libero per
f € C*(D,.(u)) é che

Viu =0 e < Hpu)h,h><0 VheR" h#0
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Forme quadratiche

La natura di un punto stazionario u = (zy,...,z,) di f dipende dalle proprieta
di segno della forma quadratica associata alla matrice Hessiana
< H¢(u)h, h> = Zn: Of (u) hi h; = h=(h hy)
f ) P al’zaZL‘] RS 1.+ ltn

Ora, Hy(u) simmetrica = Hp(u) ha autovalorireali, diciamo Ay < ... <
An- Le proprieta di segno della forma quadratica associata sono legate al segno
degli autovalori. Diamo qui una dimostrazione analitica di questo fatto.

Sia A=(a;j)ij=1,. ,=A ! matrice n x n simmetrica. La forma quadratica associata

77777

<Ahh>= Y ajhh;, h=(h,... ,h,)€R" si dice
ij=1

definita positiva (negativa) se <A h, h>> 0(<0), Vh+#(0,0)
semidefinita positiva (negativa) se <A h, h>> 0(<0), Vhe R"

Proposizione Sia A = (a;;) matrice simmetrica n xn, X\
i suoi autovalori.  Allora
/\1:||iizl||1f1<Ah’h> A= sup <Ah,h>

[[2[l=1

IN

<

Prova. Sia h di norma 1 tale che m =< Ah,h >= ||fiLI||l£1 < Ah,h >.

Sia f(h) = % =< Aﬁ,ﬁ > h#0 e quindi f(h) = %17151f(h) e quindi
_d [< AR K> (< Ahh > + < AR h >) + 17 < Ah b >
Cdt 1+ 2t < h,h > +t2||h]|2

d
= = f(h+th
0 dtf( _l_t )‘t:O

[t=0
< Ah,h >+ < Ah,h > =2 < Ah,h >< h,h >=2[< Ah,h > — < Ah,h >< h, h >|
Vh € R"perché A = A'. Dunque

Ah =< Ah,h > h=mh
cioé m é un autovalore di A, ed é necessariamente il pit piccolo, giacché
Ah=MAh, ||h]|=1 = X =< Ah,h>>m

Corollario
(ii) A ¢ definita positiva (negativa ) < A >0 (A, <0)

(iii) A ¢ semidefinita positiva (negativa ) < A =0 (A, =0)



INTEGRALI DIPENDENTI DA PARAMETRO

Sia A un insieme, I un intervallo e f : A x I — R una famiglia di funzioni reali
di variabile reale dipendente da un 'parametro’ A € A. Ad esempio, se A = N, si
tratta di una successione di funzioni in I; se f(\,x) = 2% — 2\z + log A, si tratta di
una famiglia di polinomi, dipendenti dal parametro (reale positivo) A (qui, I = R).
Se, per ogni fissato A, la funzione x — f(A,x) é continua in I = [a,b] e quindi
integrabile in [a, b], resta definita la funzione nella variabile ), data da

b
A — / FO\)dt

Parleremo anche di integrale dipendente da parametro (il parametro \).
Naturalmente si potra considerare anche il caso in cui [ sia un intervallo aperto e/o
illimitato, ed in tal caso richiederemo alla funzione x — f(\, z) di essere integrabile
in senso improprio (o generalizzato) in I. Ad esempio, la funzione

—+00

Ao / e*tSI?tdt
0

¢ definita per ogni valore del parametro A in [0, +00). Qui I = [0, +00).
Se A C R", potremo chiederci quale 'regolaritd’ ( continuitd, derivabilitd..) abbia
tale funzione, ovvero con quale regolarita l'integrale dipenda dal parametro \.

DIPENDENZA CONTINUA

Sia f € C(K x (a,b)), K C B,(xp) un compatto in R" , —oo < a < b < +o0.
Se f é equidominata in (a,b) (dominata uniformemente al variare di z in K), cioé

b
3 geC((a,b): |f(x,t) < g(t) Vee K, te(ab) e /g(t)dt<+oo

a

b

allora x — [ f(x,t)dt é continua in K, ovvero

b b
rjeK, z,—jzeK = li§n/f(xj,t) dt:/li?lf(xj,t) dt

b b
Prova. Notiamo innanzi tutto che  [|f(z,t)| dt < [g(t) dt < 40 Vz € K,

cioé, per ogni z € K, la funzione ¢t — f(z,t) é (assolutamente) integrabile (in
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senso generalizzato) in (a,b). Fissiamo ora € > 0.

b
Da [g(t)dt < 400 segue che esistono a <a.<b.<b e d >0 taliche

e b
[otar + [gwar <
a be

mentre, dalla continuitd di f sul compatto K X |ac,b.| segue (teorema di Heine-
Cantor) che

sup | f(zj,t) — flz, )] < 50 — j per tuttii j grandi.
t€[ac,be] € e

Quindi

b

/f(xj,t) ~ fx, ) dt

a

2

Qe b be
<2 [gt)dt+2 [ gyt + [ |f(as,0) = .0 dt < 5 + 5
a be Qe

NOTA 1. E un teorema di passaggio al limite sotto segno di integrale in ipotesi
di convergenza uniforme + equidominatezza. La continuitd di f assicura che

sup | f(xj,t) — f(z,t)]| —; 0 per ogni K C I compatto
teK

ovvero @;(t) == f(z;,t) —; ¢(t) :== f(x,t)  uniformemente (int) sui compatti.

In modo analogo, se, per ogni ¢t € I, esiste f(t) := | lﬁm f(z,t) e tale limite é

uniforme sui compatti di I (e quindi f € C(I)), cioé

sup | f(z,t) — f()] =)z —o0 O per ogni K C I compatto
teK

ed f(z,t) é equidominata, allora ff(x t)dt — |z -0 ff( )dt

Il teorema di dipendenza continua é dunque un teorema di passaggio al limite sotto
segno di integrale in ipotesi di "uniforme convergenza sui compatti’ pii una proprieta
di equidominatezza.

NOTA 2. L’equidominatezza € essenziale.  Sia ad esempio

sin(x?t
P =" L eR1Z0 seR f(a0)=2
f é continua in (z,t): ¢ # 0 ed anche in (x,0) perché
G, -0 = sin(z2t,) _ xisin(:pitn) 2
tn x2t,

4



Ma, effettuando, a z fissato, diverso da zero, il cambio di variabile 7 = z2t, troviamo

+oo ., 9 +oo . 2 +oo .
I(x) = sin(x t)dt _ sin(x*t) 2 [T 40
t 22t T

—0o0 —00 —0o0

mentre /(0) = 0 e quindi I non é continua in x = 0 (infatti, come vedremo,

oo sin T oo sin(z2t)
[ ®2Fdr = 7). Nota che, se v # 0, [ [Z—|dt =

Applicazione: una prova del Lemma di Schwartz.
Osservazione e un controesempio. Supponiamo n = 2. Per definizione

f .
oxrdy oz Oy

?f _ 09f

= esistono se e solo se esistono 1 limiti
Oy Ox Oy Ox

558 ) o= i H5E (@b, )5 (0, )] = fim [y =S e

d of (x y) 1= 11612% 1[ (x y+k)— (x y)] = lim {lim f(:c+h,y+k)—f(x,y+l;)—f(as+h,y)+f(x,y)]

dy 0 k k—0 [h—0 h
Inoltre, 88 (x y) = 6 (w y) se e solo se
tim i f(:c+h,y+k>—f(z+h,y>—f(r,y+k)+f<x,y>] lim {hm f(x+h,y+k)—f(x,y+k>—f<x+k,y)+f<x,y>]
h—0 [k—0 hk k—0 [h—0 hk

Ci6 suggerisce che, in generale, risulti %8f (x,y) = gy gi (x,y), ma che possa
anche accadere che =2 e ~2L_ esistano entrambe ma siano diverse perché, come

Ox; Oz Ox; Ox;
sappiamo, due successivi passaggi al limite non si possono in generale scambiare.
Ad esempio,

2

P =5 ey £(0,0)  f0,0)=0 =

x? 4+ y?
2 .9 2 .9
lim [lim u] =lim1l=1, lim [lim u] =lim(—1) = -1
z—0y—0 12 —+ y z—0 y—0z—0 12 —+ y y—0

Notiamo che tale f non ha limite per (z,y) tendente a zero. Questo esempio sug-
gerisce anche un esempio in cui l'invertibilita nell’ordine di derivazione non vale.
Sia

22 — 2 . dg  alytdap—yb g B 25— yle — dgBy?

ndi. 29— 99 _
2 4 y? & AW o (224922 7 0Oy (22 + 92)?

g(z,y) == zy

Si vede subito che g, g,, g, hanno limite zero in (0, 0), e quindi g ha un prolungamento
C* su tutto R?. Poi, in (0,0), troviamo g, = g,, =0 e



29](0,0) = lim 222(0,y) = =1 mentre  [£59](0,0) = lim £%2(x,0) =

[aiy Oz y—0 z—0 %
Coerentemente, g non ¢ di classe C2. Infatti,
%9 a® 492"y — 922yt —y°
or dy (22 + y?)3

non ¢é continua in (0, 0), perché

0%g 0?g
— 1
Ox Oy (z,0) vz 70, Ox Oy

Come abbiamo osservato,

0,y) =1 Vy#0

o ey = 20 0y
Oy Oz Y 0z 0y Y

se e solo se

mnme@+my+“—f@+hw—f@w+@+f@ww
h—0 | k—0 hk

b [hm flxthy+k)—fley+k) - fle+hy)+ f(w,y)]

k—0 | h—0 hk

E cié sicuramente accade se esiste

lf<m+ hy+k)— fle,y+k)— flz+hy) +f(x,y)]
hk

lim

k24+h2—0

Proviamo che, se f;, e f,, esistono e sono continue, allora tale limite esiste. Dal
Teorema fondamentale del calcolo segue che

1
b S SO LI | — [ (f(@+ by + th) = e,y -+ )] dt =

—ig[fy(x+h,y+tk) fy(z,y +tk)]d —}Lb/l’[fdsfy(x—l—shy—l—tk)ds]d

:0/ L/fyx(ﬁsh,yﬂk)ds] dt

La validitda di questa formula risiede nella continuitéd dell’integrale dipendente da

1
parametro t — [ fy.(x + sh,y + tk)ds. Infine, dalla continuita di f,, segue che
0

1

1
dt —>k2+h2—>0/ [/ fyw(xvy)d's] dt = fy(z,y)
0

0

1 1
0/ L/ ool + sh,y + th)ds




ESEMPIO 1 (integrale di Dirichlet).

flr,t)= —e™, t>0, >0

é equidominata in (0, +00) al variare di x in [z, +00), quale che sia z > 0:

“+oo
f(z,t) <g(t):=e™ Vt>0, 2>2>0 e /e_@dt:
0

< 400

B =

+oo |
e quindi  h(z):= [ =te7™dt ¢ continua in ogni z > 0.

0
Notiamo che h é definita anche in x = 0. Il Teorema sulla dipendenza continua non
si applica tuttavia in questo caso, e non si pud quindi affermare la continuitd di A
in x =0, ovvero, tale Teorema non assicura che

sint

+
e sy s /g—ﬂﬁ (?)
0

+
sint

perché manca 'equidominatezza fino a zero. Infatti

Jd9>0 taleche [g<oo e [®e™™|<gt) V>0 =
0

—+o00
0

dt < [i7°° gdt < 0o, mentre si sa che 0+°O

sint sint

dt = +o0.

Proviamo con un argomento ad hoc la continuitd in x = 0.
‘¢ o

Scriviamo G(t) = [ *27dr, G(o0) = [ *27dr e quindi |G(t) — G(oo| < eset > t..
0 0

Notiamo anche che G ¢ limitata: M tale che |G(t)] < MVt > 0. Integrando

per parti ed effettuando quindi il cambio di variabile s := tx otteniamo

sm t sint

+
——e e "t =z / G(t)e ™ dt = /G( Je *ds —, o+ /—dt
0

perché
e S e sint e S
/m?e@—/——d ﬂﬂ?—m@kds
0 0 0

(S

’ S )
_ _ —S8 < _ 76 S < _ >
yﬂmg G(oo)]e*ds| < 2M[1 — ¢~] ﬂG (c0)le™ds < ese % > t,

0



Esercizi e complementi

1. Sia flx,y) = (2% + y?)* — 2(2% — 9?) .
E
fo = 4a(2® +y*) — 4a, fy=4y(@® +y?) + 4y
foz = 4(2 + ?) + 82% — 4, fay = 829, fyy =42+ y?) +8y* + 4

Punti stazionari: (0,0), (£1,0)); det H(£1,0) > 0, det H(0,0) < 0;
(£1,0) sono minimi globali: ||u|| — +00 = f(u) — 400 ; (0,0) é una sella.

2. Sia g(z,y) =2®+y> — 3ay.
Notiamo che
Vg=0 & 2=y, ==z

e quindi (0,0),(1,1) sono gli unici punti critici di g. Poi

9oz = 6xagyy = 6yaga:y = -3

e quindi
- H,(0,0) ha autovalori £3 e quindi (0,0) ¢ di sella

- H,(1,1) ha autovalori positivi e quindi (1, 1) é di minimo locale (e non assoluto,
perché 111%f = —00).

3. L’equidominatezza é essenziale nel Teorema di dipendenza continua Sia, ad

esempio,
t

Tale [ é continua in R?, ma non é equidominata (in R) rispetto a x € [—4, d] perché

]
1+\1t|2

400
= +oo ( teorema del confronto). In particolare, non esiste f ﬁdt.

[]
1+t2te

th

+oo
Tuttavia, perz #0, [ zdt < 00, e quindi la funzione g(x) :=

J— 7{0 1+‘t|2+93
Jr
é definita per x # 0 e, per disparitd, vale zero. Dunque g(z) = [ f(z,t)dt, x#0

+o0
ha un prolungamento continuo in z = 0, che non é [ f(0,t)dt (che neppure esiste!).

Notiamo che la continuita di f assicura che
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f(x,t) =40 f(0,t) = 5= Vt € R uniformemente sui compatti

241
E in effetti la convergenza é uniforme su tutto R perché |f(x,t)| < |f(0,t)] e
f(0,t) =4 0. Il carattere uniforme della convergenza si vede anche direttamente

. 1 ¢+
stimando  max; | f(z,t) — f(0,t)] < max, ‘ﬁlt"ﬁ'uﬁ‘:
t(t= —1 1 g
max ¥ = max t(1 —t%) = ; . —2-0 0
t>1 \t|l“ +2 te[0,1] (1 4 x2):72 14 a2

+00

Notiamo infine che h(z) := [ f(z,t)dt é, come g, definita per x # 0, ma, diversa-
0

mente da g, ha un limite per x tendente a zero, e infatti

—+00 —+00

' /
I / st =+oo= [ lim—
o0 ) 1 [E R T

4. Provare che se f € Lip,,.(Q2) allora f é Lipschitziana sui sottoinsiemi K com-
patti di Q.

Supponiamo il contrario:

esiste K ed esistono z;,y; € K tali che 1) = I wy)l

[l =y;ll
Siccome f ¢é limitata in K, dovra risultare ||z; — y;|| —; 0. Passando a sottosucces-

sioni, possiamo supporre che

—>j .

1/ (25) = f ()l

|75 — vl

JreK: x;,—;%, Yy —;7T, —; 00

contraddicendo la Lipschitzianita in B,(Z) per qualche r > 0.



