AM210: Tracce delle lezioni-VIII Settimana

REGOLARIZZAZIONE PER CONVOLUZIONE

+o0
Sia el >0, [ ¢@)dr =1 (¢ nucleo regolarizzante).
Sia  pc(x) = LTp(2). (successione regolarizzante)
Sia f continua. Allora froe—=>es0 f uniformemente sui limitati.
+o0o
Infatti, @ (x)=0sel|z|>¢ [ plr—y)dy = 1, e quindi lz] < R =

f@) = red@] = | [ faeda =y dy— T f@eda - y)dy| <

[ 1@ = f@llede—y)ydy < s |f@) = f@)] e

|[z|<R, |[z—y|<e

perché f é uniformemente continua in [—R — €, R + €.

Un’applicazione: Il Teorema di aprossimazione di Weierstrass A.

Sia f € C(R). Allora esiste una successione di polinomi che converge uniforme-
mente ad f in [—R, R| quale che sia R.

Prova . E sufficente provare che

VR, dp, polinomi tali che sup |f(y) — pn(y)| — 0.
ly|[<R

Infatti, se questo é vero, si trovano

1
n

p1 tale che sup |f(z) — pi(z)] <1, ..., p, tale che sup |f(z) — pu(z)] <

|lz|<1 lz|<n

Dunque, fissato R, sup |f(z) — pu(x)] < % non appena n > R.
lz|<n
Basta in effetti provare che
Vf e C(R), 3Ip, polinomi tali che sup |f(y) — pn(y)| — 0.

1
\y|§§



Infatti, se, data f,  sup |fr(z) — pu(z)] =0 ove fr(x):= f(3Rx), é allora

|z|<5
sup |f(y) — pa(37)| = sup [f(3Rz) — pu(z)| — 0.
ly|I<R |z|<i
Infine, la f fissata si puo supporre nulla fuori di [—%, g] In effetti, presa ¢ €
C3°(R), uguale ad 1 in [—3, 3] e nulla fuori di [—2, 2], basta trovare p, convergente
uniformemente a fo in [—3, 3].
Sia ora ¢n(x) = (1 - 1’2)”7 Son(x) = ﬂX[—l,lb Pn = f * ©n

1
f (1—z2)"dz
-1

I po(z) , & € [—3,3] sono polinomi. Infatti, [z| < 3, [y > 1= [z —y| > 2 =
f(z —y) = 0. Quindi, se |z| < %, risulta  (f x,)(z) =
1
/ffcylydy—/fxyly /1$"dfcf*90n)()
1
Dunque f * @, sono, al pari di f * 1), polinomi (in % %])

-
Proviamo adesso che p, —, f uniformemente in [—3, z]. Ci6 segue subito da
+o00o
i) [ =1 (ii) ¢, converge uniformemente a zero in |z| > 3§ V6 > 0

C’é da provare la (ii). Intanto |z| > § = ¥, (x) < (1 — 6*)". Poi,

1
/1—1; Vide =
el

1
in effetti é [(1 — s?)"ds = [,/ +o ] . Dunque
( E)f( ) 2(2n +1) (\f) ) q

sup o (z) < (1 —=8*)"(n+1) =, 0

B

1
n+1

\wm

(1 —sin® )" cos 6dO > 2 / cos®™ 1 0 sin 0df) =
0

VB

1

Quindi |z| <3 = [f(2) = palz)] = | J (@) = f@ = y))enly)dy| <

F1£@) = £ — 9)lou(w)dy + 20| flloe 5D @u(z) < € +o(1)

—6 |z|>6

se 0 < 6 ove d é tale che |z —y| < 6. = |f(x)— f(y)| < € (uniforme continuitd di f!).



I polinomi trigonometrici sono densi in Cy,;(R)
( teorema di aprossimazione di Weierstrass B)

Cyr = Co:(R) indica lo spazio vettoriale reale delle funzioni continue da R a R che
sono 27-periodiche. In Cy,(R) sono definite le norme

1 ™
Fle = sup £ = sup_ | (1), |um:(2uﬂﬂm%a
R te|—m,n) 7Tiﬂ_

Un importante sottospazio lineare di Cy,(R) é quello dei polinomi trigonometrici

N
Py = a,cos(nt) + b, sin(nt)
n=0

1. Un esempio utile : P, = (2cost)” . Dalle formule di Eulero:

(2cost)” = (e + e )" = i nt__gikto—i(n—k)t — i nl__o=i(n—2K)t,
) (n—F)!

— kl(n—k)! = kl(n—k)
Se n é pari,
271 ! |4 k=n !
(2 COS t)n _ e—z(n—Qk)t + — 4 e—z(n—Qk)t
kz::o kl(n —k)! El(n — k)!'n! ;;1 El(n — k)!
n_y
Ma, ponendo k = n — j nella seconda somma, questa diventa 22 We_l(_”“j)t
7=0
Quindi
2 - n ok
cost)"” ————cos(n — 2k)t
( )" = Ez: i — 1] (n —2k)
Nel caso di un esponenete dispari, si trova, allo stesso modo,
" (2n + 1)!

2 cost)? ! = on+1— 2kt
(2 cost) kz:%k!((QnJrl)—k)!COS( n )

2. Convoluzione in (5 :

e

217T / f(t—s)g(s)ds, Vf, g€ Co

—T

(f x9)(t) =

NOTA  Chiaramente f* g é 2w periodica. Inoltre f*g = g* f. Infatti, cambiando
variabile t — s = o, troviamo

t+m

(f9)(t) = 5 /f g(t = o)d —/f glt = o)do = (g )V

4T

perché he Cy(R) = dx f h(t)dt =h(x +7) —h(z —m) =0 =



3. Approssimazione per convoluzione Siano g, € (5, tali che

i) gi(t) >0 WVteR
(i) & [ gr(t)dt =1 VkeN
(iii) gx —& 0 uniformemente in [—7, —0] U [, 7] Vo € (0,m)

Allora
If* gk = fllo =10 Vf €Ty

Prova.  |(f #)(t) = J(t)] = 55| J f(t = s)u(s)ds — ] F(t)gu(s)ds] <

5
<o [f(t—=8)=f(O)]gr(s)ds+2|| fllwe  Vk > k(5,€). Sesié scelto § abbastanza

— 27

=5
piccolo di modo che |s| < §,t € [—m, 7] = |f(t — s) — f(t)| < € (possibile perché f,
essendo continua e periodica é uniformemente continua in R), si conclude che

|(f * g1) () = F(O)] < €T+ 2] flloo)
4.  Proviamo che (i)-(ii)-(iii) sono soddisfatte da

it

1+ cost\* 1—|~eiti *
Pk(t):Ck<2 ) = Ck 722

—1
m k
se ¢, = 2m (f (%) ) . Chiaramente vi é solo da provare (iii).

—T

T k ™ k
Stimiamo cy: i,ﬂ Ck (%) dt =1, e, per paritd, 1= % g’ (%) dt >
>ck/7r(1+cost>k — 2¢y, di <7r(k+1)
= [ (—=—) sintdt = ——"—  equindi ¢ < —-"
e 2 7k +1) E =T
Infine,
1 £\ 1 \* _ wk+1) (1 5\"
el = (5550 <o (FR0) < TEED(1E0) L

5. Proposizione Se f € (5, e Py é polinomio trigonometrico, allora f x Py é un
polinomio trigonometrico.



Basta osservare che (f x Py)(t) = }T ft —s8) SN a,cos(nt) + b, sin(nt)ds =

—T

N K
> n/f cos(nt — ns)ds + by, /f )sin(nt — ns)ds
n=0 “r

—T

e che _}; f(s)cos(nt — ns)ds = _}; f(s)[cos(nt) cos(—ns) — sin(nt) sin(—ns)]ds =

(_}; £(s) cos(ns)ds) cos(nt) + (_f £(s) sin(ns)ds) sin(nt)

_}; f(s)sin(nt —ns)ds = _}; f(s)[sin(nt) cos(—ns) + sin(—ns) cos(nt)|ds =

(_}; f(s) cos(ns)ds) sin(nt) — (_}; f(s) sin(ns)ds] cos(nt)

6. Conclusione: P é denso in C,,. Infatti, se f € (5, e P, sono come in
1-4, la successione di polinomi trigonometrici f % P, converge uniformemente a f .

7. Densita dei polinomi trigonometrici in Cs, (R, C) .
Cox(R, C) ¢ lo spazio ( vettoriale su C ) delle funzioni continue e 27 periodiche
definite in R e a valori in C: f = Rf +iSf € Oy (R, C) se e solo se Rf e Sf
appartengono a Co,(R). In Cy (R, C) sono definite, come in Cs,(R), le norme

1 7 :
[ flloe = sgp|f(t)| = tes[llfm] fOL flle= (%_/ﬂ |f(t)|2dt)

La norma ||.||2 deriva, anche nel caso di funzioni a valori complessi, da un prodotto
scalare, definito come

<rg>=g5 [ 1wsa

ove }; RF() + SF()]dt = };(m Ft)dt + z'};(% £(t)dt

Ovviamente continuano a valere Cauchy-Schwartz e Pitagora. Le funzioni

en =€ neZ formano un sistema ortonormale in  (Cor(R, C), ||.||2):
<eémen>=0sen#m e <eye,>=1 VneZ.
s K
: 1 int ,—i 1 i(n— 1 i(n—

L__[ein=m)m _ e=iln=m)m] — () per periodicitd. In particolare,

i(n—m)2m
N ] N
> ae™lz= > lel®
n=—N n=—N



Polinomi trigonometrici complessi, ovvero in Cs, (R, C):
N .
PN:chemt, c, €C, neZd, NEeN
n=—N

Notiamo che Py ¢ la restrizione a S*' = {z € C : |z] = 1} = {e" : t € [-7, 7]} del
N

polinomio di variabile complessa > ¢,z".

n—=—

In particolare, Py = 0 se e solo se i

suoi coefficenti ¢, sono tutti nulli (principio di identitd) .
Srivendo ¢, = a, —1b,, ed usando le formule di Eulero, troviamo la rappresentazione

N N

Py = > la,cosnt+b,sinnt]+i Y |a,sinnt — b, cosnt]
n=—N n=—N
. _1 N .
Scrivendo Y. «a, = >, a_,, troviamo Py = ag — ibg+

n=—N n=1

N N

> (an 4+ a_y) cosnt + (b, — b_p)sinnt +4 > _(a, — a_y,)sinnt — (b, + b_,) cosnt

n=1 n=1

Dunque, parte reale e coefficente dell’immaginario di Py sono polinomi trigonometri-
ci reali e Py é (polinomio trigonometrico) reale se e solo ¢_,, = &,, il ché appare
evidente anche dalla relazione, ottenuta cambiando n in —m:

N N N N N
Z cpe™ = Z cpet & Z cpe™ = Z e = Z e
n=—N n=—N n=—N n=—N m=—N

che sussiste appunto se e solo se c_,, = ¢, . La stessa formula dice anche che ogni
polinomio trigonometrico reale é anche polinomio trigonometrico complesso:

N N a, Fib

. 7 n n
g a, cosnt + b, sinnt = E cpe™, ove Ci 1= — Yn=0,...,N
n=1 n=—N

Dal Teorema di approssimazione per funzioni in Cs,(R) segue quindi che

Vf € Corm,c)y IPny, polinomi trigonometrici tali che [Py — flloc —n 0

N .
Osserviamo infine che felCu(R,C), Pyv= Y ce™ =
n=—N

1 T . 1 X T . .
(f * PN)(t) = %n:Z_N Cn_l f(s)eln(t—S)dS — %HZZ—N [Cn_l f(s)e—mst] eint

cioé la convoluzione di una f € Cy(R,C) con un polinomio trigonometrico é un
polinomio trigonometrico.






