AM210: Tracce delle lezioni- Settimana XII
Sistemi Conservativi, Hamiltoniani

Il sistema T = f(x) si dice conservativo se esiste un integrale primo ,
ovvero una G € C'(R",R) tale che

<VG(z),f(z)> =0 Vz, equindi = f(z) = (th(x(t)):O Vi

cioé G é costante lungo le traiettorie (G si conserva durante il moto). Se le superfici
di livello {G = cost} sono limitate, le soluzioni del sistema sono definite per tutti i
tempi. Un caso importante é dato dai sistemi Hamiltoniani a n gradi di liberta:

x:Hy(‘Tay)7 ?J: _Hx(xyy)

ove H e CYR"xR"), H= H(x,y), v,y € R" ¢ funzione Hamiltoniana, o
energia totale; 'Hamiltoniana é un integrale primo:

d

@), y(t) = Ho(x(t),y(1))@ + Hy(x(t),y(8))y = —y2 + 2§ =0

Una importante classe di sistemi Hamiltoniani é data dai sistemi Newtoniani con-
servativi

() #&=-VU(z) z¢eC*I,R"

che descrivono il moto di un corpo sollecitato da un campo di forze conservativo
F = —VU. Posto y = &, il sistema del secondo ordine (x) si riscrive in forma
Hamiltoniana, con energia totale H(z,y) = 3||y||> + U(x).

OSSERVAZIONE. Sia f € C(R",R") un campo di vettori in R". Se
JF e CYR"R): f=VF
F si dice potenziale di f e si dice che f deriva dal potenziale F' ( che, se n = 1,

abbiamo chiamato primitiva) od anche che f é un campo conservativo .

Notare che se un potenziale cé é anche unico, a meno di costanti additive. In-
oltre, se n = 1, ogni f ammette primitiva, e cioé deriva da un potenziale. Tuttavia
ci6é non é pit vero in generale se n > 1.

Infatti, se f € CY(R",R") e f = VF, allora J; = Hp, e quindi dal Lemma di
Schwartz segue che J; é matrice simmetrica, ovvero che

of, _ of,
@a?j 81‘2

Vi,i=1,...,n



Osserviamo che la condizione necessaria data da Schwartz é anche sufficente. Veri-
fichiamolo nel caso n = 2.

Sia a(z,y) = 2, b(z,y) =2, e quindia, = b,. Determiniamo F.

IR 871/’
Da a(z,y) = %—5, troviamo, integrando,  F(x,y) = F(0,y) + ga(s,y)ds.

y y
Ma F(0,y) = F(0,0) + [ F,(0,t)dt = F(0,0) + [ b(0,t)dt e quindi
0 0

Y

Flz,y) = F(0,0) +/b(0,t)dt+/a(s,y)ds

Siccome non abbiamo usato l'ipotesi a, = b,, una funzione siffatta non avra in gen-
erale per gradiente il campo (a,b). Mostriamo che cié accade se a, = b,.

Per il TFC, risulta subito che F,(z,y) = a(x,y), mentre, per il teorema di derivazione
sotto segno di integrale, da a, = b, e, di nuovo, dal TFC, otteniamo

Fy(a.y) = b(0,9) + [ ay(s,y)ds = b(0,9) + [ bu(s,y)ds = b(0,y) + [b(w,9) = b(0, )]

A FUTURA MEMORIA
Non é in generale vero che, se 2 é un aperto connesso in R?, allora

a,=b, m Q = 3JFeCYQR): VF(z,y) = (alr,y),blz,y)) Y(r,y) €N
DISEGUAGLIANZA DI GRONWALL
Sia 0 < ¢ e C(0,T),R). Se
esistono 3A, B,C > 0 tali che (t) < A+ Bt + Coft(p(T)dT vVt € [0,T)
allora
o(t) < (A+ BCHeC — BC™! vtel0,T)

~ Prova. Sia (t):=A+ Bt +C [y(r)dr. Siha: o(t) <¢() e
P(t) = B+ Co(t) < B+ Ci(t) per ogni t € [0,T). Dunque

(e7Ctp(t)) = e (/(t) — Co(t)) < Be™©"
Integrando in [0,¢],t € [0,T) otteniamo e Clp(t) < e ly(t) <
¥(0)=BC™ (e7% — 1) = (Y(0) + BC™') = BC e = (A+ BC™') = BC~'e™
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Problema di Cauchy: ESISTENZA GLOBALE. Sia f € C'(R",R"). Se
iB,C>0: |f(x)|| < B+ C|z| Vr e R"

allora le soluzioni del sistema differenziale & = f(x)  sono definite globalmente.

PROVA. Sia v/(t) = f(y(t)) soluzione massimale. Integrando, troviamo

me<w7H+/Mf Wr<m<m+m+c/m/um v<tt

e allora, per Gronwall,  ||v(¢)|| < (||[7(0)||+BC~1)e“*—BC™!, Vi <tt e quindi
tT = 400 in virtd della Proposizione 2. Se poi () := v(—t), é B(t) = —(—t) =
—f(y(=t)) = —=f(B(t)),Vt € (—tT,—t") e per quanto appena provato —t~ = +00.

Problema di Cauchy: DIPENDENZA CONTINUA DAI DATI INIZIALI

(i) Sia f € Lip(R",R"), cioé AL >0: ||f(x)—f(y)|| < L||lx—y| Vz,y € R".
Se y(t), B(t) sono soluzioni di  x(t) = f(z(t)) allora

)
I7(t) = B < 1v(0) = BO)][ e ¥t >0
(i) Sia f € Lipoc (R",R") e 4(t) = f(y(t)) Vte€[0,T], R = v (@)1l-
Allora esiste L > 0 tale che, s B(t) = f(B(t)), 0 <t<t(B), risulta
[7(0)=BO)| < Re™™ = t7(B)>T e [vt)-BE) < [v(0)=B0)e" VE<T

Prova. (i) Intanto, v e 8 sono definite per ogni ¢t. Poi, siccome lv(&)—B)| <

< I(0) n+/wf (Br)lldr < [(0) H+L/Wv )dr

per ogni t > 0, basta applicare Gronwall a p(t) := [|y(t) — 5(¢)]].

(ii) Sia ¢ € C3°(Bsgr), ¢ =1 in Bag, f:=¢f, L costante di Lipschitzianitd di 1.
Da f = f in Bsg, segue che, se 2y € Bag, @ = f(z),2(0) = 2o e 7 = f(y),y(0) = o,
allora x(t),y(t) € Bog YVt €[0,T] = z(t)=y(t) Vtel0,T]. Sia
¥ = f(7), 7(0) = 7(0); 4 ¢ definita globalmente e, per quanto osservato, ¥ = 7 in
[0,7] . Sia poi 5" = f(B), B(0) = B(0), con [|4(0) — B(0)|| < Re~*". Da

tel0,7] = Bl <15 =FOI+17@O] < I7(0) = BO) | e + ()| < 2R

segue, di nuovo, che 8 = 8 in [0, T7.



SISTEMI DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI
Sia A = (a;;), 4,j=1,...,n matrice n x n. Siccome | Az| < (Zw m) ||
le soluzioni del sistema differenziale lineare di n equazioni nelle n incognite z;(t)

(%) &= Ax, ovvero Ti(t) = apnz1(t) + ... Fapman(t), i=1,...,n

sono definite per tutti i tempi (segue dal Teorema di esistenza globale).

NOTA. Lo stesso vale se a;; € C(R) (sistemi lineari a coefficenti variabili ).
Infatti ogni sistema non autonomo, ovvero della forma

i(t) = f(z(t),t) teR ove feCY(R"xR,R"

si puo riscrivere come sistema autonomo introducendo un nuovo campo cosi definito:
ge C'R"xR,R"xR), g(x,rn41) = (f(z,Tns1),1). Siha infatti
y(t) = (z(t), znir () = ¥ =9g(y@), ylto) =(x0,t0) &
y(t) = (x(t),1), con i(t) = f(z(t)1), =(to) = o
In effetti, se & = f(z(t),t), z(ty) =x0 e y(t):=(x(t),t) allora

—y(t) = (f(2(1),1),1) = g(x(t), 1) = g(y(t)) e y(to) = (xo,%0)

Viceversa, se y(t) = (z(t), s(t)) soddisfa il sistema y = g(y(t)), y(to) = (zo, o),
allora &(t) = f(z(t),t), z(tg) =z0e $(t) =1 s(ty) =ty ovvero s(t) =t.
In particolare, se  z(t) = f(z(t),t), ove f € CYR" x R,R") é tale che

VI >0 3A(T),B(T)>0-: sup ||f(z, 1) < A(T) + B(T)||z|| VzeR"

<7

allora z(t) é definita in R.. Infatti, se y(t) = (z(¢),t),t < T, da §(t) = g(y(t)) segue
t
ly@I < ly(O) + ATt + BT) [ly(r)lldr vt <T
Per Gronwall, {y(t);t € [0,T")} ¢é limitato e quindi y(¢) é prolungabile oltre 7.

Proposizione  L’insieme N := {z € C'(R,R"): Lz :=1— Az = 0}
di tutte le soluzioni di (x) é un sottospazio linare di C*(R,R") di dimensione n.

Combinazioni lineari ax(t) + fy(t) di soluzioni sono ancora soluzioni, ovvero
N é un sottospazio lineare (é infatti il nucleo dell” operatore lineare L). Poi,



1. Esistono 2 € A/, i=1,...,n linearmente indipendenti, cioé
esistono n soluzioni z* tali che SPiar(t)=0 Yt = =0 Vi

2. Tali z* generano N: Vz e N, 3 c=(c1,...,c,): a(t) =X, ciz'(t) Vi

Basta prendere z° nel modo seguente: fissati n vettori v* € R" linearmente in-
dipendenti , z* é la soluzione di (*) soddisfacente la condizione iniziale z*(0) = v".
Chiaramente le ¢ sono linearmente indipendenti. Poi, se z é soluzione, siano ¢; € R
tali che z(0) = Y0, o' = X0 ¢’ (0) e sia 2(t) := 3", ¢;z'(t). Siccome x e & sono
soluzioni dello stesso problema di Cauchy, allora x = & (per il Teorema di Picard).

Definizione.  Un sistema di n soluzioni linearmente indipendenti x* di (*) si
chiama sistema fondamentale per (k).

Se 2 é sistema fondamentale, la matrice X (t) = (z',...,2") = (2%(t))ij=1,...n
avente per colonne i vettori 7  si dice matrice fondamentale.
Notiamo che se indichiamo con X la matrice che ha per elementi le derivate degli
elementi di X, allora, con tale notazione,

X = AX

Se X(t) ¢ matrice fondamentale e X (0) é la matrice identitd, cioé X (0) =

(é1,...,€,) OVvero x;(O) =0;;, X ¢é matrice principale.

Se X ¢é matrice fondamentale allora le soluzioni di (*) si scrivono nella forma
z(t) =Y ca'(t)=X(t)e c=(c1,...,c,) ER" ( Integrale Generale )
i=1

Se X é matrice principale X (t)c, ¢ € R™ élasoluzione del problema di Cauchy
con condizione iniziale x(0) = c.

NOTA. Date n funzioni ' € C(R,R"), é subito visto che  Jto: i vettori z*(to)
sono linearmente indipendenti = le funzioni ' sono linearmente indipendent,
ma il viceversa non ¢ vero, in generale: z'(t) = (1,t),z2(t) = (¢,t*) sono chiara-
mente funzioni linearmente indipendenti, ma z*(t) = tz'(t) V¢, cioé, per ogni t,
x(t) e 22(t) sono vettori (di R?) linearmente dipendenti.

Definizione. Date '€ C(R,R"),i=1,...,n sia X(t):= (24(2)).
W (t) := det X () si dice determinante Wronskiano delle z°.

Siccome, dati  v* € R",i=1,...,n, come é ben noto



=1

v* linearmente indipendenti < <§: ' =0=¢=0 Vz’) = det(vé-) #0

si ha allora che: Jto tale che  W(tg) #0 = 1z’ linearmente indipendenti.
Il viceversa , come visto in NOTA, é falso in generale, : ' linearmente indipen-
denti non implica  det(z}(t)) # 0 (anche solo per qualche t).  Tuttavia

Proposizione  Siano z’,i = 1,...,n soluzioni di (x), X (t) := (2(t)).
X (t) é matrice fondamentale < det X(t)#0 V¢t < (X(¢)! esiste V¢

Prova. C’¢é solo da provare la prima =. Supponiamo, per assurdo, che
esista to tale che W (ty) = 0 e quindi che i vettori z‘(¢y) siano linearmente dipen-
denti: esistono ¢; costanti non tutte nulle tali che 7 | ¢;z'(ty) = 0. Ora, se
2(t) == X0, cx'(t), @ é soluzione che si annulla in ¢y, e quindi, per I'unicitd della
soluzione del problema di Cauchy, " cr'(t) =2 =0, cioéle x’ sono linear-
mente dipendenti.

SISTEMI LINEARI NON OMOGENEI
Siano a;;,b; € C(R), i,j=1,...,n, A= (aj), b= (b1,...,b,). Sia X matrice

fondamentale per il sistema lineare omogeneo & = Ax. Sia x soluzione del sistema
lineare non omogeneo
&= Az +b (#¢)
Se X é matrice fondamentale del sistema lineare omogeneo associato & = Ax, allora
t=Arz+b = X W=X"1i-X"1Ax

Proviamo che —X"'Az = (X~ ')z e quindi (X'2) = (X Vo + X 'd =
t

Xt — XAz =X equndi, X 't)z(t)=X"10)z(0)+ [ X Y 7)b(T)dr
0

e quindi
t
r=X (c + /X_l(T)b(T)dT> (formula della variazione delle costanti)
0
Una soluzione di (xx) appartiene quindi all’insieme
N+z={T+ X(t)c: ceR"} (integrale generale)
t
ove Z(t) = X(t) [(X (7)) 'o(r)dr.
0
: ot
Esercizio. 4[X(t)c+ 7] = Xc+ X [(X(7))7'b(T)dr + X (¢)(X (¢))7'b(t) = AXc+
0

t
AX [ X bdr +b=A(Xc+7T) + b
0



SISTEMI A COEFFICENTI COSTANTTI : RIDUZIONE A FORMA
CANONICA

Siae;, i = 1,...,n base canonica di R". Sia  D(A1,...,\,) := (Aeq, ..., \en)
(matrice diagonale avente Ai,...,\, come elementi sulla diagonale principale). Il
(pit semplice) sistema differenziale

T =DM\,..., )T z(t) = ((z1(t), ..., za(t))
é formato dalle n equazioni disaccoppiate T; = Ny, 1=1,...,n.
Il sistema ammette quindi le soluzioni zt = etite,.

Queste soluzioni sono a Wronskiano diverso da zero e quindi formano un sistema
fondamentale e ogni soluzione ¢é della forma

n
r=>3 cetite; = (cle’\lt, o ,cne’\”t) , ¢ €R ( Integrale Generale )
i—1

Se A ha n autovalori reali distinti, allora .4 ha una base di autovettori
v' € R" i=1,...,n. L'Integrale Generale del sistema = Ax si scrive

n
Z ettt ¢ €R

=1

Per provarlo, introduciamo la matrice avente come colonne gli autovettori
- 1 ny\ _ i
P = (v N ) = (v-

J)i,j:L...,n

P é invertibile e P rAPe; = P 1AV = NP1t = Ney OVVero
\ie; 6 la i-esima colonna di P~'AP. Dunque

PYAP = (Mer, ..., Men) = DAy, M) (forma canonica)

Ma allora, se #=Ar e y:=P'lx, é x=Py e y=P i equindi
=P APy =D(\1,..., \)y e quindi Y= Zn: c;elite;
i=1
Quindi ’integrale generale di & = Az  si scrive appunto
P (Zn: cie’\itei) = zn: ciettyt
i=1 i=1

In Appendice discuteremo la riduzione a forma canonica nel caso di autovalori
multipli e/o complessi.



EQUAZIONI DIFFERENZIALI DI ORDINE SUPERIORE

Consideriamo il problema di Cauchy: data f € C'(R" x R,R),t, € R, trovare
d>0e yelC™((to—0,to+9) tale che

y () = Fy),y'@),... .y 0(@), 1), tE (to— 0t +0)

y(to) =co,  y(to)=c1,  eiii.. YD (t0) = ¢n

Se y é una soluzione, allora z1 = y, 29 = ¢, ..., Tnq = y" D 2, = ¢
risolvono il problema di Cauchy per il sistema differenziale del primo ordine associato

n—1)

[tl =To,...... j:n—l = Ty, x'n:f(xl,...,xn,t)

J?l(t()) = Coy - - ,ZL’n(tQ) = Cp

In particolare il problema di Cauchy dato ha al pid una soluzion, ed ha in effetti
esattamente una soluzione ottenuta a partire dalla soluzione del problema di Cauchy
per il sistema del primo ordine associato. Si estendono poi in modo ovvio i teoremi
di esistenza globale validi per i sistemi del primo ordine. In particolare, se a;,j =
1,...n sono funzioni continue in I, consideriamo 1’equazione lineare di ordine n

(EDL)  y"™(1) + ana (Dy" V() + ... ao(D)y(t) = 0

(EDL) ha soluzioni definite in I e tali soluzioni formano un sottospazio lineare di
dimensione n di C™(I). Una base di tale spazio, diciamo y, . . ., ¥, si chiama Sistema
Fondamentale. Un sistema di n soluzione é un sistema fondamentale se e solo se

W (t) := det (yj(»i_l)(t» ( Wronskiano)

ij=1,..n

é diverso da zero per ogni ¢ (equivalentemente: per qualche t). Se y;,j =1,...,né
sistema fondamentale, allora le soluzioni di (EDL) sono tutte e sole le funzioni

y=c1y1 + ...+ cp¥n, c; €ER Integrale Generale

Equazioni a coefficenti costanti

Qui i coefficenti a; si assumono costanti. Posto a,, := 1, indichiamo

p(z) =Y a;7’ (polinomio caratteristico)
7=0
D= . p(D)ly] :=j_ga; Dy = ap D"y 4 ap 1 D"y + ...+ agy
(EDL) si scrive allora p(D)[y] =0



Determinazione di un Sistema Fondamentale

Nell’esempio pit semplice, ' — Ay = 0, le soluzioni sono date da y = ce (qui é
conveniente ammettere y € C*°(R;C) e A€ C: (f +1ig) = f +ig’; ad esempio
(eM) = XeM). Cerchiamo dunque soluzioni dell’equazione p(D)[y] = 0, della forma
y = eM. Vediamo che

DieM =NeY = pD)[eM] = a;D[eN] =My a;N =eMp(h) =
j=0 J=1

e € soluzione se e solo se p(\) = 0 ovvero se \ é radice del polinomio caratteristico.

Se \i,...,\, sono n radici distinte del polinomio caratteristico, ™! j =
1,...,n sono soluzioni linearmente indipendenti (perché a Wronskiano diverso da
zero) e quindi costituiscono un Sistema Fondamentale. Conseguentemente, se
AL, ..., A\x sono k zeri distinti di p(z), e*t, j = 1,..., k sono k soluzioni linearmente
indipendenti.

Se A\ é uno radice reale di molteplicita ¢ di p(z) (equivalentemente p(A) = p'(A) =
... =p Y ()\) = 0) allora (EDL) ha le ¢ soluzioni linearmente indipendenti

At At —1 At
Yy = e, ya =te™, .. oy, =t"""e

Sia infatti 0 = p(A) = p'(A) = ... = p'~V()\). Intanto
Dilty] = jD" 'y +tD’y =
p(D)[te™] = ag D'~ [eM] + ta; D[] = e (p'(A) + tp(N)) = 0
=0
Dunque, p'(\) =0 = p(D)[te™] = 0. Ragionando per induzione, supponiamo
0=pN)=pN)=...=p®(\) = pD)FN =0 Vj=0,...k

Ora, p(D)[t"*'eM] = p(D)[tt"e] =

S 4D+ ta, DV [theV] = (D) [te] + p(D)te™]

=0

Sopponendo che p¥)(\) = 0Vj = 0,...,k+ 1 e quindi (p')¥) = 0Vj = 0,...,k,
dall’ipotesi di induzione applicata a p,p’ segue quindi che p(D)[ti1er] = 0.

Nel caso in cui A = a + i3 sia uno zero complesso di molteplicitd p (e quindi é tale
anche \), (EDL) ha le 2p soluzioni

y1 = e* sin ft, Yo = te*sinft, ... Yp = tP~Le sin St
71 = e* cos At Go = e cosfBt, ... Gp= tP~Le cos Bt

Si ottiene in questo modo un sistema fondamentale.



COMPLEMENTI

Supponiamo adesso che A abbia ancora tutti autovalori distinti, ma che abbia
g autovalori reali u;, ¢ =1,...,q e 2p > 2 autovalori complessi |,
q-+2p = n (notiamo che se A\ = a+if3 é autovalore complesso allora anche A = a—i/3
lo é, perché A é matrice di numeri reali e quindi il suo polinomio caratteristico é a
coefficenti reali).

Siano A\;, \jj=1,...,pe p;,i=1,...,q gli autovalori complessi e, rispettivamente,
reali, di A. A tali autovalori corrispondono n autovettori linearmente indipendenti,
diciamo v, v/, j=1,...,p, u', i=1,..., ¢ : notiamo che mentre u* € R", i v’

sono vettori in C™ (vettori a componenti corriplesse) e compaiono in coppie complesse
coniugate giacché — Av/ = \ju? & Av? = A\v?  (la lineare indipendenza sussiste,
nei fatti, in C"). Posto & := R, 1/ := Sv? (ovvero v =& +ian?, & npf € R"), é

A& +iAn = Av) = ! = (o +148;) (& + i) = ;& — By’ +4(8;6 + ) =

AE = a8 — By, Al = B¢ + an?
Sia ora

P = (ﬁl,nl,...,fp,np,ul,...uq)

la matrice (n x n reale) avente le prime 2p colonne formate dai vettori parte reale
e coefficente dell’immaginario degli autovettori corrispondenti ai \; e le rimanenti
q colonne formate dagli autovettori reali. Ovviamente tali vettori sono linearmente
indipendenti e quindi P é invertibile. Mostriamo che

PIAP =

(04161 — pea, frer +aqey, ... y Op€p — 5p€p+1a 5p€p + apepr1,  H1€2p41s - - »qun)

(P~LAP é qui, come altrove, descritta come n-upla di vettori colonna). E questa la
forma canonica di A in presenza di autovalori distinti, reali o complessi.
Verifichiamolo:

P lAPe, = P 1A =Pt (04151 — 51771> = e — Pies

P lAPe, = P 1At = P! (5151 + 041771> = Bier + aey

e cosi via fino alle colonne di posto 2p — 1 e 2p.
Per le rimanenti si trova invece P~ APeg,1i = ficopyi-
Posto y = (z,£,1) € RY x R? x RP, il sistema 3y =P ' APy si disaccoppia nelle
g equazioni
Ti = Wi 1=1,...,q
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e nei p sistemi 2 x 2

& =6 =By, =0 tam, & e CHRR) j=1,,p
Posto  z;(t) :=&;(t) +in;(t), ;=& +in;, il sistema si riscrive come

% = (o +1iB))z
che ha le soluzioni
zj = cexp(ayt +iBt) = ce®*(cos Bt +isin B;t), ce C

Prendendo ¢ = 1, ¢ = 7 otteniamo coppie di soluzioni in forma reale

& = e“' cos B, n; = e’ sin B;t, & =e*sinBit, n; = —e"" cos Bt

Si ottiengono cosi 2p + ¢ soluzioni che, come é immediato verficare, sono a Wron-
skiano diverso da zero e quindi formano un sistema fondamentale per il sistema in
forma canonica e che, applicando P, fornisce un sistema fondamentale per il sistema
dato = = Ax.

Pitl in generale, se P é matrice invertibile e 37, c¢;y' & Integrale Generale
diy=P ' APy, allora

>_cPy’
i=1
¢ Integrale Generale di = = Ax.

Si tratta allora di trovare una matrice P che riduca A nella forma pit semplice
possibile, la sua forma canonica.
Cosi abbiamo proceduto nel caso diagonalizzabile. Si pué procedere in questo modo
anche quando, a causa della presenza di autovalori multipli, fosse impossibile diag-
onalizzare A (ricordiamo che anche in presenza di autovalori multipli A pué avere
n autovettori linearmente indipendenti e quindi essere diagonalizzabile: é questo il
caso se A é simmetrica).
In tali casi la forma canonica risulterd peré piuttosto complicata (forme di Jordan).

Ci limitiamo a considerare il caso
A ha un solo autovalore, reale, cui corrisponde un unico autovettore.

Cominciamo dalla situazione pitu semplice, cioé n = 2.
Sia dunque A zero di molteplicita 2 (molteplicitd algebrica di A\) del polinomio
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caratteristico di A, matrice 2 x 2 . Se la molteplicita geometrica di \, ovvero
dim (ker(A — AZ)) é uguale alla molteplicitd algebrica di A (cioé é 2) cioé a A cor-
rispondono due autovettori linearmente indipendenti, allora A é, come sopra, diag-
onalizzabile.

Supponiamo quindi che A abbia un unico autovettore v. Cié implica che

Im(A-XT7)={heR*: FuecR® taleche Au— \u=h}
¢ un sottospazio di dimensione 1:  Im (A — AJ) = {tu: t € R} per qualche u # 0.
Di piu,
Im(A—-\T)={tv: t e R}

Questo perché Au — A\u = tu = Au — (A +t)u = 0 e quindi t = 0 ( A é I'unico
autovalore !) e quindi u é un multiplo di v ( v é I'unico autovettore !)

Dunque esiste u tale che Au — Au = v. In particolare, u € Ker(A — \Z)? ed u si
dice autovettore generalizzato. Sia ora

P = (v,u)

la matrice avente per colonne ’autovettore e ’autovettore generalizzato; ovviamente
P é invertibile. Si ha

PlAPe; = P Av = P o = ey

Pl APe; =P Au =P (Au+v) = ey + €3

Dunque
P_IAP = ()\61, e+ )\62)

E questa la forma canonica di A. Il sistema associato a P~LAP ¢

T = Az +y, Y=y

Una soluzione di tale sistema é y = 0,7 = e™. Una seconda soluzione é y = e ¢

quindi (re )" = 1 e quindi z = te*. Tali soluzioni sono a Wronskiano non nullo
e quindi formano un sistema fondamentale. Dunque un sistema fondamentale per
= Az é dato da

P (eMel) = My, P (te)‘tel + €>\t€2) = teMv + eMu

Argomenti analoghi si applicano al caso piu generale in cui la matrice n x n A
ha un unico autovalore A\ ( avente quindi molteplicita algebrica n) avente
molteplicita geometrica 1, cioé Au = Au ha una sola soluzione u; ( a meno di
multipli).
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La proprietd chiave (che sussiste in effetti senza ipotesi sulla molteplicita geometrica
di A e che diamo senza dimostrazione) é la seguente:

(" Ker(A—\I)"=R" ("
1. Una conseguenza di (!) é che
Ker (A= AI)" = Ker (A— D" = Ker(A—XI)"=R"

Infatti, u € Ker (A—X)"? = 0= (A - XD (u) = (A = XD (Au — M)
= (A-XD)'(Au— ) =0 = wueKer(A—X\)"" = Ker(A—- )"

2. Una conseguenza di ~ dim [Ker (A—AI)] =1 é che
(+)  dim [Ker (A—\D)*""| = dim [Ker (A= AD)*] +1
se  Ker (A— A\I)" ¢ sottospazio proprio di Ker (A — AI)**' . Infatti, da
Fu : (A=XD)*" (w)=0, (A=XD)"(u)#0
segue
0=(A-XD)"" (W)= (A=XD)(A=XD)" (u) = (A—=AD)"(au)=1u
per qualche @ # 0. Ugualmente (A—X2)""' (@) =0 = (A—-A\D)"(Bu)=wu

per qualche 8 # 0 e quindi  au+ fu € Ker (A — )\I)k.
In particolare, da (!) e 1., segue che allora (4) vale per ogni k < n.

3. Una conseguenza di 2. é che
(A= \T) [Ker (A= AD)*| = Ker (A - \T)*

Intanto, u € Ker (A—AD)*" = (A—=XD)* (Au—Xu) =0 cioé
(A—\T) [Ker (A— )\I)kﬂ} C Ker (A— \T)". Poi, usando 2.,

dim [Ker (A~ MT)] =1 = dim [(A— )T) (Ker (A= \T)**")] =

= dim [Ker (A— )\I)kﬂ} —1=dim {Ker (A — /\I)k}

Da 3. segue che esiste us tale che Aus — Aus = uq, e poi, iterando, per ogni k < n
esiste uyyq € Ker (A — )\I)kJrl tale che Augiq — A\ugyy = ug.
Sia ora

P=(ug,...,up)
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la matrice avente per colonne 'autovettore u; e gli autovettori generalizzati
ur k=2,...,n. Siccome

P lAPe; = P Auy = Py = Aey

P APe, = P 1 Aup = P (Aug + up—1) = e + ex_1, k=2...,n

concludiamo che

PTAP = (Nei, deg +er, ..., en +en1)

ove P~LAP ¢ descritta come riga di vettori colonna. E questa la forma canonica
per A.

Ora, il sistema differenziale associato a P~1 AP é

=AY, =AMty oo Une1 = AYn1 + Un, Yn = AUn

Iterando il calcolo effettuato nel caso n = 2 troviamo per tale sistema le n soluzioni

(M 0, , 0)
(te e 0,......... , 0)
(t2eM, teM, M 0,..., 0)
(e e L ,eM)

Tali n soluzioni hanno Wronskiano evidentemente diverso da zero e quindi formano
un sistema fondamentale da cui, applicando P, si ottiene un sistema fondamentale
per & = Ax.
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