Serie di Fourier: esercizi svolti

Gli esercizi contrassegnati con il simbolo * presentano un grado di difficolta mag-

giore.

Esercizio 1. Scrivere la serie di Fourier delle seguenti funzioni e studiarne la convergenza

quadratica, puntuale e uniforme:

a) f(z) =x — [z], dove [z] & la parte intera di x

1 1

sin (27rnx), converge quadraticamente a f su R,

l\D\
:1
3\*—‘

f(x) sexdZ,

converge puntualmente a S(z) = { .
3 se r € 7,
]

| converge uniformemente a f su [a,b], n<a<b<n+1l,neZ

) f:R — R ¢ la funzione ottenuta prolungando per periodicita la funzione
se —m <z < I,
a se x = %7

n

sin nx, converge puntualmente e quadraticamente a f su R,

_9 Z (=
n=1
converge uniformemente a f su [a,b], 2k+ 1)t <a<b< (2k+3)m, ke Z

¢) f:R — R & la funzione ottenuta prolungando per periodicita la funzione
{x2 se —m < x <,

g(x) =
0 sex=4=nm

cosnx, converge quadraticamente a f su R,

2 > (-

— +4

74
n=1

Vk e Z,

converge puntualmente a S(x) =

f(z) sex# (2k+ 1),
2 se x = (2k + 1),
converge uniformemente a f su [a,b], 2k+ D)7 <a<b< (2k+3)m, k€ Z
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d) f:R — R ¢ la funzione ottenuta prolungando per periodicita la funzione

zt se —mw <r<m,
9(z) =

0 sex==m

4 oo 1" o0 —1)"
7T5+87r2n§1(n2) cosnx—élS;(nﬁ cos nx,

converge quadraticamente a f su R,

f(z) sex+# (2k+ 1)m
converge puntualmente a S(z) = Vk € Z,
m sex = (2k+ 1)m,

converge uniformemente a f su [a,b], 2k + )7 <a<b< (2k+3)m, k € Z

*¢) f: R — R & la funzione ottenuta prolungando per periodicita la funzione

{xcosx se —m <z <,

s sexr =T

[ 1 = (=1)"n
——sinx — 2 Z (=1) 1 sinnx, converge quadraticamente a f su R,

f(z) sex# (2k+ 1)m
0 se x = (2k + 1),
| converge uniformemente a f su [a,b], (2k+ 1)r <a<b< (2k+3)m, k€ Z

keZ,

converge puntualmente a S(z) = {

f) f:R — R ¢ la funzione ottenuta prolungando per periodicita la funzione
1 sex e (—%,5),
glz)=¢ -1 sezxe [-m,-F)U (5, 7],

0 sex:j:%

4. (—1)" .
— Z cos (2n+ 1)z, converge quadraticamente a f su R,
™= 2n +1

converge puntualmente a f su R,

converge uniformemente a f su [a,b], 2k +1)5 <a<b< (2k+3)%, k€ Z

g) f:R — R ¢ la funzione ottenuta prolungando per periodicita la funzione g(x) =
||, definita per ogni x € [—, 7]

4 & 1

; Z: m COS (2n + 1).’,5',
n=0

T
2

converge puntualmente, quadraticamente e uniformemente a f su R
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h) f:R — R & la funzione ottenuta prolungando per periodicita la funzione
-1 se —7m7<z<0,

g(x)=<50 sex=0,=*m,

1 se0<z<m

1 Eoo 1 in(2n+1)
— sin (2n x,
7rn:02n—|—1

converge puntualmente e quadraticamente a f su R

converge uniformemente a f su [a,b], kr <a<b< (k+ )7, k€ Z

Svolgimento

a) La funzione f(x) = x — [z] & periodica di periodo 1 ed in particolare f(x) = x per
ogni z € [0,1). Quindi f & continua in (n,n+1) ed & discontinua, con discontinuita

di tipo salto, in = n, per ogni n € Z.

1.5+
1.0

0.5

Fig. 1: Grafico di f.

Studiamo inizialmente la convergenza della serie di Fourier di f.

1
Osserviamo che fijoq) € L*(0,1), ossia che / [f(2))* dz < +oco. Infatti,
0

/()1[f(x)]2dx :/Olde:U: é
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Ne segue che la serie di Fourier di f converge quadraticamente a f su R.
Studiamo ora la convergenza puntuale della serie di Fourier di f. Essendo f con-
tinua in (n,n + 1), per ogni n € Z, si ha che la serie di Fourier di f converge a f
in (n,n+ 1), per ogni n € Z. Consideriamo ora x = n € Z. Si ha che

fn) = lim f2) =1, f(n*)= lim f(z) =0,

T—n" z—nt

f'(n7) = lim M =1, f'(n")= lim M -1

T—n" r—n z—nt r—n

Quindi la serie di Fourier di f converge in  =n € Z a 3[f(n”) + f(n")] = 1.

Pertanto la serie di Fourier di f converge puntualmente a

flx) sexd&Z,
S(x):{ ()

% se x € Z.

Inoltre, essendo f di classe C'! in ogni intervallo (n,n+ 1), per ogni n € Z, la serie
di Fourier di f converge uniformemente a f su [a,b], con n < a < b < n+ 1, per
ogni n € Z. Poiche f non & continua su [n,n + 1], la convergenza non e uniforme

su questi intervalli.

Determiniamo ora la serie di Fourier di f. Essendo f periodica di periodo 1, la

serie di Fourier di f e della forma

oo
ap + Z [ar, cos (2nmz) + by, sin (2n7z)],
n=1
dove

1
ao = /0 f(x) dz,

e perognin > 1

an = 2/01 f(z) cos (2nmzx) dx, by, = 2/01 f(z)sin (2nmz) dx.

Si ha che
1 1 1
agz/ f(x)dx:/ rdr = =,
0 0 2
1 1
Vn>1: an = 2/ f(z)cos (2nmz) dx = 2/ x cos (2nmzx) dr =
0 0
integrando per parti
1 1 1 1
= |- sin (QnW:U)] ey sin (2n7x) dr = [W cos (2n7r:r)} . =0,
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1 1
Vn>1: by, = 2/ f(x)sin (2nrz) de = 2/ xsin (2nwz) dr =
0 0

integrando per parti

1 o1t
= |:—l‘ cos (2n7rac)} +— / cos (2nmx) dx =
nm 0 nm .Jo

! 1
sin (2n7rm)] =——.
0 nm

1 1

nm [2n27r2

Quindi la serie di Fourier di f &
1 131
- — = — sin (2 .
5" - ng_l - sin (2nmx)

b) La funzione f & periodica di periodo 27. Inoltre f & continua in |(2k+1)7, (2k+3)7],
per ogni k € Z, ed & discontinua, con discontinuita di tipo salto, in x = (2k + 1),

per ogni k € Z.

Al

-3

Fig. 2: Grafico di g.
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Fig. 3: Grafico di f.

Studiamo inizialmente la convergenza della serie di Fourier di f.

Osserviamo che fi_, - € L?(—m, ), ossia che / [f (x)]* dz < +o00. Infatti,

"de = [ a?de = 23,
. [ =3

Ne segue che la serie di Fourier di f converge quadraticamente a f su R.

Studiamo ora la convergenza puntuale della serie di Fourier di f. Essendo f con-
tinua in |(2k + 1), (2k + 3)7[, per ogni k € Z, si ha che la serie di Fourier di
f converge a f in |(2k + 1)m, (2k + 3)7[, per ogni k € Z. Consideriamo ora
xp = (2k + 1)7, per ogni k € Z. Si ha che

flap) = lim f@@)=m faf)= lim fx)=—m,

f(z) = lim W =1, fl(z})= lim+ W =1

Quindi la serie di Fourier di f converge in z; = (2k + 1)m, per ogni k € Z,
a S[f(z;) + f(zf)] = 0 = f(zx). Pertanto la serie di Fourier di f converge
puntualmente a f su R. Inoltre, essendo f di classe C! in ogni intervallo ](2k +
1), (2k + 3)7[, per ogni k € Z, la serie di Fourier di f converge uniformemente

a fsula,b], con (2k+ 1)m < a < b < (2k + 3)m, per ogni k € Z. Poiche f
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non ¢ continua su [(2k + 1)7, (2k + 3)7], la convergenza non ¢ uniforme su questi

intervalli.

Determiniamo ora la serie di Fourier di f. Essendo f periodica di periodo 27 e

dispari, la serie di Fourier di f ¢ della forma

o, ¢]
Z b, sinnz,
n=1

dove per ogni n > 1

1 /7 1 /7 2 [T
bn:—/ f(x)sinnxd:v:—/ :rsinnxdx:—/ xsinnz dr =
0

FLg — T Jn T
integrando per parti

2 /1 1 L 2 2 1. qm .
=—|(|——xcosnx| + f/ cosnrdr | = —— cosnr+-—— [smnm} =—(-1)
T n o nJo n n2m 0

Quindi la serie di Fourier di f &
o0
=" .
-2 -— .
Z —— sinnz
n=1

La funzione f ¢ periodica di periodo 27. Inoltre f & continua in |(2k+1)m, (2k+3) ],
per ogni k € Z, ed & discontinua, con discontinuita eliminabile, in z = (2k + 1),

per ogni k € Z.

-2

Fig. 4: Grafico di g.
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Fig. 5: Grafico di f.

Studiamo inizialmente la convergenza della serie di Fourier di f.

Osserviamo che f|_r - € L?(—m, ), ossia che / [f(2)])? dz < 4o0. Infatti,

—Tr

[ epa= [ star= e

—T —T
Ne segue che la serie di Fourier di f converge quadraticamente a f su R.

Studiamo ora la convergenza puntuale della serie di Fourier di f. Essendo f con-
tinua in ](2k + 1), (2k + 3)7[, per ogni k € Z, si ha che la serie di Fourier di
f converge a f in |(2k + 1), (2k + 3)7[, per ogni k € Z. Consideriamo ora
xp = (2k + 1)7, per ogni k € Z. Si ha che

flag) = lim f(z) =7 fzf)= lim f(z)=="

.’E"Ik Ll?ﬂxk

= —2m.

f'(z) = lim f@) = flz) =2m, f(zf)= lim M

T—x, €T — Tk m—m: T — Tk

Quindi la serie di Fourier di f converge in z; = (2k + 1), per ogni k € Z, a

$f(zy) + f(2f)] = 7% Pertanto la serie di Fourier di f converge puntualmente a

{f(:L‘) se x # (2k + 1),

Vk € Z.
72 sex = (2k+1)m,

S(z) =
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Inoltre, essendo f di classe C! in ogni intervallo ](2k + 1), (2k + 3)x[, per ogni
k € Z, la serie di Fourier di f converge uniformemente a f su [a,b], con (2k+1)7 <
a < b < (2k+3)m, per ogni k € Z. Poiche f non ¢ continua su [(2k+1)m, (2k+3)7],
la convergenza non e uniforme su questi intervalli. Poiche S conicide su f tranne
che nei punti zy = (2k+ 1)7, per ogni k € Z, allora la serie di Fourier di S coincide
con quella di f ed essendo S di classe C' sull’intervallo [—, 7], si ha che la serie

di Fourier di S, e quindi anche quella di f, converge uniformemente a S su R.

Determiniamo ora la serie di Fourier di f. Essendo f periodica di periodo 27 e

pari, la serie di Fourier di f ¢ della forma

o0
ap + Z an COSNT,
n=1

1 /7 1 /7 1 [ 171 .17 2
a():*/ f(x)dm:—/ xzda::f/ xzda::{x?’} =T
2 J_» 2 J_x T Jo T3 0 3

e perognin > 1

dove

an = — f(x)cosnxdx:—/ x cosna;da;:—/ x“cosnxdr =
- T Jr 7 Jo

integrando per parti

( |: 1 s :| i 2 /ﬂ— ‘ )
—x°sinnx| — — rsinnrdr | =
n 0 nJo

integrando per parti

4 (|: 1 :|7T 1 s
=—— | |—=xcosnz —i——/ cosnxdr | =
0

nm n 0o n

4 {1 _ r (—1)" 4
= —cosnm — —— |—sinnz| =(-1)"—.

n?2 n2m [n 0 n?
Quindi la serie di Fourier di f &

7T2 o0 (_1)n
— +4
3 + nzz:l n2

cosnx.

La funzione f & periodica di periodo 27. Inoltre f & continua in |(2k+1)7, (2k+3)7],
per ogni k € Z, ed & discontinua, con discontinuita eliminabile, in = (2k + 1),

per ogni k € Z.
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Fig. 6: Grafico® di g.

Fig. 7: Grafico? di f.

Studiamo inizialmente la convergenza della serie di Fourier di f.

Osserviamo che f|_r - € L?(—m,7), ossia che / [f(z)]? dx < +oo. Infatti,

/:r[f(w)]zda: = /:prdx = %719.

Ne segue che la serie di Fourier di f converge quadraticamente a f su R.

1 N
Il grafico non ¢ in scala
211 grafico non ¢ in scala
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Studiamo ora la convergenza puntuale della serie di Fourier di f. Essendo f con-
tinua in |(2k 4+ 1), (2k 4+ 3)7[, per ogni k € Z, si ha che la serie di Fourier di
f converge a f in |(2k + 1)m, (2k + 3)7[, per ogni k € Z. Consideriamo ora
x = (2k + 1), per ogni k € Z. Si ha che

flog) = lim f(z) =7, f(z})= lim_f(z)=n"

_ - _ +
f'(z;) = lim M = 4m3, f’(:p;) — lim M — 473,
T—T, T — Tk o r—Tg
Quindi la serie di Fourier di f converge in x; = (2k 4+ 1), per ogni k € Z, a
$1f(z;) + f(z{)] = 7. Pertanto la serie di Fourier di f converge puntualmente a

r) sex 2k + 1),
S(x):{f() # (2h+1)

Vk € Z.
7 se x = (2k + 1),

Inoltre, essendo f di classe C! in ogni intervallo |(2k + 1)m, (2k + 3)7[, per ogni
k € Z, la serie di Fourier di f converge uniformemente a f su [a,b], con (2k+1)7 <
a < b < (2k+3)m, per ogni k € Z. Poiche f non ¢ continua su [(2k+1)7, (2k+3) 7],
la convergenza non e uniforme su questi intervalli. Poiche S conicide su f tranne
che nei punti xp = (2k+ 1)7, per ogni k € Z, allora la serie di Fourier di S coincide
con quella di f ed essendo S di classe C! sull’intervallo [—7, 7], si ha che la serie

di Fourier di S, e quindi anche quella di f, converge uniformemente a S su R.

Determiniamo ora la serie di Fourier di f. Essendo f periodica di periodo 27 e

pari, la serie di Fourier di f & della forma
o
ap + Z Qy COSNT,
n=1

dove

1 1 1 (7 171 ™ «t
— dr = — 4d :7/ 4d :|: 5:| _
0 27r/_7rf<m) o 277/_7r$ v 7 Jo var T 5$ 0 5

eperognin >1

1 /™ 1 /7 2 (T
an:—/ f(x) cosnx dx = —/ zt cosnz dr = —/ 2t cosnx dr =
TJx 0

L — T

integrando per parti

2 1 T 4 (7T
= — ([xA‘ sin nx} — —/ 22 sinnx dx) =
s n 0 n Jo
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integrando per parti

8 1 T 3 (7
= —— ([—x?’ cosnx] + —/ z? cosn:cd:n) =
nm n o nlJo
8 24 1 T 27
= (—1)”—27T2 <[:1:2 sinnav] - —/ acsinnazd:n) =
n.Jjo

8 48 1 T o1 T
=(=1)" 27r2 + <[1:cosms} + —/ cosnazd:v) =
n 0

n W 0 n

8 48 48 [1 i 8 48

—(—1 n > 2 -1 n > Y |: : ] — (-1 n > 2 -1 n>>

( )n27r +( )n4+n57r nsmnazo ( )n27r + ( )n4

Quindi la serie di Fourier di f e
4 0 —1)" o0 —1)"
7r5+877221(n2) cosnx—4821(n4) CosN.
n= n=

La funzione f & periodica di periodo 27. Inoltre f & continua in |(2k+1)7, (2k+3)7|,

per ogni k € Z, ed ¢ discontinua, con discontinuita di tipo salto, in = = (2k + 1),

per ogni k € Z.

Fig. 8: Grafico di g.



Serie di Fourier: esercizi svolti 13

-6

Fig. 9: Grafico di f.

Studiamo inizialmente la convergenza della serie di Fourier di f.

Osserviamo che fj_r . € L?(—m,m), ossia che / [f(2)]*dz < +oo. Infatti, es-
sendo f continua a tratti su [—m, x|, allora f & integrabile (il calcolo esplicito
dell’integrale di f2 non ¢ immediato). Ne segue che la serie di Fourier di f con-

verge quadraticamente a f su R.

Studiamo ora la convergenza puntuale della serie di Fourier di f. Essendo f con-
tinua in |(2k + 1)m, (2k 4 3)7w[, per ogni k € Z, si ha che la serie di Fourier di
f converge a f in |[(2k + 1)7,(2k + 3)7[, per ogni k € Z. Consideriamo ora
xp = (2k + 1)7, per ogni k € Z. Si ha che

flap) = lim f2) = -7, faf)= lm f() =T,

T—T, z—m',:
) OIS0 sa)
T—x, T — Tk xﬂxz T — Tk

Quindi la serie di Fourier di f converge in x; = (2k + 1), per ogni k € Z, a

1

$[f(z;) + f(zf)] = 0. Pertanto la serie di Fourier di f converge puntualmente a

flx) sex# (2k+ 1),
S(z) = (@) ( ) Vk € Z.
0 se v = (2k + 1),
Inoltre, essendo f di classe C! in ogni intervallo |(2k + 1), (2k + 3)x[, per ogni

k € Z, la serie di Fourier di f converge uniformemente a f su [a, b, con (2k+1)7 <
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a < b < (2k+3)m, per ogni k € Z. Poiche f non ¢ continua su [(2k+1)m, (2k+3)7],

la convergenza non e uniforme su questi intervalli.

Determiniamo ora la serie di Fourier di f. Essendo f periodica di periodo 27 e

dispari, la serie di Fourier di f & della forma

o0
E b, sinnz,
n=1

dove per ogni n > 1

1 /7 1 /7
b, = —/ f(z)sinnx dr = —/ x cos x sinnx dx
L — ™ J-m

(1.1)

iy
:—/ x cosxsinnx dx.
m™Jo

Calcoliamo le primitive di x coszsinnz su R. Integrando per parti si ha che

(1.2) /a:cosa:sinnxdx :a:/cosxsinnxdm—/(/cos:csinnxda:) dz,

dove / cos x sin nx dx indica una generica primitiva di cosz sinnz su R. Calcolia-

mo queste primitive. Integrando per parti (abbr. p.p.) si ha che

. p-p. . . 1 )
/cosxsmnx dr "=sinzsinnz — — /smxcosn:p dz
n

pp. . ) 1 1 )
=SsSimmxsmnr — — — CcCosxrcosnxr — — COS T SInnx dﬁ[f
n n

L 1 1 .
= sinz sinnx + — cos x cos nx + 7/cosxsmnxd:c.
n n

Quindi per ogni n > 2 si ha
1 . S 1
1-— coszsinnz dr = sinzsinnz + —coszcosnxr +¢, c€R
n n

da cui segue che per ogni n > 2

2

. n A 1
/Cosxsmnxd:c: 1 (sm:z:smms+ cos:z:cosnx) +c¢, ceR.

n? — n

Sostituendo in (1.2) si ottiene che per ogni n > 2

2
. n . ) 1
/.ICOS.ISIHTLIE dl’ =X 1 (SIDCL‘SIDTL,I —|— — COSCL‘COSTL$> —|—

n? — n

2 1
(1.3) " 7 </sinzsinnxdm—|—/cosxcosn:ndx).
n

n2 —

(®)
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Calcoliamo (). Integrando per parti si ha che

. . . 1
(1.4) /smmsmnw dr = —cosxsinnx + — /cos:ccosnx dx.
n

Pertanto non resta che calcolare quest’ultimo integrale. Intregrando per parti e

utilizzando (1.4) si ha che

pp. . 1 . )
cosxcosnrdxr "=sinzcosnx + — | sinzsinnxdx
n
(14) . 1 . 1
='sinxcosnx + — | —coszsinnr + — [ cosxcosnxdx
n n

. . 1
= SINZ COSNIT — — COS T SINNT + 7/Cosmcosna:dx.
n n

Quindi per ogni n > 2 si ha

1 . 1 .
<1 - — /cosxcoan:dm =sinzcosnr — —coszsinnr +¢, ce€R
n n

da cui segue che per ogni n > 2

2
n : 1 .
(1.5) /cosxcosn:ccm =51 (smxcosn:c - Cosxsmna:) +¢, celR.
n n

Sostituendo (1.5) e (1.4) in (Q) si ottiene

. ) 1 . 2
/smazsmnxd:v—k—/cosxcosnmdaz: —cosa:smna:+—/cosxcosn:cdx:
n n

n2

2n 1
= —coszsinnx + T sinxcosnr — —cosxsinnr | +¢, ceR.
n

Sostituendo in (1.3) si ottiene

2
. n . . 1
/mcosmsmnxdﬂc:m 1 (smxsmnm—i—cosxcosnx)—i—

n? — n

2 2 3
—5——CosTSINNT — —5—— | sinzcosnr — —coswsinnz | +¢, ceR.
n?—1 (n?—1) n

Sostituendo in (1.1) si ottiene che per ogni n > 2

+

™ ) 2 n? . 1
b, = — reoszsinnrdr = — |x— sin x sin nx + — cosx cosnz | +
7 Jo T nc—1 n
s
n n? . on3 . 1 .
cos T SINNT — —s—— | sinx cosnxz — — cos z sin nx =
n?—1 (n?2 —1)2 n 0

— —(-1)"

nZ—-1’



16

Serie di Fourier: esercizi svolti

Infine per n = 1 si ha che

™

p.1 1 o1
P = ({_x Ccos 21:] + — / cos 2x dw)
T 2 o 2Jo

1 1 { 1 . r 1
=——+4+ —|—=sin2z| =-——.
2 2m| 2 0 2

2 (7 1 /7
by :—/ xcosxsinxda::—/ z sin 2z dx
T Jo 0

Quindi la serie di Fourier di f &
Ling —2 ) (1) "
——sinz — —1)"——— sinnz.
2 = n?—1

f) La funzione f & periodica di periodo 27. Inoltre f ¢ continua in R esclusi i punti

r = (2k+1)F, per ogni k € Z, in cui ha una discontinuita di tipo salto.

Fig. 10: Grafico di g.
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Fig. 11: Grafico di f.

Studiamo inizialmente la convergenza della serie di Fourier di f.

Osserviamo che fj_ 1 € L?(—7,7), ossia che / [f(2)]? dx < 4o00. Infatti,

—T

/_7;[]“(96)]2 dx = /_7; dx = 2.

Ne segue che la serie di Fourier di f converge quadraticamente a f su R.

Studiamo ora la convergenza puntuale della serie di Fourier di f. Essendo f con-
tinua in R esclusi i punti z;, = (2k + 1)F, per ogni k € Z, si ha che la serie di

Fourier di f converge a f in ogni x # x.

Consideriamo ora xj, = (2k + 1)7, per ogni k € Z. Si ha che

f(p) = tim f<x>—{1 Y
B e -1 sek=2m+1, ’
o 1 sek=2m,
f(wk)Zmlika(x)Z{l oy mET
1) = flap) 1) = f(ab)

1 — 3 1/ + .
T = lim =0 T = lim
o) = i KO o gy = 1S
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Quindi la serie di Fourier di f converge in x, = (2k + 1)%, per ogni k € Z, a
1
2
f suR. Inoltre, essendo f di classe C' in ogni intervallo ](2k + 1), (2k + 3)%],

[f(xy) + f(z)] = 0. Pertanto la serie di Fourier di f converge puntualmente a

per ogni k € Z, la serie di Fourier di f converge uniformemente a f su [a,b], con
(2k+1)5 <a <b< (2k+3)7F, per ogni k € Z. Poiche f non ¢ continua su

[(2k + 1)T, (2k 4 3) %], la convergenza non ¢ uniforme su questi intervalli.

Determiniamo ora la serie di Fourier di f. Essendo f periodica di periodo 27 e

pari, la serie di Fourier di f & della forma

o0
ap + E a,, COSNT,

n=1

1 7 1 3 ™
ao=% 7rf(:l:)dﬂc:7r</o2 dxédx)zO

e perognin > 1

1 [ 2 ( [z i
ap = */ f(x)cosnxdx = — (/2 cosnmdaz—/ cosnxdaz) =
VI —— m 0 z

2<|:1 . :|g [1 ‘ :|7T>
= — — S nx — | —Ssmnx =
s n 0 n

us
2

dove

4 n 0 se n = 2m,
= —sin 7T =1 4_yn m € N.
nm 2 m se n = 2m + 17
Quindi la serie di Fourier di f e
4 & (-1
- Z (=1) cos (2n + 1)z.
T 2n+1

g) La funzione f & periodica di periodo 27. Inoltre f & continua su R.

Fig. 12: Grafico di g.
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Fig. 13: Grafico di f.

Studiamo inizialmente la convergenza della serie di Fourier di f.

Osserviamo che fi_, - € L?(—m, ), ossia che / [f(x)]* dz < 4oc0. Infatti,

/_:[f(az)]zdaz = /_7;562 dr = ;7’[’3.

Ne segue che la serie di Fourier di f converge quadraticamente a f su R.

Studiamo ora la convergenza puntuale della serie di Fourier di f. Essendo f con-
tinua su R si ha che la serie di Fourier di f converge puntualmente a f su R.
Inoltre, essendo f di classe C! a tratti in [—m, 7], la serie di Fourier di f converge

uniformemente a f su R.

Determiniamo ora la serie di Fourier di f. Essendo f periodica di periodo 27 e

pari, la serie di Fourier di f e della forma

o0
ap + E Q. COSNT,

n=1

dove

1 /7 1 /™ T
ag—%/_ﬂf(a:)dfv—;/o a:dx—g

e perogni n > 1

1 /7 2 (7
an:—/ f(x)cosnwdsc:—/ xcosnxdr =
7r 0

- T
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integrando per parti

- ([Gsnna] - 5 [ smneao)
= —xsinnx| — — sinnzdx | =
T n 0 nJo
2 1 & 2
=——|—=cosnz| = —4—[cosnm—1]=
nt| n o nim
9 0 se n =2m,
= = (=" —1] = m € N.
nzﬂ[( ) ] {(2m+41)27r Sen:2m+1,

Quindi la serie di Fourier di f e

T 4 1

2 _Ez(2n+1)2

n=0

cos (2n + 1)z.

h) La funzione f & periodica di periodo 2m. Inoltre f & continua in R esclusi i punti

x = km, per ogni k € Z, in cui ha una discontinuita di tipo salto.

-2

Fig. 14: Grafico di g.
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-2

e

Fig. 15: Grafico di f.

Studiamo inizialmente la convergenza della serie di Fourier di f.

Osserviamo che fi_, » € L?(—m, ), ossia che / [f(x)]* dz < 4o00. Infatti,

—T

/:[f(:z:)]Qda: - /: dx = 2.

Ne segue che la serie di Fourier di f converge quadraticamente a f su R.

Studiamo ora la convergenza puntuale della serie di Fourier di f. Essendo f con-
tinua in R esclusi i punti x; = km, per ogni k € Z, si ha che la serie di Fourier di

f converge a f in ogni x # x.

Consideriamo ora xp = km, per ogni k € Z. Si ha che

—1 se k=2m,
f(x];)_xligl,jf(w)_{l se k=2m+1, meZ,

N ) 1 se k = 2m,
f(xk):xlgilkf(x):{—l se k=2m+1, me2,

flx) = flay)

!/ -\ — 1
f(zy) im pra—

(L'*){Ek

=0,

f'(f) = lim

f@) = f(=)

xﬂr;l' Tr— T

=0.

Quindi la serie di Fourier di f converge in xj = km, per ogni k € Z, a %[f(:c,;) +

f(z})] = 0. Pertanto la serie di Fourier di f converge puntualmente a f su R.

Inoltre, essendo f di classe C'' in ogni intervallo |kx, (k + 1)7[, per ogni k € Z, la
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serie di Fourier di f converge uniformemente a f su [a, b], con km < a < b < (k+1)m,
per ogni k € Z. Poiché f non & continua su [k7, (k + 1)7], la convergenza non &
uniforme su questi intervalli.

Determiniamo ora la serie di Fourier di f. Essendo f periodica di periodo 27 e

dispari, la serie di Fourier di f ¢ della forma

o0
ansinnx,
n=1
dove per ogni n > 1
1 /7 2 (7
bn:—/ f(a;)sinm:da::—/ sinnz dz =
TJx T Jo
2 1 g 2
=—|——cosnz| =—[1—cosnn|=
™ n 0 nm
9 0 se n = 2m,
= 21— (=" = m € N.
mr[ (=1)"] {(Qmil)ﬂ sen=2m+1,

Quindi la serie di Fourier di f &

400
=

n=0

T 1 sin (2n + 1)x.



