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Soluzione Esercizio 3.1.

(3.1.1) Possiamo scrivere ∣∣∣∣ xy2

x2 + y4
tan

(
y2
)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ xy4

x2 + y4
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(
y2
)

y2

∣∣∣∣∣ ≤ |x| y4

x2 + y4

∣∣∣∣∣tan
(
y2
)

y2

∣∣∣∣∣
Ma lim

y→0

tan
(
y2
)

y2
= 1, mentre

|x| y4

x2 + y4
≤
|x|
(
x2 + y4

)
x2 + y4

= |x| −−−→
x→0

0

Quindi lim
(x,y)→(0,0)

xy2

x2 + y4
tan

(
y2
)
= 0

(3.1.2) Passando in coordinate polari,

e
− 1√

x2+y2

sin
(√

x2 + y2
) =

e
− 1
%

sin (%)
−−−−→
%→0+

0

e quindi lim
(x,y)→(0,0)

e
− 1√

x2+y2

sin
(√

x2 + y2
) = 0

(3.1.3) Il limite proposto non esiste: infatti, se f(x, y) :=
x2y

x4 + y2
, si ha

f(x, 0) = 0, f(x, x2) =
1

2

Notiamo però che il limite è nullo lungo ogni retta: infatti, se y = αx con α ∈ R \ {0}

f(x, αx) =
αx

x2 + α2
−−−→
x→0

0

(3.1.4) Si ha
lim

(x,y)→(0,0)

xy√
x2 + y2

= 0

mentre

lim
(x,y)→(0,0)

√
x2 + y2 cos

(
x2 + y5

)√
x2 + y2

= lim
(x,y)→(0,0)

cos
(
x2 + y5

)
= 1

e quindi lim
(x,y)→(0,0)

xy +
√
x2 + y2 cos

(
x2 + y5

)√
x2 + y2

= 1
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(3.1.5) Passando in coordinate polari∣∣xy log (x2 + y2
)∣∣ = ∣∣%2 cos θ sin θ log (%2)∣∣ ≤ %2 ∣∣log (%2)∣∣ −−−−→

%→0+
0

e quindi lim
(x,y)→(0,0)

xy log
(
x2 + y2

)
= 0

(3.1.6) Abbiamo∣∣∣∣∣ x2y
7
4 z

2
3

(x4 + y2 + z4)
√
x2 + y2 + z2

∣∣∣∣∣ ≤
(
x2 + y2 + z2

) (
x4 + y2 + z4

) 7
8
(
x4 + y2 + z4

) 1
6

(x4 + y2 + z4)
√
x2 + y2 + z2

=

=
√
x2 + y2 + z2

(
x4 + y2 + z4

) 1
24 −−−−−−−−−→

(x,y,z)→(0,0,0)
0

Soluzione Esercizio 3.2.

(3.2.1) Sia R∗ := R \ {0}: chiaramente, f1 è continua in tutti i punti della forma (a, b) ∈ R×R∗. È invece
discontinua nei punti del tipo (a, 0) , a ∈ R∗: infatti

lim
y→0

f(a, y) = a2 6= 0 = f(a, 0)

Infine, f1 è continua nell’origine: infatti∣∣∣∣y + 1

y
arctan

(
x2y
)∣∣∣∣ ≤ |y|+ x2 −−−−−−−→

(x,y)→(0,0)
0

(3.2.2) Ovviamente f2 ∈ C

(
R2 \

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣x = y

})
. Inoltre, f2 ∈ C

(
R2
)
: infatti, per il Teorema

della media integrale, ∃ξ ∈ [x, y] t.c.

1

y − x

∫ y

x
et

2
dt = eξ

2

Quindi ∣∣∣∣ 1

y − x

∫ y

x
et

2
dt− exy

∣∣∣∣ = ∣∣∣eξ2 − exy∣∣∣ −−−−−−−→(x,y)→(a,a)

∣∣∣ea2 − ea2∣∣∣ = 0

i.e., f2 ∈ C
(
R2
)

(3.2.3) Scrivendo t =
√
x2 + (y − 1)4 , abbiamo t→ 0⇔ (x, y)→ (0, 1). Quindi

log

(√
1 +

√
x2 + (y − 1)4

)
√
x2 + (y − 1)4

=
1

2

log (1 + t)

t
−−→
t→0

1

2

i.e., f3 è continua su tutto R2

(3.2.4) Abbiamo ∣∣∣∣ xyz

x2 + y2 + z2

∣∣∣∣ ≤ |xy| |z|
x2 + y2 + z2

≤ (x2 + y2) |z|
x2 + y2 + z2

≤ (x2 + y2 + z2) |z|
x2 + y2 + z2

= |z| −−−→
z→0

0

e quindi f4 è continua su tutto R3
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Soluzione Esercizio 3.3. Ovviamente, f ∈ C (Rn \ {(0, · · · , 0)}). Abbiamo la seguente
Asserzione:

f ∈ C ({(0, · · · , 0)}) ⇐⇒
n∑
j=1

αj > 2β

Prova dell’asserzione: sia x := (x1, · · · , xn)
“⇐”:

|f(x)| = |x1|α1 · · · |xn|αn(
x21 + · · ·+ x2n

)β =

(
x21
)α1

2 · · ·
(
x21
)αn

2(
x21 + · · ·+ x2n

)β ≤
(
x21 + · · ·x2n

) 1
2

∑n
j=1 αj(

x21 + · · ·+ x2n
)β =

=
(
x21 + · · ·x2n

)α1+···+αn
2

−β −−−−−−−→
x→(0,··· ,0)

0

“⇒”: Se
n∑
j=1

αj ≤ 2β, allora

f(x, · · · , x) = |x|
α1+···+αn

(nx)β
=
|x|α1+···+αn−2β

nβ
−−−→
x→0

{
1
nβ

se
∑n

j=1 αj = 2β

∞ se
∑n

j=1 αj < 2β

mentre, ad esempio, f(0, x2, · · · , xn) = 0. Segue quindi che f è discontinua nell’origine
Soluzione Esercizio 3.4. Abbiamo

|f(x, y)| ≤ e

3 + x2
−−−→
x→∞

0

ma f(x, y) < 0 ∀ (x, y) ∈ R2, e quindi il supremum di f su R2 non è realizzato e

sup
R2

f(x, y) = 0

Notiamo poi che f < 0 e |f | ≥ e

3
, quindi f(x, y) ≥ −e

3
. Ma − e

3 = f(0, 0), quindi

inf
R2
f(x, y) = min

R2
f(x, y) = −e

3

Soluzione Esercizio 3.5.

(3.5.1) Applicando il criterio del confronto asintotico, si ha che {xn(k)}k≥1 ha lo stesso comportamento di{
1

k

}
k≥1

, e quindi xn ∈ `p ∀p > 1 e xn /∈ `1

(3.5.2) Sia x(k) :=
1

k
. Allora, ∀p ≥ 1 si ha che

||xn − x||pp =
∑
k≥1

∣∣∣∣∣1k
√
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)
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k
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p

≤
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1
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∣∣∣∣∣
√
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(
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)
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p

=

=
∑
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1
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∣∣∣∣∣∣∣∣
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(
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)
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(
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)
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)
√
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)
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1
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1
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=

1

(2n)p
∑
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1

k2p
−−−→
n→∞

0
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Quindi, per p > 1 abbiamo che xn
`p−−−→

n→∞
x, mentre per p = 1 si ha ||xn − x||1 −−−→n→∞

0

Soluzione Esercizio 3.6. Chiaramente

|f(x, y)| ≤ |x|+ |y| −−−−−−−→
(x,y)→(0,0)

0

I restanti due limiti invece non esistono, poiché non esistono neanche lim
x→0

f(x, y) e lim
y→0

f(x, y): infatti,

fissato un x ∈ R \Q si ha

lim
n→∞

f

(
x,

1

n

)
= x 6= 0 = lim

n→∞
f

(
x,

√
2

n

)
In modo del tutto analogo, si vede anche che (ad y ∈ R \Q fissato) lim

x→0
f(x, y) non esiste
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