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ALFONSO SORRENTINO

Esercizi sulle Serie numeriche

Esercizio svolto 1. Discutere il comportamento delle seguenti serie numeriche:

a) X0y Gy
b) 02, [~log (1 - 7)]
¢) Xonze TogtnF D)

d) 3oo% log (55)

e) >.o°, arctan ﬁ

£) Xoi1 oem

g) Ziil ﬁ

h) S, e

0 Yol <41n)
3n

D S5 e

oo 1
m) Zn:2 W cona €R

n) >, ”;fﬂ conz € R

Soluzione.

a) Innanzitutto osserviamo che si tratta di una serie a termini positivi e che

la condizione necessaria di Cauchy e soddisfatta: lim, 4o ﬁ = 0.
Osserviamo ora che se n > 2:
n n 1 2
= < <=

(n+1)! (n+1)-n-(n—1! " n2—-1" n2

Usando il criterio del confronto:

> n 1 n 1 & 2
_— = = _— = — — < ,
;(nﬂ)! 2+nz::2(n+1)! 2*1;2712 oo

quindi la serie converge.
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In particolare, & possibile calcolare esattamente il valore della somma:
0o N

DO TR D ey b

n=1

b) Innanzitutto osserviamo che si tratta di una serie a termini positivi e che la
condizione necessaria di Cauchy ¢ soddisfatta: lim,_, | log (1 — %) = 0.
Usando il fatto che log(1 + x) < x per ogni x > 0, si ottiene (per n > 2):

1 n? n?
—log(l—n2> = log(n2_1>§n2_1—1:
_ 1 2
n2—17" n?’
Usando il criterio del confronto:
= 1 22
3 [—1og (1— rﬂ)} < Zﬁ < 400,

n=2 =2

quindi la serie converge.

In particolare, e possibile calcolare esattamente il valore della somma:

> 1 al 1
E { log <1 - 2)} = lim [ log (1 — 2” =
n N —+o00 n
n=2 n=2
N n2
- i e () -

2

(L)

n=2
—  lim 1Og<2'2.3'3._”.M>Z
N—+00 1-3 2-4 (N-1)(N+1)
= lim log<2N>:
N—+oo N+1
= log2.

¢) Usando il fatto che log(1 + x) < z per ogni = > 0, si ottiene:

- 1 1
— 2 — =00,
glog(n—i—l) nz:;n

quindi la serie diverge positivamente.

d) Laserie 2211 log (”7;21) diverge negativamente. Infatti, € a termini negativi

e non ¢ soddisfatta la condizione necessaria di Cauchy:

T 1 n+1Y)
i log (T ) = o
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e) Cominciamo con losservare che (dimostrarlo come esercizio)
arctan \%
lim ———— =1

n—-+oo —_

Vn

Quindi, segue dalla definizione di limite che esiste un N; tale che per
ogni n > Ny:
arctan —= 1 1
f\/ﬁ > 3 = arctan —_—.

1
>
z NN

Applicando il criterio del confronto si ottiene:

%) 1 No—1 1 %) 1
Z arctan —— = Z arctan — + Z arctan — >
n=1 \/E n=1 \/E n=Nog \/E
Nofl 1 o0 1
> Z arctan — + Z — = 400,
n=1 \/ﬁ n=No 2\/ﬁ

da cui segue che la serie diverge positivamente.

f) Osserviamo innanzitutto che si tratta di una serie a termini positivi. Inoltre,
ricordiamo che per ogni a,b > 0 si ha:

alogb _ bloga.
Quindi, usando il criterio del confronto si ottiene:

1 X1

Z 9logn = Z nlog2 = +0o9o,
1

n=1 n=

in quanto log2 € (0, 1).

g) Ragionando come in (f) ed usando il fatto che n! > n? per n > 4, si ottiene:

=1 =1
Zl 9log n! = Zl (n!)logQ =
3 e’}
1 1
= X e
LS| <1
< 3 G L <

in quanto 2log2 =log4 > 1.

h) Si tratta di una serie a termini positivi. Possiamo applicare il criterio della
radice:

n2 n

lim {/—— = lim — =0<1,
n—-+oo (nl)n n—+oo n!
quindi la serie converge:

[ee] 3n2
> (e < T

n=1
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i) Cominciamo con l'osservare che:

1 (3n)!-n!
Gy = =
n |
( in ) (4n)!
Applichiamo il criterio del rapporto:
. ! !
im Y~ lim Br+1))-(n+ 1! (4n)! _
n—+oo @y, n—-+o0 (4(n+ 1) (3n)!-n
— m Bn+3)Bn+2)Bn+1)(n+1)
C notoo (An+4)(An+3)(An+2)(dn+1)
4% 256
Quindi la serie converge:
PN
- 00.
n=1 ( 3n )

1) Si tratta di una serie a termini positivi. Cominciamo con l'osservare che

per ogni a > 0 si ha:
n% ealog n
Ilm —m—— = im — =
n—+oo (logn)logn n—-too elognlog(logn)
— lim e® log n—log nlog(logn) _
n—-+o0o
lim elog n(a—log(logn)) _ 0.

n—+oo
Quindi, per ogni € > 0 esiste un Ny = Ny(a, ) tale che per ogni n > Ny si
ha:

n® < 1 €
— <€ = — < —
(logn)loen (logn)lesn = po
Scegliendo o > 1 si ottiene:
0 No—1 oo
1 1 1
R - 4 Z - <
Z (log n)logn Z (log n)logn (log n)logn -
n=1 n=1 n=DNy
No—l 1 (o) €
Z (logn)logn + Z nitx < oo
n=1 n=Ng

m) Studiamo la serie al variare del parametro o € R.

— Caso a < 0:
“— n(logn)" —~
o Ia\
> Z 10g2 +o0.

Quindi la serie diverge positivamente per a < 0.

— Caso a > 0: applichiamo il criterio di condensazione di Cauchy. Le
condizioni del criterio sono soddisfatte in quanto il termine n-simo
della serie € non negativo, decrescente e tende a zero. Quindi il com-
portamento della serie & equivalente al comportamento della seguente
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serie “condensata’:

i 2" _ i 1 | 4o sel<a<l
= 2m(log2m)e - no(log2)e | <+oo sea>1.
Riassumendo:

i 1 | Ho0 sea <1

= n(logn)~ | <+ sea>1.

n) Cominciamo col verificare per quali valori di « la condizione necessaria di
Cauchy & soddisfatta:
x
R ' L (T\" 0 se |z| <5
lim = lim n (7) = +00 sex >5
n—+too HN n—-+oo 5 :
non esiste sex < —5.

Dobbiamo quindi considerare soltanto i valori di « € (—5,5). Dimostri-
amo che la serie converge assolutamente per tali valori. Infatti, applicando
il criterio della radice (alla serie dei valori assoluti) si ottiene:

[l
ngrfoo hn - ? < 17

quindi la serie dei valori assoluti € convergente.

Riassumendo:
o 20 < 400 se |z| <5
Z En = +00 sex >5
n=0 non converge sex < —b.

Esercizio aggiuntivo 1. Discutere il comportamento delle seguenti serie nu-
meriche al variare dei parametri o, 8 € R:

oo

1
1. _—
Z ne (logn)?

n=2

[Sol.: se a > 1 converge; se a < 1 diverge; se « =1 e 8> 1 converge; se a« =1 e 8 < 1 diverge. |

oo

1
2 Z n [log(logn)]e’

n=3
[Sol.: Diverge se o < 1 e converge altrimenti.]
= 1
3. > :
e log(n) - [log(logn)] - ... - [log(...log(log(log n)))]

k—volte
[Sol.: Diverge]

Esercizio aggiuntivo 2 [Criterio del confronto asintotico]. Siano a, > 0 e
by, > 0 e supponiamo che lim,, ;o = = £ € [0, +00]. Dimostrare che:
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1. Se 0 < ¢ < 400, allora le due serie ), a, e >, b, hanno lo stesso carattere
(i.e., entrambe divergono o entrambe convergono).

2. Se £ =0, allora se ), b, < 400 allora anche ), a, < +oc.
3. Se ¢ = 400, allora se ), b, = 400 allora anche ) a, = +o0.

Esercizio aggiuntivo 3. Siano a, > 0 e supponiamo che ) a, = 4oo. Di-
mostrare che esistono b, > 0 tali che 7= "2 0e >, bn = 400,

Esercizio svolto 2. Discutere il comportamento delle seguenti serie numeriche:

a) Z:}:l (7713 :
b) Yool (—1)"sin

©) Loty Y

d) Yo, (—1)"log (252)

0o (—1)"
e) En:l \/ﬁ-{-log n3

f) S°°° [2arctan(n + 1) — 7] - cos((n + 1))

n=1

oo : n2+n+1
g) Zn:l S (ni—s—lﬂ)

Soluzione.
0,

a) Osserviamo che la condizione necessaria ¢ soddisfatta: lim, oo ~—;

La serie non converge assolutamente:

=)
P e D PE

Applichiamo il criterio di Leibniz: a, = 1 soddisfa le condizioni (i-iii),
quindi la serie converge semplicemente:

n

i (_1)n < +00.

b) La condizione necessaria & soddisfatta: lim,_,.(—1)" sin% = 0. La serie
non converge assolutamente (ricordiamo che sin% ha lo stesso comporta-

mento asintotico di +

o
9]
n=1

(—1)”sinl = isinl ~ i 1_ +00.
" n=1 n n=1 n

Applichiamo il criterio di Leibniz: a,, = sin% soddisfa le condizioni (i-iii)

,%] e di conseguenza sin% ¢ decrescente),

. . sin 1
in quanto lim,, s 4o, —2= = 1):
n

(infatti sinz & crescente in [0
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quindi la serie converge semplicemente:
o0
E SlIl — < 4o00.

¢) Cominciamo con 'osservare che

La condizione necessaria e soddisfatta: lim,, 4o, (—1)" \3/_;3 = 0. Studiamo
innanzitutto la convergenza assoluta:

N I D= T
n3 + 3 n3 + 3
n=1 n=1
- Y
- 3—1 3 =
n=1 n 2+ %
= 1
S IE I
n=1 n2
quindi la serie converge assolutamente.
d) La condizione necessaria & soddisfatta: lim,_,i.(—1)" log(ZJﬁ) = 0.

Cominciamo con l'osservare che:

So-1rios (253) = Socuog (25 -

_ 2( 1) log <1 + 32)

La serie non converge assolutamente (ricordiamo che log (1 + %) si com-

. 3
porta asintoticamente come %, in quanto lim,,_, 4 M =1):
n—2
[ee] oo 3
1)+ 1+ —— 1 14+ — = )
nz::l( 1) og(—i— )‘ Zog(—l— —5 ;n—Q +o0

Applichiamo il criterio di Leibniz: a, = log (1 + %) soddisfa le con-

dizioni (i-iii) (infatti logz & crescente e di conseguenza log <1 + = 2) e

decrescente), quindi la serie converge semplicemente:

i(—l)"log (Z:) < +00.

n=1
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e) La condizione necessaria ¢ soddisfatta: lim, 4 % = 0. La serie
non converge assolutamente. Infatti (ricordando che logn < /n per n > 1):

(1"

oo

- 1
; Vn+logn3

1
- - >
z_:\/ﬁJr?)logn -

v

Z\F+3\F
N ZM‘

Applichiamo il criterio di Leibniz: a, = m soddisfa chiaramente le

condizioni (i-iii), quindi la serie converge semplicemente:

—+00.

<
Z f + log 713
f) La condizione necessaria ¢ soddisfatta:

lim [2arctan(n+ 1) — 7] - cos((n + 1)7) = 0.

n—-+4oo

Cominciamo con l'osservare che:

(=1)"*2arctan(n 4+ 1) — 7] =

[M]8

Z [2arctan(n + 1) — 7] - cos((n+ 1)w) =

3
Il
—

(=1)"[r — 2arctan(n + 1)] =

I
M8

3
I
-

I
NE

1
(—1)"2arctan <> ,
| n+1

n

dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato la seguente identita trigonomet-
rica:

3 sex >0

s

—Z sex <.

1
arctan x + arctan — = {
€ 2

Quindi, la serie non converge assolutamente.
Infatti, usando il fatto che arctan ? si comporta asintoticamente come

arct an —

%ﬂ (si ricordi che lim,, o —1—= = 1) si ottiene:
o0 1 %)
1)"2arct — = 2 arct — |~
Z( ) arcan<n+1>’ Z arcan( +1>
n=1 n=1
> 2
S SRt S
n+1

Applichiamo il criterio di Leibniz: a,, = 2 arctan ( +1) soddisfa le con-

dizioni (i-iii) (infatti arctanz & crescente e di conseguenza arctan (ﬁ) e
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decrescente), quindi la serie converge semplicemente:

= 1
—1)"2arct — .
Z( )*2arc an<n+1> < +oo

n=1

g) Cominciamo col riscrivere la serie in una forma piu utile:
1 - 1)+1
ZSI (n —|—n—|— 7r> = Zsin <n(n—|—)—|—ﬂ> =
n+1
_ z sin ( T 1) -
_ Z cos(n) ( )
Jr

La condizione necessaria ¢ chiaramente soddisfatta:

T
lim (—1)"sin =0.
n—-+oo n —|— 1
Per quanto gia visto nell’esercizio 1 b), la serie converge semplicemente ma
non assolutamente.

Esercizio svolto 3. Discutere il comportamento delle seguenti serie numeriche:
o0 (="
a) Zn:l n+(_1)n+1

b) Ly~ (G + )

Soluzione.
a) La condizione necessaria € chiaramente soddisfatta:
-1
P e
n——+oo N + (—1)"+1

La serie non converge assolutamente (osservare che n + (—1)"T! > 0 per
ognin > 1):

3

n+1

5_'3

Studiamo la convergenza semplice. Denominiamo a, = ﬁ La

n+(—1
serie in esame ¢ della forma Y ° | (—1)"a,,. Le ipotesi del criterio di Leibniz
non sono pero soddisfatte. Infatti:

— an > 0 per ogni n > 1;

- hmn—>+oo apn = 0;
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— ma a, NON ¢ decrescente. Infatti:

1 1 1 1
n = = > — =
O o+ (—1)2 T 2n—1 20 (2n—1) + (—1)@-D+

= a2n—1-

Non possiamo dedurre niente dal criterio di Leibniz. Osserviamo che per

n > 2:
(=" _ (=~ n— (=)t
n4 (—1)ntt 4 (=1)ntl p— (=1)ntl
n—(—1)"+!
= —1 n___~ 7 -
D)5
n 1
— 1) -
(=1) nz2—1 n2-1
Quindi
+oo n N n
e S
—n+t (—=1)n+l N—+o0 n+ (—1)nt!
N
1 n N 1
A N (e
1 n X1
= gt (D)"Y o <+
n=2 n=2
Infatti:

— laserie 3% —L- converge assolutamente;

— laserie 2,25 (~1)" — converge per il criterio di Leibniz. Sia infatti
b, = n2”_1. Chiaramente b, > 0, lim,,_, ;- b, = 0. Inoltre, b, > b,4+1

per ogni n. Infatti:

n_o (n+1)

>
R R e P o
1 1
n—=+ = (n+1)- =5
1 1
— n——<(n+1)—
n n+1
1 1
= - —<1,
n+1l n
che & chiaramente vera (n-l‘rl -1<0).

Concludendo, la serie converge semplicemente (nonostante il criterio di
Leibniz NON sia soddisfatto), ma non converge assolutamente.

b) T (-1 (G + )

La condizione necessaria ¢ chiaramente soddisfatta:

lim (—1)""1 (1 + HW) =0.

n——+o00 \/ﬁ n
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. -1 n—1
La serie non converge assolutamente (osservare che ﬁ 4 ¢ BL >0

per ogni n > 1):

o G )] - £

oo

n=1

(-

vV
NE
—
Si-
_|_
L
3
N
_|_
g

n=1 n=4
3 )
1 (=1t 1
X (ﬁ ! n> P

dove nel penultimo passaggio si ¢ usato che n > 24/n per n > 4.

. . .. _1)n—1
Studiamo la convergenza semplice. Denominiamo a,, = % + %
La serie in esame ¢ della forma -, (—1)"a, ma le ipotesi del criterio di

Leibniz non sono soddisfatte (in particolare a,, non & decrescente!). Dimos-
triamo che la serie non converge assolutamente.

= 1m — =
Nofoo \ £~ vn —n
) 1

Infatti:
— laserie 35 1 & divergente;
n—1
— la serie Y07, (7% converge per il criterio di Leibniz. Sia infatti

b, = ﬁ Chiaramente b,, > 0, lim,_, o, b, = 0 e b, & decrescente.

Concludendo, la serie diverge positivamente.

Esercizio svolto 4. Consideriamo le seguenti due serie:

> 1 1 1 1 1
I =l — 4 — ..
(0 ;S 5t3 15 6"

> 1 1 1 1 1
11 tpi=14 = — =4 -+=—=+4...
(I n; ty3 gtstr gt

(osservare che si tratta di un riordinamento della stessa serie). Si denoti con Sy e
. . . s L N 1
T'x le rispettive somme parziali e con Hy := > .

a) Si dimostri che:

1 1
SZN:HQN*HN e T3N:H4N7§H2N*§HN
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b) Si dimostri che le due serie sono entrambi convergenti:

oo oo 3
Z Sp=0#0 mentre Z t, = 50.

n=1 n=1

In particolare, le due serie convergono a valori diversi, nonostante siano —
a meno di un riordinamento — la stessa serie.

Soluzione.

a) Cominciamo col dimostrare che Sony = Hoy — Hy. Lo dimostreremo per
induzione. La base dell’induzione (N=1) & vera:

1 1 1 1
52:175 5 e H27H1:1+§71:§
Supponiamo che sia vero per N e dimostriamolo per N + 1:
1 1
S == S — =
2N+ WEONT1 2N 12
1 1
= Hoy—Hy+

IN+1 2N+2

1 1 1
_ (m A Hy ) =
<2N+2N+1+2N+2> <N+N+1)

= Hz(N+1) - HN+1~

Dimostriamo ora l'altra uguaglianza: Ts5y = Hyny — %HQN — %HN. Os-
serviamo innanzitutto che la somma ¢ della forma:

1+ L1 + ! + L + + ! + ! ! +
3 2 5 7 4 77 4n-3 4n-1 2n 7
Dimostriamo 'uguaglianza per induzione. La base dell’induzione (N =
1) & verificata:

1 1 5
Ti=1+-—-=->
8=ty T 575
1 1 1 1 1 1 1\ 1 5
Hi—-Hy—-Hi=l+-+4-F-—=(14+=)—==2.
T S R 2<+2> 26
Supponiamo ora che sia vera per N e dimostriamola per N + 1:
1 1 1
T. - T _ _
S(N+1) N AINTD -3 ANTD-1 2(N+1D)
1 1 1 1 1
= Hyy— -Hony — -H - =
N TN T N T Y IN T3 T aN o)

1 1 1 1
- (m -
( 4N+4N+1+4N+2+4N+3+4N+4>

1 | 1 1 1
_Ym N ¥ NI S
2( 2N+2N+1+2N+2> 2< N+N+1>

1

= Hynen = 5Haveny = GHN41
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b) La serie Y, s, converge per il criterio di Leibniz. In particolare, denoti-

amo
o0
O'Sig s, = lim Spy.
N——+oco
n=1

Osserviamo che ¢ > 0. Infatti, si verifica facilmente (ad esempio per in-
duzione) che Sy >  per ogni N (quindi o > 3).

Studiamo ora la convergenza della seconda serie: Y~ t,.
Innanzitutto, osserviamo che (usando le uguaglianze del punto a)):
1

1
lim T3N = lim (H4N — 7H2N — HN> =
N—+oo N—+oco 2 2

= lim |:(H4N — Hon) + %(szv - HN):| =

N—=+4oc0

N—+o0
1
= g —0 =
2
3
= ZO.

2

Inoltre si verifica facilmente che ([-] denota la parte intera):

1
= lim [S4N + 252N:| =

Ty < Tn < Ty 41

Usando il Teorema dei carabinieri possiamo concludere che

= 3
E t, = li Tn = —o.
el N—1>I-r&-loo N 20

Esercizio svolto 5. Discutere il comportamento delle seguenti serie numeriche al
variare del parametro x:

a) ZOO nig? z €R;

n=1 nn ?

b) T, S0 e

n=1 n

c) Yool nta, x € R;

n

d) Y0 5 zeR;

n=1 14nz2>

oo nsina”

e) Zn:l nta2n 0 & €R;

f) Ezozl Toga)oe ™ xl)logn, > 1.

Soluzione.

a) Studiamo la convergenza assoluta:

>

n=1

o0

_ nl|z|”

nlx™

nn
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Applichiamo il criterio del rapporto:

(n+ D! x*tt pn _ n"
. = lim ———z|=
n—too (n+1)"*t1  nllz|n n—+oo (n 4+ 1)7
= lim -
i
_
-

Quindi, se |x| < e la serie converge assolutamente.

Dimostriamo ora che se |z| > e la serie non pud convergere in quanto
N . .. . . . . 1™
non ¢ verificata la condizione necessaria di Cauchy. Infatti, sia a,, = 5.

Dimostriamo che a,, 4 0 per n — +o0. Infatti, poiché |z| > e ed usando il
fatto che (1 + )™ < e per ogni n, si ottiene:

a x x

onnl el el
lanl (14 3) e

Quindi la successione |a,| & una successione crescente di numeri reali posi-

tivi. Ovviamente non puo convergere a zero.

Riassumendo:

— la serie converge assolutamente per |z| < e;

— la serie non converge per |z| > e. In particolare, diverge positivamente
per x > e.

b) Cominciamo col verificare la condizione necessaria:

0 selz|<1

n(l — >

lim M: —o0 sex>1
e K 4 sex < —1.

Quindi la serie non puo convergere se |z| > 1 (in particolare diverge
negativamente se x > 1).

Studiamo la convergenza assoluta quando |z| < I:

a1 -z x| (1— =
> o >:Zl|(n )

Applichiamo il criterio della radice:

nW—@:{ 2| sew#1

im 0 sex=1.

n—-+oo n

Quindi la serie converge assolutamente se x € (—1,1] (osserviamo che
per = 1 la serie ¢ identicamente nulla).

Vediamo che succede per x = —1. La serie diventa:
- 2
Z(—l)ng
n=1

Questa serie non converge assolutamente, ma converge semplicemente
(Criterio di Leibniz).
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Riassumendo:
— la serie converge assolutamente per x € (—1,1];
— la serie converge semplicemente ma non assolutamente per r = —1;

— la serie non converge per |z| > 1. In particolare, diverge negativamente

per x > 1.

¢) Cominciamo col verificare la condizione necessaria:

400 sex >1

lim 2" — 0 selz|<1
n—+oo 0 sex=-1
A sex < —1.

Quindi la serie non pud convergere se x € (—oo,—1) U [1,400) (in par-
ticolare diverge positivamente se x > 1).

Studiamo la convergenza assoluta quando z € [—1,1):

oo oo

Z |nm xn| — an |$|n
n=1 n=1

Applichiamo il criterio della radice:

lim /n® |z|? = |z|.

n—-+oo

Quindi la serie converge assolutamente se |z| < 1.

Vediamo che succede per x = —1. La serie diventa:
- 1
>y
n=1 n

Questa serie non converge assolutamente, ma converge semplicemente
(Criterio di Leibniz).
Riassumendo:
— la serie converge assolutamente per z € (—1,1);
1.

— la serie converge semplicemente ma non assolutamente per x = —1;
— la serie non converge per x € (—oo,—1) U[1,400). In particolare, di-

verge positivamente per x > 1.

d) Cominciamo col verificare la condizione necessaria:

n 0 selz|<1
x
lim T = 400 sex>1
ntoo 1 Nz A sex < —1.

Quindi la serie non pud convergere se |z| > 1 (in particolare diverge

positivamente se z > 1).

Studiamo la convergenza assoluta quando |z| < 1:

Sl
1+ nz2| 14 na?’
n=1 n=1
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Applichiamo il criterio della radice:
lim
n—-+oo

Quindi la serie converge assolutamente per |z| < 1.

Vediamo che succede per x = £1.
— Per x =1 la serie diventa:

oo

>

n=1

1
1+n

—+00.

— Per z = —1 la serie diventa:

— (="
7;1 1+n’

Questa serie non converge assolutamente, ma converge semplicemente

(Criterio di Leibniz).

Riassumendo:
la serie converge assolutamente per |z| < 1;

la serie diverge positivamente se x = 1;

per x > 1.

e) Cominciamo col verificare la condizione necessaria:

0 selz|<1
. nsinz® 0 selz|>1
lim ——— = .
n——4oo M 4 12" sinl sex=1
A sex=-—1.

la serie converge semplicemente ma non assolutamente per z = —1;

la serie non converge per |z| > 1. In particolare, diverge positivamente

Quindi la serie non pud convergere se = 1 (in particolare diverge

positivamente se = 1).

Studiamo la convergenza assoluta quando x # +1:

oo . oo .
Z nsinx™ Z nsin |x|"
n+a2n| n+x2n
n=1 n=1
Se |z| > 1:
o0 . o0
Z nsin |z|” Z n
n + 2" n+ 2" —
n=1 n=1
oo
< X om
- 2n
n=1 x
oo 1 n
< n| — < +oo
2 : 22

n=1
(quest’ultima serie converge, ad esempio, per il criterio della radice)
la serie converge assolutamente per |z| > 1.

. Quindi,
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Se |z| < 1:
2. nsin |z|™ > n n
pRAsiLLE o A
n_i_an n+x2"
n=1 n=1

o0
< Z |z]™ < +o0
n=1

(quest’ultima serie converge, ad esempio, per il criterio della radice). Quindi,
la serie converge assolutamente per |z| < 1.

Riassumendo:
— la serie converge assolutamente per z # +1;
— la serie non converge per |z| = +1. In particolare, diverge positiva-

mente per x = 1.

f) Osserviamo innanzitutto che si tratta di una serie a termini positivi. Com-
inciamo col verificare la condizione necessaria:
1 0 sex>e
W GogayeEn T L L oser=e
g) 400 sel<z<e

Quindi la serie diverge positivamente se 1 < z < e.

Studiamo la convergenza quando z > e. Il termine W ¢ positivo

e decrescente; quindi, possiamo applicare il criterio di condensazione di

Cauchy:
o o oo
1 1 1
nz::l (log 1.)log n nz::l (log x)log 2n nz::l (IOg x)n log 2
_1
_i[ 2 ]n_ < 400 sex > e’
= | = o
o= L(logx)oe2 400 sex <27,
Riassumendo:

1
2log2 .

)

1
2log?2

— la serie converge assolutamente per z > e

— la serie diverge positivamente per 1 < x < e



