2014-AM120: Settimana 10

TEOREMA FONDAMENTALE DEL CALCOLO 2
(formula di Torricelli-Newton)

Sia f € C(I), I intervallo aperto. Sia P’ = f in [a,b] C I. Allora
b
[ f=Pl=1PO)-P@]  Vabcl

Dimostrazione. Sia F(x) = [f. Da F' = P’ in I, segue che F(x) — P(z) =

Q—xg

F(a) — P(a) = —P(a) Yz € I, e quindi jf = F(b) = P(b) — P(a).

Potremo quindi scrivere, per una funzione f € C*([a, b]),

b
df b
—_— d =

NOTA. La formula di Torricelli-Newton richiede la continuita di f in tutto [a, b].
D’altra parte una f discontinua in [a, b] potrebbe non ammettere primitiva in [a, b].
Ad esempio, se F(x) = |z| la sua derivata, in = # 0, é f(x) := fap» che non ha
primitiva in I = [—1,1]. Tale f é integrabile in I ed il suo integrale é in effetti pari
a F(1)— F(—1) = 0. Ma un’altra primitiva P di f in I\ {0} potrebbe non differire
da F per una costantea, ed in tal caso si avrebbe 0= [', f # P(1) — P(—1).
Ugualmente, non é vero in generale che se F' ha derivata discontinua in un intervallo
I = [a,b] allora F(b) — F(a) = [? F’, semplicemente perché F’ potrebbe non essere
integrabile, come ¢ il caso per F(z) = 2?sin(=;), F(0) = 0.

Si pué tuttavia dimostrare che se f é derivabile in tuttii punti di I ed f’ é integrabile
in I allora vale Torricelli-Newton.

Alcuni integrali immediati .

({1#2 dt = arctanw ({\/ﬁ dt =sin"'e=7%—cos'z, |z]<1
I t;+1 dt = sinh 'z =log(x +v22+1) z€R

0

Ik t21_1 dt = cosh ™tz = log(z +va?2—1) YV ao>1
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LA FORMULA DI INTEGRAZIONE PER PARTTI .

Siano f,g € C'([a,b]). Allora
b b
[ 1d =sali = [ £

b b
Dimostrazione. [ fg' + f'g = [(fg9) = fg|°.

ESEMPI di integrazione per parti.

x x T 1
/SiHQtdt = /cosztdt — cosxsinz = /sithdt = §(x—sinxcosx)
0 0 0

T

1
/cos2tdt = i(x—l—sinxcosx)
0

T T

[ 1
/sinthdt = —/costhdt + coshzsinhz = /sinthdt = i(sinha:coshx — )
0 0 0

xT

1
/cosh2 tdt = E(x + sinh x cosh )
0

/logtdt = —/dt + tlogt|f =1—x+xlogx
1 1
i tan tdt i L + tarctant|® t L) (1+ 2%
arctan = — P arctan = rarctanxr — — 10
0 0 1+t2 ' 2 i

INTEGRAZIONE VIA CAMBIO DI VARIABILE .

Sia ¢ € C([a, B]). Sia f continua in [a,b] := {x = p(t) : t € [a, B]}. Allora

Se di pit ¢'(t) > 0 Vt € o, f] e quindi a = p(«a), b = p(B) allora



B B et o(t) ©(8)
Dimostrazione. ({f((p(t))go’(t) dt = f(% [ flx)dx)dt = [ fI8 = [ f

@ p(a) p(a) #(a)
Se di pit ¢'(t) > 0 Vt € [, 8], e quindi ¢ é invertibile in [«, 5], posto
a=@(a), b= p(p), la formula i) si riscrive appunto come in ii)

ESEMPI di cambi di variabile

o(x) x
2
/2t cos(t?) d —P= / cos T dT = sin 27, /sinht log(cosh t) dt
©(0) 0
oz cosh(z)
plt)=cosht / ogTdr = / log T dr = 1 — cosh x 4 cosh z log(cosh z)
¢ (0) 1

sin~ly

Yy
—si 1
i V1—a?de "= / tdt = ~(sin™' V1—9?
(17) O/ 2 dx oS 2(Sln y+y y?)

0

1
(da cui Of\/l—:c2 dr = 7).

cosh™ !z

/\/ 12 g tTeoshs / sinh? sds =
1

0

= ;(x\/xQ —1—cosh™t2) = ;[xvﬁz — 1 —log(z + Va2 — 1)]

sinh~ !z

i :=sinh s 1 .
/\/ 24 1dt T / cosh? sds = i(x\/ 1+ 224 sinh™'z) =
0

0

_ ;[xm—i— log(z + V1 + 22)]

Simmetrie e cambi di variabile negli integrali

Funzioni pari, dispari. Sia f derivabile in R. Si ha che

: VR | G l‘+h) fl=z) . fle—h)— f(z)
[ pari if(x)—}g% = —lim —
fodispari = f(—2) = —(f(-2)) = —(=f(x)) = f'(2)
cioé, se f é pari (dispari) allora f’ é dispari (pari).
Usando il cambio di variabile t = —s, vediamo che vale anche il viceversa:

= —f'(x)




feC(R) pari = F(x) = ff(t) dt é dispari (ed é anche I'unica primitiva dispari!).
0

In paricolare, f f=2 j f
—a 0
f € C(R) dispari = F(z) = ff(t) dt é pari. In particolare, f f=0.
0 —a
Funzioni periodiche. Se f, derivabile in R, é T—periodica (cioé f(t+T) =
f(t) Vt),allora f’ é T-periodica:

, . fle+T+h)— f(x+T)
fla+T)=lim h ) h

E naturale chiedersi se valga il viceversa. In effetti

Se f € C(R) € T-periodica, allora F(x) = ff(t) dt € T-periodica se e solo se

f f(t) dt =0 (le primitive di f sono T-periodiche se e solo se f é a media nulla).

Necessita : f f(t)dt = F(T)— F(0) =0. La sufficienza segue da
0

d x(—)jtTf(t)dt _ Off(t)dt = f(x+T)— f(x) =0 e quindi

F(z +T) - F(z) = F(T) — F(0) = / F(t) dt

Usando il cambio di variabile, ne diamo una prova ’senza ipotesi di continuita’ su f:

a+T a+T

Posto t = T + s, risulta f f= ff+ J f(t)dt:ff—l—ff(T—i-s)ds:ff Va
T a 0 0

e quindi
x+T x+T

/f /f+/f /f+/f

Esercizio. Provare, usando il cambio di variabile ¢ := s + 7, che

™

/sinztdt:/cos%dt:—
0

0



INTEGRAZIONE PER PARTI: FORMULE ITERATIVE

1. Se I(x) == ;ftnet dt, ¢ I(z) = 2" — nl,_1(z)

2. Se I,(x) := Oft”e_t dt, é I,(z) =nl, {(z) — 2"

3. Se Sp(x) = jsm t dt, Cp(x) = 0fcos t dt, é
Sn(z) = (1= 1)S, 5(x) — Lsin" " zcosz,

Co(z) =(1=2)Cpg+ Lcos" T zsing

4. 85,(5) = 5(1=5)1=7) ... (1=35) Sown(5)=(1—3)(1—5)... (1~
Da 4. seguird la Formula di Wallis:

s 24 ...2n 1 1

2
o O(=
[35...(211—1)] 2n +1 * (n)
5. Se In(l') = [)f (1+}€2)n dt) é In+1($) = 22;1171 + m
[t : =02, 17
6.Se I,(x) := g i dt, é I(z) = =21, 5 )8

Esecuzione dei calcoli:

1. [teldt = —n [tV el +ame® | 2. [the ldt =n [t et — e ™®
0 0 0 0

3. [sin™tdt = [sin" ' tsintdt = (n — 1) [sin" ?tcos® tdt — sin" ' x cosx
0 0 0

x x
= n [sin"tdt = (n — 1) [sin" ?tdt — sin" ' zcosz .
0 0

4.: segue da 3.

. ;f(ult?)" Oftdt 1+t2 wdt + (1+t2 wlo = 2nf (1+t2 perdt + ) =
ZnOf (1+§2)n - (1+t2)n+1 = 2”fwdt - ( )of 1+t2 * T
6. I,(z) = Oftn 24| e tz)’idt of i (zzt;)




Deduzione della Formula di Wallis.

Sia §; :=5;(%). Siha

Son = (1= 5 )52 = (1= 5 )(1 = o) =
(12171)(1;l)...(li)o/gsin%dt(12171)(127112)...(1;)7;
Sont1 = (1 — 2n1+ 1)52n—1 =(1- 2nlJrl)(l - 2711_1)5%—3 =
1= g0 g0 famtar == 0= o)

e quindi
Sop 1= /072r sin?"t dt = 7;27127:”1”, Sopi1 = /og sin?"ttdt = 2712?_”1”

e Sop_1 > Sop > Sopgr (perché sinx < 1)  segue g%ﬁ > &LL >1 dacul

(la formula di Wallis e una stima asintotica per S,, = C,,)

r [2n — 11172 om+1
1< |21 Qn+1) <
= 2| 2n! ] Gnl) <=5,
e quindi
rlon—111% 1 1 onll 1271 1
s [l T o
2[ 2n! ] 2n+ (nQ) T [272—1!!] n+ (n2>
™ 1
C,=28, =/— -
2n+o(\/ﬁ)

Passaggio al limite sotto segno di integrale
(ovvero, ’continuita dell’integrale’)

Abbiamo appena visto che se  f,,(z) := (sinx)**, allora f2 fa(t)dt = 0.  Sic-
0

come f, = (sinz)* — f(x) ;== xz in [0,], e xz ¢ integrabile con
integrale uguale a zero, per tale successione di funzioni é vero che

bl bl
lign fn € integrabile e lirlln / fn= / lign fn
0 0
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E naturale chiedersi se questo sia un fatto generale, ovvero se, data  f,  succes-
sione di funzioni integrabili in [a,b] e convergente puntualmente ad f in [a,b] sia
vero che

(i)  f é integrabile in [a, b]
(i) e, se si, f: fn — f;f

La risposta alla (i) é in generale negativa.
Ad esempio, se ¢, € Q ¢ una numerazione di QN [0,1] e fo=Xg..an» le fu
sono funzioni integrabili con integrale nullo, ma liqgn Xqi,an = XQn[0,1]  che non é
integrabile.
Un’altro tipico esempio é dato dalla successione di funzioni integrabili in [0, 1]
falz) == 2 XLy  successione che converge in [0,1] alla funzione non limitata
f(z) = % X{o}-

Ed anche 'affermazione (ii) é in generale falsa. Ad esempio, se a > 0 fn=

1
nax(oé], allora  f,(x) -0 Vze[0,1] ma {f" =1 se «a=1 mentre

1 1
addirittura [ f, =+00 se a>1. Dunque [f,—0 ssea<]l.
0 0

Un altro esempio. Se [ = (2,}+ ,2%], ar€R, k=0,1,... My = a1 — o,

1
n n
fn = % kZ_ID Mk 2k+1 X, = % kZ_: l?/[k) XIy» fn(x) —n 0 Vz € [071] e
n
[ fn = % > M, = “="2_ e questa successione pud avere qualsiasi compor-
0 k=0
tamento!

Dunque la convergenza puntuale non basta per assicurare le (i)-(ii). Vediamo
ora come (i)-(ii) valgono se la convergenza delle f, é supposta uniforme.

Teorema di passaggio al limite sotto segno di integrale

Siano f,, € C([a,b]) convergenti uniformemente ad f in [a,b]. Allora

b b
f é integrabile e /fn—>/ f

Infatti, f é continua in quanto limite uniforme di una successione di funzioni
continue e

I/fn /fn|<b—a Sup [fu(x) = f(2)] = 0

z€a,b]

NOTA 1. E sufficente supporre le f,, anche solo integrabili. Infatti, dall’inte-
grabilita di f,, segue, per Lebesgue-Vitali, che D,,, I'insieme dei punti di discontinuité
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di f,, é di misura nulla, e quindi U, D,, ha misura nulla. Ma, in virtd dell’uniforme
convergenza, l'insieme dei pinti di discontinuitd di f é contenuto in U,D,, e quindi
f é, per Lebesgue-Vitali, integrabile.

NOTA 2. L’ipotesi di uniforme convegenza su f,, pué essere fortemente indebo-
lita, ed infatti sostituita con una ipotesi di ’equidominatezza’, come vedremo piu
avanti.

Formula di Taylor con il resto in forma integrale

Concludiamo con una estensione del Teorema del valor medio in forma integrale,
fornita dal Teorema Fondamentale del Calcolo:

1

peC (1) = p(1) = (0)+ [@Bdt = p(0) + ¢ (pi)

Utilizzando iterativamente la formula di integrazione per parti, tale formula si
pué estendere alle derivate di ordine superiore. Sia ¢ € C*([0,1]). Allora, per ogni
naturale n, si ha

1
n—1

p(1) = ¢(0) +¢'(0) + Oy “”(n_l)(?u) T

2 (n—1)! ) Ja—or e (),

1
Dimostrazione. Infatti, ¢(1) = ¢(0) + [ ¢'(t)dt: (%), é vera.
0

Supponiamo (%), vera. Mediante una integrazione per parti, otteniamo

n - ] [0 eyt = - n - 0! / _W“’(nﬂ)@dt_ c ;;t)nw(”)@)lé =
~ L fa— e Lo
n! n!

0

Segue allora che (x),41 € vera.



