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1]

avere lir% W che non esiste. Pertanto la funzione f(x) = |z| non é derivabile
%
in x = 0. Dividiamo lo studio in due parti:
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3. Calcoliamo le derivate generiche delle funzioni date e poi vediamo quanto valgono nel

punto indicato:

(a) D(42% — 400) = 8x, dunque in x¢ = 3 abbiamo che il valore della derivata é 24.

(b) D(sin(2x)) = 2cos(2x), dunque in zg = —7 abbiamo che il valore della derivata
é0.

(¢) D(e® %) = (22 — 1), dunque in o = 2 abbiamo che il valore della derivata
é 3e2.

(d) D(Va?) = —7=> dunque in 7y = 1 abbiamo che il valore della derivata ¢é =)

(e) D(In(z?+ ) = m2 5, dunque in 2o = 0 abbiamo che il valore della derivata é 0.

(f) D(2*) = 2%1n(2), dunque in zy = —1 abbiamo che il valore della derivata é n(2).

4. Abbiamo che

pertanto:

(a) y = arcsin(z) = = = sin(y). Ora : D(sin(y)) = cos(y). Applicando la regola
sopra citata abbiamo che
1

D(arcsin(x)) = cos(arcsin(@)”



Essendo cos?(z) + sin?(z) = 1 = cos(z) = /1 — sin?(x) e dunque

cos(arcsin(z)) = \/1 — sin?(arcsin(r)) = V1 — 2.

Dunque
1

V1— 22

(b) y = arccos(z) = x = cos(y). Ora : D(cos(y)) = —sin(y).
Applicando la regola sopra citata abbiamo che

D(arcsin(x)) =

1

D(arccos(z)) = ~Sn(arccos(@))”

Essendo cos?(z) + sin?(z) = 1 = sin(z) = /1 — cos?(x) e dunque

sin(arccos(z)) = \/1 — cos?(arccos(z)) = V1 — 22,

Dunque
1
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(c) y = arctan(z) = z = tan(y). Ora : D(tan(y)) = 1 + tan?(y). Applicando la
regola sopra citata abbiamo che

D(arccos(z)) = —

1 1
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D(arctan(z))

5. Ricordiamo che

o D[f(x)g(z)] = f'(x)g(x) + f(z)g'(x)
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e passiamo alla risoluzione dell’esercizio:

(a) D[x3sin(x)] = 3z?sin(z) + 2° cos(z), avendo posto f(x) = 2 e g(x) = sin(x)
nella regola di derivazione del prodotto.

(b) D {W} . sia f(x) = v — 2 e g(x) = In(x)(e® + 2%). Notiamo che
g(z) é una funzione che é a sua volta prodotto di 2 funzioni ¢;(z) = In(x) e
g2(z) = €® + 22, indi

e® + x2

J(x) = . + In(x)(e® + 2x)

e dunque
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(c) D[ze® + 23 In(z)] = D[xe®] + D[z In(x)] = € + ze® + 322 In(x) + 22, avendo

svolto le due derivate separatamente con fi(z) = x,
g1(z) = €*, fo(z) = 2°, g2(2) = In(2).



(d)

(f)
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()

z cos(z) In(x)
D { 244 sin(z)

xcos(z) In(z) e g(x) = 2% + 4sin(x). Notiamo, tuttavia, che f(z) é il prodotto
di 3 funzioni, quindi vediamo chi é f'(z) nel dettaglio: poniamo f(z) = z In(x)
e §(x) = cos(z) e poniamo, successivamente, fi(z) = z e fo(z) = In(z). Cosi
facendo abbiamo che

]: qui dobbiamo effettuare la derivazione del rapporto con f(x) =

fl(@) = F(2)i() + f2)g () = (fi(2) fa(2) + fi(@) fo(2)3(z) + f(z)g' () =
= (In(x) + 1) cos(z) — zIn(x) sin(x).

Detto questo, abbiamo che

{1‘ cos(x) ln(az)] _ [(In(z) + 1) cos(z) — z In(z) sin(z)](z? + 4sin(z)) — f(z)(2z + 4 cos(z))
22 +4sin(x) | (22 + 4sin(x))?
D {%%j:(;)} poniamo f(z) = Jz e g(z) = % e applichiamo la regola
di derivazione del prodotto. Prima di fare questo dobbiamo applicare la regola
di derivazione del rapporto per trovare ¢'(z): chiamiamo fi(x) = arcsin(z) e
g1(x) = 22 + 2 ottenendo che
fijQQ — 2z arcsin(x)
(x2 4 2)2

g'(x) =

Dunque

2242 .

arcsin(x)} arcsin(x) s T2 arcsin(z)

D 3 = 3 .
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a®—2 | __ za®In(a)In(z)—(a®—2)
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nella regola di derivazione del rapporto.

, avendo posto f(z) = a® — 2 e g(x) = bln(x)

6
D[x_g arcsin(z)] = —gx_lf; arcsin(x) + %, avendo posto

flx) = 277 e g(z) = arcsin(z) nella regola di derivazione del

prodotto.

D[2ze” cos(x)]: qui dobbiamo applicare la regola di derivazione del prodotto
tra f(x) = 2ze” e g(x) = cos(z). Per calcolare f'(z) dobbiamo ulteriormente
applicare tale regola a fi(x) = 2z e g1(z) = e” ottenendo

f(z) = 2e" + 2xe” = 2(x + 1)e”.

Dunque
D[2ze” cos(z)] = 2(z + 1)e” cos(z) — 2ze” sin(x).

D[(6z2" — 2z°) arccos(z)] = (422° — 102?) arccos(x) — %\/%ﬁs), avendo posto

f(z) =627 — 225 e g(x) = arccos(z) nella regola di derivazione del prodotto.

D[(V#31In(x) — 1)sin(z)]: qui vogliamo ancora una volta applicare la regola di
derivazione del prodotto a f(z) = Va3 In(z) — 1 e

g(x) = sin(x); per calcolare f’(x) dobbiamo applicare la regola di derivazione
del prodotto a fi(z) = Vz3 e gi(z) = In(z) ottenendo che

3 In(z) + 1 3ln(z)+5
5v/x2 V12 5v/x2

f'(x)



Quindi

D[V n(x) — 1) sin(z)] = (3ln(w;\5+/§ @) | (Y n(z) — 1) cos(x).

(k) D {e’“’—&—sin(a:)cos(z)

o cos(z) n(2) }: andiamo ad applicare la regola di derivazione del rapporto a

f(z) = €® +sin(x) cos(x) = e* + 5111(27273) o

g(z) = e cos(z) In(x). Per variare un po andiamo (ora che abbiamo imparato
a fare derivate di tripli prodotti) a cercare una formula che ci dia modo di
sbrigarcela nel minor tempo possibile: per quanto visto sino ad ora, difatti,
abbiamo che

D[f(z)g(z)h(x)] = (f'(z)g(z) + f(2)g'(2))h(z) + f(x)g(z)N (z)
D[f(z)g(x)h(z)] = f'(x)g(x)h(z) + f(2)g'(z)h(x) + f(2)g(x)h (z).
Dunque, chiamando fi(z) = €*, g1(z) = cos(z) e hi(z) = In(z), abbiamo che

g'(z) = e” cos(z) In(z) — e”sin(z) In(z) + em(:(:):(x).

e*+sin(x) cos(z)
e® cos(z) In(z)

Percio (posta = A(x)) abbiamo che

(7 + cos(22))g(x) — f() (e cos(x) In(z) — e sin(z) In(x) + <os(2)
D[A)] = ’ ( !

2 cos2(x) In?(z)

(1) D {%} andiamo ad applicare la regola di derivazione del rapporto a
f(x) = (|z| — 22%)In(z) e g(z) = tan(z). Ancora una volta, per calcolare f’(z)
ci serve applicare la regola di derivazione del prodotto a fi(z) = |z| — 222 e

g1(x) = In(z), ottenendo che

|z| — 222

x

f'(z) = (Sign(x) — 4z) In(x) +

Dunque

. [(|:c| —9a?) m(@] _ ((Sign(e) — ) n(a) + FI227) tan() - w
tan(z) tan?(z)

6. La regola della catena ci dice che

D[f(g(x))] = f'(9(x))g (x).

Tale regola vale, ovviamente, anche se abbiamo pit funzioni concatenate I'una dentro
all’altra, cioé

D[f(fr(fa( - (fa@)] = £ (fr(fa( - (@) FL(f2( - (ful@)))) - Fr ().

Andiamo ad applicare tale regola per la risoluzione dell’esercizio (in tal caso ci
riserviamo di non specificare ogni volta le varie funzioni concatenate):



[In(sin(z))] = Sml(x) cos(z) = cotan(z).

2

D
(b) D[ecos(ar)—?)x :—SCOS(I)_3x2(SiH(l’)+6l’).
D

(2% tan(y/7)] = 2z tan(/z) + 22(1 + tan? (V7)) 7= =
= 2z tan(\/z) + %ﬁnz(m

B

(d) D[z*] = D[e*™®)] = ¢*0(@) (In(z) + 1) = 2*(In(z) + 1).

2
arctan(z2)] _ ,arctan(z2 1 __ 2gedrctan(z?)
(e) Dle @) =e (%) 2r = S —.

3

(f)y D {( In(z) ) } : spendiamo due parole su questa particolare derivata.

cos(z)

DIf(@)")) = DIt @] = 1) (o' (o) (o) + ST

In(z)

Dunque, essendo la nostra f(r) = S(@) abbiamo che

%(‘T)—l—sin(:v) In(z)

o )] () (o) ) -

cos(x)

_ ( In(x) )xg (3:62 I ( In(x) ) N 2%(cos(x) + x sin(x) ln(:c))> .

cos(z) os(x) cos(z) In(x)

(g) D[(In(cos(2z)))?"] = 3%(In(cos(2z)))>" (ln(3) In(In(cos(2z))) — %) )

(h) D[y/In(arctan(z?))] = 1 L 2z, — L

24/In(arctan(z2)) arctan(z?) 14+a* In(arctan(z2)) arctan (z2) (14+z4)
[ x +sm(3c)] @ +su\(r)

(1) D | e z*cos(z z% cos(z)

(3z2+cos(z))z? cos(x) — (23 +sin(x)) (423 cos(z) —z* sin(x)))
z8 cos?(x) :

G) D [-sin (i)} = _F cos (%
(k) D :arcsin( 3 In(1—cos?(x) )

(
)
|-

D {arcsm ( 1-— cos2(x))} = Dlarcsin(sin(z))] =

= Diz] = 1.
(1) D](arctan(In(sin(z))))3] = 3(arctan(In(sin(x))))? 1+(1n(slm(x)))2 sinl(x) cos(z) =
_ 3(arctan(In(sin(x))))? cot(x)
1+ (In(sin(z)))? :
(m) D[{/cos(e?)] = —sinle)

5 {/cost(e®)
(n) Disin(sin(sin(z + 199)))] =
= cos(sin(sin(z + 199))) cos(sin(x + 199)) cos(z + 199).

(o) D {sm (ln (2"”3 + a3+ fgfnﬁ))} = cos (ln (2“” + 23+ i’:n;r%)) - Igf?)’ﬂﬂ
7T tan(a)

con

6z tan(x) — (3z% + 1)(1 + tan? (az))

A(r) = 2°1In(2) + 322 + a2 (0)



7. La prima verifica é un conto algebrico, difatti

e cosh?(z) = 621-1-64*21-5-2 _ cosh(gg;)+1 ;
° SinhQ(m) = 62”+e4‘2””—2 _ cosh(;x)q ‘
Dunque
cosh?(z) — sinh?(z) = Cosh(221:) +1 Lo cosh(22x) +1 .
Procediamo con le derivate:
e Dicosh(z)] = £ = sinh(x) e D[sinh(z)] = £~ = cosh(z)

Per derivare le loro funzioni inverse dobbiamo applicare la stessa formula dell’esercizio
4.:

y = cosh™!(z) = x = cosh(y). Essendo D][cosh(y)] = sinh(y) abbiamo che
1

sinh(cosh™!(z))

Ma cosh?(z) — sinh?(z) = 1 = sinh(z) = y/cosh?(z) — 1 e quindi

sinh(cosh™!(z)) = v/22 — 1 che ci dice che
1

22 -1

Dlcosh™(z)] =

Dlcosh™}(z)] =
Analogamente

y = sinh~!(z) = = = sinh(y). Essendo D[sinh(y)] = cosh(y) abbiamo che
1

cosh(sinh ™ (z))
Ma cosh?(z) — sinh?(x) = 1 == cosh(x) = y/sinh?(x) 4+ 1 e quindi

cosh(sinh ™ (x)) = V22 + 1 che ci dice che
1
Vi +1

Disinh~}(z)] =

D[sinh~}(z)] =
Per concludere dobbiamo verificare che
e sinh!(z) = In(z + V1 + 22) e cosh™(z) =In(z + V22 — 1)

Per farlo possiamo procedere in due maniere differenti:

(a) Facciamo le derivate di f(z) = In(x + V1 + 22?) e
g(z) =In(x + Va2 —1):

1 x 1 L .
DU = i (1 ) = v = Pl )
Dlg(z)] = a:+\/%1:27—1 <1 + \/;7_1> = 1:21— - = Dlcosh™ (z)].

Dunque queste due funzioni hanno le stesse derivate delle funzioni inverse di
sinh(z) e cosh(x). Se questo non ci basta per convincerci che sono proprio queste
le funzioni inverse delle funzioni iperboliche, abbiamo anche che



eln(a:—i-\/zQ—i-l) e In(z+vz2+1)

sinh(In(z + V22 + 1)) = 5 -

- $+m_x+\/1x?+1 _ (@ Va?+1)2 -1
2 2(x +Va? +1)

222+ 2zvVa? +1  2z(z+ Va?+ 1)

2(x + Va2 +1) 2(x + Va? +1)
eln(a}—i—\/xQ—l) + e—ln(a:+\/a:2—1)

cosh(ln(z + Va2 — 1)) = =

2
1
THVE -t e (@ Ve 1)+
2 2(x + Va2 —1)
222+ 2zvVa? -1 2z(z+ Va2 -1)

2(x +Va? —1) 2(x + Va? —1)

Questo sicuramente ci basta per concludere.




