AM210/2013-14: Tracce delle lezioni- Settimana XI

PROBLEMA DI CAUCHY

Esistenza e unicita locale, unicita globale, soluzione massimale.

Teorema di Picard (locale) (esistenza/unicitd locale in ipotesi Lipyo.)
Datitg € R,z € R" ed r > 0, stano [, := [tg — r,tg + 1|, B, := B.(xo) C R"
Data f € C(By, x I,,R"), sia M := sup [ f(x,t)||. Supponiamo che

BQTXIP
3L>0: 1f(z.t) = fly. Ol < Lllz =yl Va,y € By, VE€,
Sia  6€(0,p) tale che OL <1, O0M <r. Allora: per ognix € B,,
(i) 3NV € CYI5 Bay):  A'(to) =, A5(t) = f(4"(t),t) Vt € I
1
1— 0k

Prova. C(I;, R"), munito della norma ||7y||os ¢ un Banach, e quindi

(i) |17 = |lcw = Sup 17 (t) =) < |z -yl Va,yebB,
§

X={reC;R"): [(t) =zl <2r Vi s}

é spazio metrico completo (rispetto alla metrica indotta) e, fissato x € B,(x),
t

se Ty :t—x+ | f(y(r),7)dr, tels, ¢ T%yeC(I;,R")

to

Poi, v € X' = [[(T")(t) — xol| < [z — ol +

L 1 f (), m)lldr| <7 0M < 2r

= T*(X) C X. Infine v, 86€eX = |7 —T"Blocs <
t t
sup | [ || f(y(7),7) = f(B(7),7)|ld| < sup / Llly(r) = B(7)[ldr| < Lo[ly = Bllocs
tels 1J/to tels 1Jto

Siccome 6L <1, T7% é una contrazione di X in sé e quindi
Iy e X T%~% =A%, Notiamo che (7v")(0) = x.
Dunque, ¥* é I'unica soluzione, definita in I , del problema di Cauchy
V@) =f(y@) viel, (0)==

T lFGe(m) = Fr () dr| <

Infine,  [|7" = 9Y[ee < |lz—y|l + sup
te[—4,4]

lz =yl Va,y € By(zo)

1
[z =yl + okllv* — "I 17" = llos < 757



Proposizione 1.  Sia  f € CHOXI,R"), Ox I aperto in R"xR.  Siano
v € CY(a,b)) e B e C*(a,b)) soluzioni dello stesso problema di Cauchy

#(t) = fx(t), 1), x(to) = o

Se (a,b) C (a,b), allora v = B in (a,b): B € un prolungamento della soluzione .

Prova. Per il Teorema di Picard, esiste § > 0 tale che v = [ per |t — to] < 0.
Quindi t:=sup{t: ~(r)=p0(7), V1 € [ty,t]} >0

Sia, per assurdo, ¢ < b; per continuita é anche (f) = (f). Dunque (), 3(¢) sono
soluzioni del medesimo problema di Cauchy

@(t) = f(z@t),t) L€ (to,b) () =~(t) = B({)
e quindi coincidono anche in [¢,7 + o] per un o > 0 piccolo, e quindi
t:=sup{t: ~(r)=p(1),Vre0,t]}>t+0o
contraddizione. Dunque v = 3 in [0,b) e, analogamente, v = (3 in (a, 0]).
Una soluzione non prolungabile si chiama soluzione massimale. La soluzione
massimale é, per via della Prop. 1, unica. Il suo intervallo di definizione si chiama

intervallo massimale di esistenza e si indica (¢~ (xg),t"(xg)), o semplicemente,
se non vi é ambiguitd, (t—,t).

Se t (xy) = —o0, ,diremo che (PC) ha soluzione per tutti i tempi negativi.
Se  tt(xg) =400, , diremo che (PC) ha soluzione per tutti i tempi positivi.
Se t7(zg) = —o0, tT(xg) =400, diremo che il Problema di Cauchy con con-

dizione iniziale z(0) = zo ammette soluzione globale o per tutti i tempi.

ESEMPIL.
Il problema di Cauchy 2 = z, x(0) = xy ha come soluzione massimale
x(t) = xee!, tE€R

mentre il problema & = 22, z(0) = xy > 0 ha come soluzione massimale
1
x(t) = -, L€ (—o0, %)

Proposizione 2. Sia f € C}R" x [LR"), ~(t) = f(y(t)), te€ [to,T).

Allora M := sup [[f(y(t))]] <+oc = v ¢éprolungabile oltre T
te(to,T)

Dunque, sup || f(v(t))] < +oo (ad es. se~y é limitata) = t* = +oo.
)

te(t—t+



Prova. E  [y(t) = (s)] = || sftf(v(T))dTII < Mt —s| Vst €[to,T) e

quindi 7 ¢é uniformemente continua in  [0,7).  Ne deriva che

3 (7)== lim v(t) e Y(T)=f((T))

t—T—

Detta allora 4  la soluzione del problema di Cauchy con dato iniziale 4(T") =
v(T), la funzione uguale a 7y in [0,7T) ed uguale a 4 in [T,T 4 4] é di classe C"*
ed ¢ soluzione del sistema differenziale in [0, 7" + J].

Corollario 1. Sia g € C'(R",R) tale che
(i) {z:g(x) <g(zo)} élimitato Vo e R" (i1) < Vg(z), f(x)> <0 Vz
Allora le soluzioni del sistema & = f(x)  sono definite per tutti i tempi positivi.

Infatti,

d

9(1) =< Vg(a(t)),2(t) > =< Vg(a(t)), flz(t)) > <0 Vi

e quindi la traiettoria z(¢) si mantiene, per tutti i tempi positivi, nella regione limi-
tata {g(z) < g(zo)} e quindi " = +o0.

Corollario 2. Data g € CY(R",R), siano g™ :={x: g(x) < M} e
YMi={z: g(z) = M}. Se

(i) ¢M:={x:g(x) <M} ¢élimitato (1) < Vg(z), f(x) > <0 VoeXV

allora la soluzione del problema di Cauchy & = f(x) x(0)=x¢ cong(xg) <M
€ definita per tutti i tempi positivi.

Infatti g(z(t)) < MVt € [0,t%(x0)), giacché, se no, é ben definito
T:=inf{t >0: g(z(t)) > M} equindi g(z(t) <MVt<T e g(T)=M
Ma questo é assurdo perché, se t < T, T'— t piccolo, allora

(gox)(T) =< Vg(x(T)),2(T) >=<Vyg((T)), f(x(T)) > < 0 =

g9(a(t)) = g(x(T)) + (¢t =T) [ < Vg(x(T)), f(x(T)) > +o (D] > g((T)) =M



Due esempi importanti: Sistemi Conservativi, Sistemi Hamiltoniani

Sistemi gradiente: = —-VF(z) F € C*R"R).

Per applicare i Corollari, basta prendere g = F: < Vyg(z), f(z) > = —||VF|?
ededurre chese {z € R": F(z)< F(xo)} ¢élimitato per ogni zy € R™, allora
le soluzioni sono definite per tutti i tempi positivi. In effetti si pué dire di pit:

se F' € inferiormente limitata le soluzioni sono definite per tutti i tempi positivi.

Infatti, Jo [VF(x(r))|*dr = — 5 (F(x(7))) dr = F(2(0)) — F(x(1)) <
F(2(0)) —inf F' = |lz(t) — z(s)l| = [| [ #(7)dr ]| < [ IVF(x(m)]ldr <

It—s|2 (fst ||V1U’(x(7'))||2d722 < |t—s|z (F((0)) — inf F)% Vs < t e quindi z(t) é

uniformemente continua. Si conclude come nella dimostrazione della Proposizione 2.

Sistemi Conservativi, Hamiltoniani

Il sistema T = f(x) si dice conservativo se esiste un integrale primo ,
ovvero una G € C'(R",R) tale che
d
<VG(z), f(z)> =0 Vz, equindi &= f(x) = %G(a:(t)) =0 WVt

cioé G é costante lungo le traiettorie (G si conserva durante il moto). Se le superfici
di livello {G = cost} sono limitate, le soluzioni del sistema sono definite per tutti i
tempi. Un caso importante é dato dai sistemi Hamiltoniani a n gradi di liberta:

l’:Hy(fE,y), y: _Hx(xay)

ove H e C'R"xR"), H= H(x,y), v,y € R" ¢ funzione Hamiltoniana, o
energia totale; 'Hamiltoniana é un integrale primo:
d

S H (@), y(1) = Ho(z(t), y(8))d + Hy(2(t),y(8))y = —g2 + 29 =0

Una importante classe di sistemi Hamiltoniani é data dai sistemi Newtoniani con-
servativi

() #=-VU(x) 2zeC*(I,R"

che descrivono il moto di un corpo sollecitato da un campo di forze conservativo
F = —VU. Posto p = 1, il sistema del secondo ordine (%) si riscrive in forma
Hamiltoniana, con energia totale (=cinetica+potenziale) H(z,p) = 1|p|* + U(x).
Se n =1, le traiettorie nel piano delle fasi (x,p) hanno equazione (cartesiana)

p==£y2(c—U(z)), ¢ = H(wo,po) (z0.p0) € R?



DISEGUAGLIANZA DI GRONWALL
t
Sia0<peC([0,7),R). FA; >0: ot) < Ag+Ait+As [ o(T)dT vVt € [0,T)
0

o(t) < (Ag + AjA7 e — AL AT Ve [0,T)
Prova. ¢(t) < ¥(t) := Ag + Ait + A fg o(T)dr, Y'(t) = A1+ Arp(t) <

<A A = (M) = e W(1) — Anp(r) < At TS

t
e Mlp(t) < e () < (0) + / Are ™ dr = Ag — A7 Aje ™ + AT A
0
Problema di Cauchy: esistenza globale. Sia f € C'(R" x R,R"). Se
VT,3A(T), A2(T) >0 : | f(x,t)|| < A(T) + Ax(T)]| || Vee R" |t| <T

allora le soluzioni di z(t) = f(z(t),t) sono definite globalmente.
PROVA. Sia«/(t) = f(y(t)) te€ (t,t") ( soluzione massimale). Allora, VT < t,

all

YOIl < l1(to) u+/ 17Dl < Iyt +Art+-As / lv(lar ve<T O

Proposizione 2
—_— t+ =

Iy@OI < (Iv(to)ll + ArAg et — A1 A7, Ve < T = +00. E cos

pure {~ = —o0.
Problema di Cauchy: DIPENDENZA CONTINUA DAI DATI INIZIALI

Sia f € Lipi,. (R",R™) e 4%(t) = f(7*(t)) Vte[0,T], ~*(0)==x. Sia
R := sup ||7*(t) —z|. Esiste L >0 tale che, se |z —y|| < Re™ LT, allora
te[0,T]

() >T e |ly"(6) =70 < llw —yll e ¥t e[0,T]

Prova. Ricordiamo che se 3L >0: |[f(z)— f(y)|| < Ll|lz —yl| Vz,y€R"e
Bt) = f(B(1), A({)=f(y(t)) allora |Iv(t)—B(H)I < [7(0)=B0)[[e* vt > 0.
Dunque, se ¢ € C§°(Bsg(z)), ¢ = 1 in Beg(x), la  f := @f ¢é Lipschitziana di
costante, diciamo, L e 7%, soluzione del problema di Cauchy 17 = f(n), n(0) =y,
é definita per tutti i tempi e 179 () — v (@) < [ly — =l . Notiamo che
f=fin Byp(x), ~°([0,T]) C Br(x) = ~*=~%in[0,7] e quindi

le—yl < Re™ = |70 < 1770~ @I+ IF Ol < ly—2lle” +R < 2R

Vte[0,T] e quindi f(7%(t)) = f(7%(1)) e quindi  ~¥ =¥ in [0,T]. Di qui la tesi.



SISTEMI DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI

Sia A= A(t) = (a;;(t)), aij € C(R), 4,7=1,...,n matrice n X n.
Siccome, per ogni 7' > O risulta || A(t)z|| < <sup H.A(t)H) |z]|, le soluzioni del
[t|<T

sistema differenziale lineare a coefficenti variabili di n equazioni nelle n incognite
(1)

(%) = A(t)x, ovvero  Zi(t) =an(t)x1(t)+...+apmt)x,(t), i=1,...,n
sono definite per tutti i tempi (segue dal Teorema di esistenza globale).

Proposizione  L'insieme N :={z € C'(R,R"): Lz :=1— Az =0}
di tutte le soluzioni di (*) é un sottospazio linare di C*(R,R™) di dimensione n.

Prova. Dobbiamo provare tre fatti:

1. N é un sottospazio lineare di C*(R,R"), ovvero combinazioni lineari
ax(t) + Py(t) di soluzioni sono ancora soluzioni.

Ed infatti A/ é il nucleo dell’ operatore lineare L.

2. Esistonox’ € N, i=1,...,n linearmente indipendenti, (in C(R,R")
cioé esistono n soluzioni z* tali che SPicrt(t)=0 Yt = =0 Vi
Infatti, presi v € R", i =1,...,n linearmente indipendenti e detta z* la soluzione
di (x) tale che 2*(0) = v, le 2" sono n soluzioni linearmente indipendenti.

3. Taliz’ generano N: Vx e N, I c=(c1,...,c,): z(t)=3F, cz'(t) V.
Infatti, se x é soluzione, siano ¢; € R tali che x(0) = X" | v’ = 37, ¢;2*(0) e sia
2(t) == X", ¢;x'(t). Siccome z e & sono soluzioni dello stesso problema di Cauchy,
allora x = 2 (per il Teorema di Picard).

Definizione.  Un sistema di n soluzioni linearmente indipendenti x* di (*) si
chiama sistema fondamentale per (x). Se 2’ é sistema fondamentale, la
matrice

X(t) = (2", .., 2") = (@(t))ij=1.m

avente per colonne i vettori 2 si dice matrice fondamentale.

Notiamo che se X := (&!,...,4") = (%(t))ij=1,.n. ¢ la matrice che ha per
elementi le derivate degli elementi di X', allora, con tale notazione,

X =AX

Se X(t) é matrice fondamentale e X'(0) é la matrice identitd, cioé X(0) =
(e1,...,en) ovvero z4(0) =4d;;, X é matrice principale.



Se X' é matrice fondamentale allora le soluzioni di (%) si scrivono nella forma
z(t) =) qr'(t)=X({t)e c=(c,...,c,) ER" ( Integrale Generale )

Se z é matrice principale  X(t)c, c¢€ R™ éla soluzione del problema di Cauchy
con condizione iniziale z(0) = c.

Definizione. Date '€ C(R,R"),i=1,...,n sia X(t):= (2%(t)).
W (t) := det X(t) si dice determinante Wronskiano delle z°.

Se Jtg: Wi(tg) #0 allora a'(ty) sono n vettori di R™ linearmente indipen-
denti e quindi le funzioni z* sono linearmente indipendenti (in C(R, R™)). Il vicever-
sa ¢ falso in generale, :  2° linearmente indipendenti non implica  det(2%(t)) # 0
(anche solo per qualche t).  Ad esempio, x'(t) = (1,t), 2(t) = (¢,t*) sono
funzioni (vettori di C'(R,R?)) linearmente indipendenti, ma  x?(t) = tx'(t) V¢,
cioé, per ogni t, z'(t) e 2?(t) sono vettori (di R?) linearmente dipendenti e quindi
il Wronskiano di z',2?, det(«}(t) é nullo per ogni ! Tuttavia

Proposizione 1. Siano 2,7 = 1,...,n soluzioni di (), X(t) := (2(t)).

X(t) é matrice fondamentale < detX(t) #0 Vi << (X(t))™' esiste V¢

Prova. C’é solo da provare la prima =-. Supponiamo, per assurdo, che
esista o tale che W (tg) = 0 e quindi che i vettori z'(¢y) siano linearmente dipen-
denti: esistono ¢; costanti non tutte nulle tali che Y1 c¢;z'(tg) = 0. Ora, se
2(t) == Y, cix'(t), % é soluzione che si annulla in ¢, e quindi, per l'unicitd della
soluzione del problema di Cauchy, 7 ,cz'(t) =2 =0, cioé le 2 sono linear-
mente dipendenti.

Proposizione 2. Sia X matrice fondamentale. Allora

(X1 =-x"'A

=
Infatti, come si vede subito, se A, B sono matrici n xn di funzioni C' .1, allora AB =

AB + AB, e quindi (detta O la matrice nulla) O =Zd=X"'X =

O=Xx"'x+x'x=@Nx+(x)axr = @H+(x)A=0



SISTEMI LINEARI NON OMOGENEI
LA FORMULA DELLA VARIAZIONE DELLE COSTANTI
Siano CLZ'j,bZ‘EO(R), i,jzl,...,n,A:(aij), b:(bl,,bn)

Sia T soluzione del sistema lineare non omogeneo
t=Ax+0b (%)

Allora , se N = KerL é lo spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo
associato & = Ax, si ha che

reN = @+z)=AF+2)+b = T+NC{z:i=Ar+b}
Viceversa, se  y é soluzione di (xx), allora
J=Ay+b = (Y-T)=Aly—-7) = yeT+N
e quindi
{r:2=Ar+b} =T+ N  (integrale generale di) (xx)

Vogliamo ora dare una formula per ottenere una soluzione particolare del sistema
non omogeneo a partire da una matrice fondamentale per il sistema omogeneo as-
sociato; in effetti, troveremo 'integrale generale di (x*). Sia X matrice principale
del sistema lineare omogeneo associato = = Azx. Allora

i=Ar+b, 2(0)=z0 = X b=X'i-XTAr=

=X+ (X Da(t) = ﬁ = X 'z(t) = X0)x(0) + /X’lb dr =

— 2(0) + /X*lb dr = () = Xwo+ X/X*l(r)b(T) dr)

¢ .
Verifichiamo che tale z(t) é soluzione: < <Xx0 + X [ X (7)b(T) d7'> = Xzo+
0

X / XY )b(r) dr + X ()X ($)b(t) = AX (xo + / XY (7)b(7) dT) tb=Az+b

Quindi, se X(0) = Zd, la soluzione di (xx) tale che z(0) = xy é data dalla

t
x(t) = X(t) (xo + /X_l(T)b(T)dT> formula della variazione delle costanti
0



ESERCIZI ED ESEMPI

Esempio 1. Le soluzioni del sistema

i = —ay?
— _2y3l’2
sono definite per tutti i tempi positivi: basta prendere g(z,y) = % per

ottenere

d d x®+y? ) )
L ya(t). 1) = L) — iy = -2t <0

Invece, t~ > —oo quale che sia la condizione iniziale. Questo si pud vedere cosi’:

jt[ﬂf(t)Qy(t)Q] = 20yt + 2ya’) = —2wy* (%) — 2y2°(2y°2%) = —6(2”y*)?
cioé z(t) :== x(t)?y(t)* risolve Z= —6z* e quindi
2(0) 1
H=—"" e (——
Sl e L o 1 R

Siccome  2(0) = x(0)%*y(0)* e

: 22 z(0) 2 z(0)
b= =2y =~ oy U= =2@y) = W o
troviamo  log 7 I(t) — f 1+6z) ds, log (t) = —2f 1+6 jds,  ovvero
0 0 1
sy — 0y = MO e g
(1+62(0)t)s (1462(0)t)3 62(0)

Notiamo anche che

z = 222y = 2i = log& = 2log z(?) = y(t) = u(0) w(t)?

Esempio 2. Le soluzioni di

i = zy*(2®+y°)

sono definite Vt:

d z*

(5 ) = 2070 + 2y = 2ty (0 + o) — 2% (2" + y) = 0



e quindi g € costante lungo le traiettorie, ovvero le traiettorie sono contenute
negli insiemi di livello di g, che sono visibilmente limitati.

OSSERVAZIONE. Sia f € C(R",R") un campo di vettori in R". Se
JF e CYR"R): f=VF

F si dice potenziale di f e si dice che f deriva dal potenziale F' ( che, se n = 1,
abbiamo chiamato primitiva) od anche che f é un campo conservativo .

Notare che se un potenziale cé é anche unico, a meno di costanti additive. In-
oltre, se n = 1, ogni f ammette primitiva, e cioé deriva da un potenziale. Tuttavia
ci6é non é piu vero in generale se n > 1.

Infatti, se f € C'Y(R",R") e f = VF, allora J; = Hp, e quindi dal Lemma di
Schwartz segue che J; é matrice simmetrica, ovvero che
afi _ 9
8xj 8:1:@
Osserviamo che la condizione necessaria data da Schwartz é anche sufficente. Veri-
fichiamolo nel caso n = 2.

Vi,j=1,...,n

Sia a(z,y) = ?TI;? b(x,y) = %—5, e quindi a, = b,. Determiniamo F.

Da a(z,y) = g—i, troviamo, integrando, F(x,y) = F(0,y) + Ofa(s,y)ds.

y y
Ma F(0,y) = F(0,0) + [ F,(0,t)dt = F(0,0) + [ b(0,¢)dt e quindi
0 0

Flz,y) = F(0,0) + / b(0, 1)dt + / a(s, y)ds

Siccome non abbiamo usato lipotesi a, = b,, una funzione siffatta non avré in
generale per gradiente il campo (a,b). Mostriamo che ci6 accade se a, = b,:  per
il TFC, risulta subito che F(z,y) = a(z,y), mentre, per il teorema di derivazione
sotto segno di integrale, da a, = b, e, di nuovo, dal TFC, otteniamo

Fy,5) = 00,9) + [ ay(s,9)ds = b(0,) + [ buls,)ds = b0, ) + [(z,9) — (0, )]

A FUTURA MEMORIA

Non é in generale vero che, se €2 é un aperto connesso in R?, allora

a,=b, imn Q = 3JFcCYQR): VF(z,y) = (alz,y),blz,y) Y(r,y) €N

10



FORMULA DELLA VARIAZIONE DELLE COSTANTI. UN ESEMPIO:

oscillazioni armoniche forzate

Ptx=f)

Posto p =, Iequazione si scrive equivalentemente, in forma di sistema,

p
—z+ f(t)

La matrice principale del sistema omogeneo associato é

X(t) = < cost sint ) mentre X_l(t) _ < cost —sint >

—sint cost sint cost

Dunque I'Integrale Generale della equazione non omogenea é

() = (oot ) [0 (om0 ] <

(e (o ~ [ J(r)sinrds

Q] t
sint cost ff(T)COSTdT
0

e quindi
t t
x(t) = x(0) cost + p(0) sint — cost/f(r) sin7dr + sint/f(T) cos TdT (IG)
0 0

Osserviamo che le soluzioni dell’oscillatore armonico (cioé con f = 0) sono tutte

27 periodiche. La situazione é ovviamente diversa in presenza del termine forzante
f#0. Da (IG) si legge che

- se f non é 27 periodica le soluzioni non sono pia periodiche

2m
-se [ é 2w periodica le soluzioni sono periodiche se e solo se [ f(7)cosTdr =
0

2f7rf(7) sintdr = 0.
0
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