AM210 2012-13- V Settimana
ESEMPI DI DERIVAZIONE DI FUNZIONI COMPOSTE
1. Dalla regola della catena: «: (a,b) — R", f:R"™ — R diclasse C! =

It Do) = < VG0, 440) >

Rivediamo la dimostrazione in questo caso: dalla differenziabilita di v, f segue che

) =2+ 7) =20 =730 +or(0) = T s
Falt+ ) = FO00) _ (0 + b)) = FO(6) _ < VG hw) > + o (1)
> JOEEDZIO0 g0, 500 >
perché UMD _ oD L, g

NOTA Sia f € CY(R?) e siay € C1((0,1),R?).
fOy@) =1vte (0,1) = <Vf(y(1),9(t) >=0 Vte (0,1)
Tale proprietd si descrive dicendo che se v é contenuta su di una superfice di llivello
di f allora in ogni & = ~y(¢) si ha che: 4 é ortogonale a V f(x).
2. Seg=(g1(x1,..,Tn), -, gp(x1,...,2,)) é in C(Q), Q aperto di R", ed ¢;
¢ base canonica in R", allora

Vit — g(x+te;) é cammino differenziabile ¢ 47(0) = 2% (), l=1,...,p

Ox;
Scriviamo 599] = (%, ey %). Da 1.),se f = f(y1,...,yp) € C*(RP,R), segue:
O(fog) d ) 29 dg
= — t — =
Tt = atate 1)) = > Sh0(a) ) = < V0, 5 ) >

3. Deriviamo da 1. e 2. la regola della catena: se g € C'(2,RP),Q aperto in
R", g() C 0,0 apertoin R ed f € C1(O,R™), allora foge C'(Q,R™) e
Jpeal@) = Jyl9(@) (@) Va e
Infatti, 'elemento di posto ¢,j della matrice Jy4(z), dato da 8%39) ¢ uguale a
< Vfi(g(x)), %(m) > che é appunto l'elemento di posto 7, j della matrice prodotto
Jr(g(z)) Jy(z), glacché la i—esima riga di J¢(g(x)) é Vfi(g(x)) mentre la j-esima

colonna di Jy(x) é %(w).



DERIVATE SUCCESSIVE
Sia feCYO,R), O CR" aperto. Se esistono (,f;i fe; allora

2
Jrw; = aza’f% == 61 aaaj;, ,7=1,...,n sono le derivate seconde
Hy(x) = (fmimj)i,jzl 7777 . éla  matrice Hessiana e
f € C?*0) se e solo se few; € C(O), Vi, j
LEMMA DI SCHWARTZ
0? 0?
fec*0) = / / Vi,j=1,...,n, YreO

Lemma di Schwartz: una osservazione ed idea della prova (n = 2). Per

.. 2 2 . . Cqe e
definizione ai gy = 8%%5 e 8‘2 8’; = a%% esistono se e solo se esistono 1 limiti

20 (2, y) = lim 1% (x+ hyy) — U (2.y)] =

h k) — h,y) — k
. [hmf(x+ Yk —flathy) — fley+ )+f(x,y)]
h—0 |k—0 hk
gy (@y) = lim [ @y + k) — (@ y)] =
h k) — k) — h
k—0 [ h—0 hk
Inoltre, 2 ‘gi (x,y) = gy 91 (x,y) se e solo se i due limiti sono uguali.
Cié suggerisce che, in generale, risulti a%ﬁ(x y) = ;; gg{ (z,y) (quando en-
trambe esistano), ma che possa anche accadere che P o I egistano en-

Ox; Ox; Ox; Ox;
trambe ma siano diverse perché due successivi passaggi al limite non si possono
sempre scambiare. Ad esempio, se

h? — k? .
rhk) = s YRR #(0.0)  siha
2 7.2 2 7.2
fmllim sl = lml =1, lmflim ] = lim(-1) = -1

Notiamo che f non ha limite per (h, k) tendente a zero; ma é viceversa vero che



se esistono ]lgilr(l) q(h,k) Yh, e %:m% q(h,k) Yk allora é vero che

3 1= h241rllgl Oq(a: y) = 3 hL%[hi%Q(h k)| e hi%[,lllinqm y)l

(e sono ovviamente uguali ad 1) giacché
lq(h k) =l < e per |h|+[k[ <6 =

Himg(hk) U <e per B <8, [lma(hk)—l <e per |h] <o

Prova Lemma di Schwartz.  Posto

g(h, k) := f(“h’y““)—f(x»yzlf)—f(x+h,y)+f(x,y)

si ha che

g(h, k) *= k=0 fy(z +h, y})b fy(z,y)

Y

(h k}) h—>0 fx(w y_'_kk); fx(may)

Basta dunque provare che 3 " hlgl . q(h,k). In effetti si ha
+k<—

: 9 of

h2+k2—0 (h k)

o [ e+ = e o ) -

S
S~

o+h /y+k3 %(t ) o of
y Oy Ox 7

FORMULA DI TAYLOR (al secondo ordine)

Sia f € C?*(D,(u)). Allora:

flu+h) = flu)+ <Vf(u), h> -I—;<Hf(u) h, h > + o (||h|]*)



Prova. Sia u = (z1,...,2,), h=(hy,...,h,). Posto o(t) = f(u+th), é

d L
o0) = fw), o) = b, Py = 3 P m,
j=1 J
d290 _ n d af B
dt2 (t) ]Zldt 7](%+th)hj =
an znj i (u+ th)hsh; =< Hp(u + th)h, h>
; ; 8@8:6] v f ?

Ma (1) = ¢(0) + ¢'(0) + [(1 —1)¢"(t)dt e quindi

flu+h) — [flu) + <Vf(u), h> +;<Hf(u)h,h>]:

1
/(1—t) < [Hy(u+th) — Hyw)]hh> dt
0

Stima del resto: Ve >0 36 > 0: [t| <6 = |forn; (u+th) — foo,(u)] < e=

|3 [Friay (ot th) = frw, ()] haby | < n’e||h|?

ij=1
MASSIMI E MINIMI IN PIU VARIABILI
u € R"™ é minimo locale libero per f & 35 >0: f(u) < f(v) Vv € Bs(u)

Condizioni necessarie. Se wu € R" é minimo locale libero per f, allora
(i) feCYB,(u)) = Vf(u) = 0 (ué critico o stazionario per f)
(ii)) feC*B.(v) = <Hi(u)h,h>>0 VheR"

Prova. (i) heR", [|t|<d, = f(u) < flut+th) =

0 =4 flu+tth),_, =<Vflu),h> = Vfu) =0.

(ii) Dalla formula di Taylor: Viu) =0, 0< flu+th)— flu) =
h

Vi) +t[< Hy(u)h, h> + o(1)] = < Hs(u) h, R > > 0

Una condizioni sufficente. Sia f € C?(B,(u)), e Vf(u)=0:
< Hf(u)h,h > >0 VheR" h#0, =« ¢éminimo locale



Prova. h —< Hy(u)h,h > continua, < Hy(u)h,h >> 0 VYheR", h#0, =
dm:= mithH:l < Hf(u) h, h>> 0

Quindi, < Hy(u) h,h > > m|h|]> Vh € R".  Allora, usando Taylor e
Vf(u) =0 vediamo che 0< ]| << 1 =

h

Tl T~ o(D)] = [[A]I* [m + o(1)] >0

fluth)=flu) = [[n]* [< Hy(u)

Massimi locali liberi Se invece 30 > 0: f(u) > f(v) Vv € Bs(u), wu si dice
massimo locale libero per f. Anche in tal caso, se f € C'(D,(u)) , necessariamente

Vf(u) =0, mentre, se f € C*D,(u)), allora < Hf(u)h, h>< 0 VheR"
Analogamente, la condizione sufficente perché u sia massimo locale libero per
[ € C*(B,(u)) é che
Viu =0 e <Hpu)h,h><0 VheR" h#0

Forme quadratiche La natura di un punto stazionario v = (z1,...,z,) di f
dipende dal segno della forma quadratica associata alla matrice Hessiana
n a2f
< H¢(u) h, h > =

f( ) Z 8@8%

ij=1

(U)hlhj h:<h1,,hn)

Ora, Hy(u) simmetrica = Hp(u) ha autovalorireali, diciamo Ay < ... <
An. Il segno forma quadratica dipende dal segno degli autovalori.
Sia A:(aij)ijzl »=A ! matrice n x n simmetrica. La forma quadratica associata

<Ah h>= Y ajhih;, h=(h,... ,h,)€R" si dice
ig=1

definita positiva (negativa) se < .A h, h>> 0(<0), Vh+#(0,0)

semidefinita positiva (negativa) se <A h, h>> 0(<0), VheR"

Proposizione Sia A = (a;;) matrice simmetrica nxn, A <...<)\,
1 suoi autovalori. Allora
A= inf <Ahh> Ap = sup <Ah,h>
llAll=1 hll=1
Corollario

(i) A é definita positiva (negativa ) < A >0 (A, <0)
(iii) A ¢ semidefinita positiva (negativa ) < A =0 (A, =0)



ESERCIZI E COMPLEMENTI

1. Lemma di Schwartz: un controesempio. Vediamo un esempio in cui
I'invertibilita nell’ordine di derivazione non vale. Sia

2?2 — y? 09 aly+da2P —y® g B 2 — yta — dady?

_ ndi. 29 _ 99 _
9(,y) Vs y? & A o (224922 7 0Oy (22 + y?)?

Si vede subito che g, g,, g, hanno limite zero in (0, 0), e quindi g ha un prolungamento
C* su tutto R?. Poi, in (0,0), troviamo g,, = g,, =0 e

[%%](0,0) = llm ;gi(o,y) = —1 mentre [5%2—3](0,0) glgn igg(x 0)=1

Coerentemente, g non é di classe C2. Infatti

929 a4 9xty?_9a2yt_yb
0z dy (x24+y?)3

0%g 0%g
ox Jy Ox Jy

2. Campi conservativi. Una F' € C(R",R") si chiama anche 'campo
vettoriale’ in R". Tale 'campo’ si dice conservativo se

non é continua in (0,0), perché

—(z,0) = =1 Vz #0, ——(0,y) =1 Vy#0

JU € C*R",R): F=VU

Tale U, se esiste, é anche unica (a meno di una costante additiva), e si chiama
’potenziale’ del campo F. L’unicitd sussiste anche nel caso F € C(O,R"), O
aperto connesso di R"™.

Se n = 1, ogni F' ammette potenziale (ovvero una primitiva). Dal Lemma di
Schwartz segue che cié non é piu vero, in generale, se n > 2:

OF,  OF,
&%’j N 8951

FeCYR"R"), F(z)=VU Vi,j=1,....n (%)

Tale condizione é anche sufficente per I'esistenza locale : se O = B,.(0) C R? (pit in
generale, se O é semplicemente connesso) e vale (x) in B, allora:

T y
Ulz,y) ;:/ Fl(t,())dt+/ Bz, t)dt = U, =F,U,=F,
0 0
Infatti, U, = Fy(x,y) (TFC) e, 'derivando sotto segno di integrale’

U, = Fi(z,0) +/ VOR o hdt = Fi(x,0) +/ (,t)dt = F\(z,0)+F) (2, y)— Fi (x,0)



3. Il laplaciano in coordinate polari. Sia f € C%*(Q2), Q C R" aperto.
Laplaciano dif : Af =

Sia n = 2. Sia g(p,0) := f(pcosf,psinf) (g é f in coordinate polari). Allora

_ 1
(Af)(pcosb, psinf) = g,, + ;gee + ‘(Z’

Infatti, risulta g, = f.(pcosf, psinf)cosb + f,(pcos, psinf)sinf
Gpp = fux 08> 0 + 2f,, sin 6 cos + f,, sin’ 60

go = — fz(pcos, psinb)psinf + f,(pcosb, psind)pcos b
1
Goo = p° | fonsin® 0 — 2f,, sinf cos O + f,, cos® @ — =(f,cosd + f,sind)
P
Da f, cosf + f,sinf = g, segue g,, + p%ggg + 97” = (fux + fyy) (pcosB, psin@).
4. Calcolare AU, ove U(x,y) = log(x* +4?), 2?4+ y* > 0.

5. SiaN >3.SiaU(z) = —%=, z€RY |z]>0. Calcolare AU.

[l

6. Sia f € C?*(R",R). Provare che
Je>0: < Hy(x)h,h > >c||h|* VheR" = VyecR"IzcR": Vf(z)=y
Prova. Fissati z,y, poniamo ¢(t) :=< Vf(tx + (1 —t)y),z —y >. B
¢'(t) =< Hy(tz+ (1 =t)y) (z —y), 2 —y>2= cllz—y|?
<Vf(@) = Vi(y),z —y>= (1) = (0) = ¢'(1) > cllz — y|*
Ci6 implica in particolare 'unicita:  V f(z) = Vf(y) = ||r —y|[| = 0. Inoltre
1

fl@) = f(0) + E)/1’ Gfta)dt = f(0) + [ <Vf(te) = Vf(0) + Vf(0),z > dt >

0
c
F0)+ < V1(0),2 > +5 |z’
e quindi per ogni fissato y la funzione © — f(z)— < z,y > é coerciva e continua
e quindi ha un minimo globale. Dunque 'equazione V(f(z)— < x,y >) = 0 ha
soluzione, e cioé l'equazione V f(x) = y ha soluzione.
7. Massimi e minimi

71  Sia flry) =@ +92)2 =22 —y?) . B

7



fo = 4x(z? +y?) — 4, fy=4y(@* +y?) + 4y
fow = 4(2® + y?) + 82 — 4, fuy = 8y, foy =42 + %) +8y* + 4

Punti stazionari: (0,0), (£1,0)); det H(£1,0) > 0, det H(0,0) < 0;
(£1,0) sono minimi globali: ||u|| — +o00 = f(u) — 400 ; (0,0) é una sella.

7.2 Sia g(x,y) =2* +y° — 3wy.
Notiamo che
Vg=0 & 2=y, y*==x

e quindi (0,0),(1,1) sono gli unici punti critici di g. Poi

Gzz = 62, gyy = 6Y, guy = —3 e quindi
- H,(0,0) ha autovalori £3 e quindi (0, 0) é di sella

- H,(1,1) ha autovalori positivi e quindi (1, 1) é di minimo locale (e non assoluto,
perché 1Ir{12f = —00)

8. Forme quadratiche Sia A=(a;;)ij=1, ,=A ! matrice n x n simmetrica.

La forma quadratica associata é

,,,,,

<A h,h>I: Zaijhihj, h:(hl,...,hn)GRn si dice
ig=1
Proposizione Sia A = (a;;) matrice simmetrica nxn, XA\ <...<)\,
i suoi autovalori.  Allora
M= inf <Ahh> Ap= sup <Ah,h>
llAll=1 I

Prova. Sia h di norma 1 tale che m =< Ah,h >= ||H|l£1 < Ah,h >.

Sia f(h) = <fh> —« g b B B £ 0 e quindi f(h) = r,?;(r)lf(h) e quindi

15112 [[R(1> {51l

d . — d [< Ah,h > +t(< Ah,h > + < Ah,h >) +t2 < Ah, h >
0 - 7f(h+th)‘t:0 = — — —
dt dt 142t < b, h > +£2||h]|2

lt=0
<Ah,h >+ < Ah,h > =2 < Ah,h >< h,h >=2[< Ah,h > — < Ah,h >< h, h >]
Vh € R"perché A = A'. Dunque

Ah =< Ah,h > h=mh
cioé m é un autovalore di A, ed é necessariamente il pid piccolo, giacché

Ah=Ah, [|h]|=1 = A =< Ahh>> m



