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1. Supponiamo ¢ = oo: se x, ¢ [P allora [|z]|o < |[z|[, = +o0; se invece
x € [P allora lim z(k) =0 e dunque ||z||oc = sup|z(k)| = |z(k)| per
k—o0 keN
k € N opportuno e dunque
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2lloo = l2(B)] = (J2(R)I")7 < (Z Ix(k)l”> = [zl
k=1

Se invece ¢ < 400 allora
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lzllg = (le(k)|q> < <Z|lel&p|x(k)lp> = |lellod <Z |z (k ) =
k=1 k=1
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Dunque se ||z||, < oo si ha che [|z]|; < [|z]l, <00V 1<p<g< oo
cioé se x € [P allora x € 19,
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Poiché lim ||x,||2 =0, z, converge a 0 in [2.
n—oo

Invece x,, non converge in [': infatti, se per assurdo 3 z € [' tale che
lim z,, =z in [}, allora ||z, —z||2 < ||z, —2||1 — 0 e quindi hm Tp =1

n—oo

anche in /2.

Ma allora, poiché il limite in [? & unico, si dovrebbe avere 2 = 0, che

é assurdo perché ||z||y = ||z, — z||1 — 0, mentre abbiamo visto che
1

llz|ly = - n T — 1. Contraddizione!1!1!
e

Quindi, dalla deﬁn1z10ne le due norme non sono equivalenti.

3. (a) x, €PV1<p<ooperché ||z,]|ec =sup |z, (k)] =1e
keN

+o0o %
l|nllp = <Z|xn(k)|p> :(1;))% =1.
k=1

(b) x, € una successione limitata in [? V 1 < p < oo perché, per quanto
visto nel punto precedente, sup ||z,|l, =1 < +o00 V1 < p < o0.
neN



(c) x, non ha sottosuccessioni convergenti in [P per alcun 1 < p < o0
perché non ha sottosuccessioni di Cauchy, in quanto n # m implica

1 k=n
(xn —xm) (k) =< -1 k=m
0 n#Em#k
2w p < 00

e dunque ||z, — Tpm|lp = { , quindi ||z, — zplp - 0

1 p=o
per n,m — 00, n # m.

Nz +ylP =@ +y,z+y) = (@) + (yy) +2(2,9) = ||z]]* + [Jy]]?,
poiché (z,y) = 0.

P P = o, o 4 (2, o) = ety )
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. Applicando il criterio del confronto asintotico, si ha che {z,(k)}r>1 ha lo
stesso comportamento di {4 }r>1 e quindi @, ¢ I

. Per calcolare i limiti in due variabili ci sono vari procedimenti che possono
risultare pitt 0 meno utili:

e [ limiti notevoli valgono ancora;

e PASSAGGIO A COORDINATE POLARI:

x = pcos(6)

y = psin(0)
Mediante questa sostituzione possiamo passare da

b @) L F(peos(6),psin(0))

(@)=(0.0) g(x,y)  »—0 g(pcos(f), psin(h))
A questo punto calcoliamo il limite ottenuto e ci troviamo dinanzi a
2 possibilita: se il limite ci restituisce un valore in funzione di 8 allora
il limite non esiste, altresi il valore ottenuto é il valore effettivo del
limite;

e DIREZIONI DIFFERENTTI: questo metodo ci consente di affermare
che un limite non esiste, ma se applicato ad un limite esistente non ci
dice assolutamente niente. Nella soluzione del primo limite vedremo
bene come applicarlo.

im  —Y .
(z.9)—(0,0) 2 + 2’
Questo limite si svolge sfruttando la tecnica delle
DIREZIONI DIFFERENTTI.

Difatti se y = x otteniamo che lim ——— = lim — = —.
(z,)—(0,0) 22 +y2 250222 2
Ty ) x3

Ty x? 1

lim —_— = N =
(zy)—(0,0) 22 +y2 2022 + 24
Pertanto il limite non esiste perché abbiamo trovato 2 valori distinti
mentre sappiamo che il limite, se esiste, é unico.

Se invece y = 2 abbiamo che
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Se y = 2% si ha che  lim Y im 2=
(@y)—(00) 28 +2y2 250328 3

Quindi il limite non esiste.

63(362-1—3/2) -1 63(962+y2) —1
(z,y)—(0,0) e +y (z,y)—(0,0) 3(1’ +vy )
sin(dzy? dzy3 % cos(0) sin?
() i SmRry:) 2( a:yz) ~ lim 721@ 5 = lim 4P 005(9)25 ) =
(z,9)—=(0,0) =+ Yy (z,9)—(0,0) T + Yy p—0 P
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Se z =y si ha che  lim = lim =0.

(zy)—=(0,0) 22 + 3+ y=0y2 4y
y* y
lim = lim — = —.
(z.y)=(0,0) 22 +y*  y—02yt 2
Quindi il limite non esiste.

Se x = y? si ha che



rsin(ry) . %y
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(0) im & : J;y—zl—y _ iy PC08 (6) —2p cos(g) sin(f) + p? sin“(6) _
(z,y)—(0,0) e +y p—0 p
= lir%pcos3(0) — 2cos(f) sin(f) + sin®(0) = sin?(0) — sin(26).
p—

Quindi il limite non esiste.

(n) =0 (vedi il punto (l)).

li log(z? + y?) = lim p? log(p?) sin(@ 6) =
i Y og(z” +y7) = lim p”log(p") sin() cos(f)

—1; 2 ; —
= ;%p log(p) sin(26) = 0.

8. La continuitd di funzioni in 2 variabili si studia come si studia quella in

una sola variabile.

Quindi:

2 2 .2
. x . p2cos?(0) . 9
a lim ———— = Ilim ——= = lim pcos“(A) =0.
) (z.9)=(0,0) /22 +9y2  p—0 P p—)Op (0)

Quindi la funzione é continua.

2 3 o2 (f) «
(b lim yT _ iy P08 (0) sin(0) _

) (z,y)—(0,0) \/TW p—0 p?

= lir%pcosz(Q) sin(d) = 0 # 1 = f(0,0), quindi la funzione non é
p—

continua.
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Se y =z si ha che lim LY hm =2
(zy)—(0,0) 2+ +y*  2502z% 2
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Se Yy = \/E S1 ha Che (I,y%lin(oyo) m = ;lL)IHO m =
Quindi il limite non esiste e dunque la funzione non é continua.
() lim ry(x? —y?) — lim p* cos(6) sin(6) cos(26) _
@y =00 22 +y? p—0 p?
= lim p? cos(#) sin(6) cos(26) = 0.
p—0

Quindi la funzione é continua.

arctan(z? + y?)

e 1m = imite notevole).
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uindi la funzione é continua.
Quindi la funzi .
0 lim sin(zy) lim By i p* cos3(6) sin(6)
(2)=(0,0) /28 + 146 (2,9)=(0,0) \/a8 + 98  »—0 P \/pz cos®(6) + sin®(0)
— lim pcos3(6) sin(6) _o.

=0 \/,02 cos8(#) + sin®(6)
Quindi la funzione é continua.



