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1. Sia X lo spazio delle successioni reali.
Provare che ∀x ∈ X, 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, si ha che ||x||q ≤ ||x||p.
Dedurne che lp ⊆ lq ∀ 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞.

2. Sia xn(k) =
e−

k
n

n , k ∈ N.
Calcolare ||x||1, ||x||2. Studiare la convergenza di {xn}n∈N in l1, l2 e
dedurne che le norme || · ||1, || · ||2 non sono equivalenti.

3. Sia x = {xn}n∈N una successione di successioni de�nita come:

xn(k) =

{
1 se n = k

0 se n 6= k

(a) Provare che xn ∈ lp ∀ 1 ≤ p ≤ ∞, ∀n ∈ N.
(b) Provare che {xn} é una successione limitata in lp ∀ 1 ≤ p ≤ ∞, cioé

sup
n∈N
||x||p <∞ ∀ 1 ≤ p ≤ ∞

(c) Provare che {xn} non ha sottosuccessioni convergenti in lp

per alcun 1 ≤ p ≤ ∞.

4. Provare che ||x+ y||2 = ||x||2 + ||y||2 ∀ x, y ∈ Rn tale che 〈x, y〉 = 0.

5. Provare che

∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥2 + ∥∥∥∥x− y

2

∥∥∥∥2 =
||x||2 + ||y||2

2
∀ x, y ∈ Rn.

6. Provare che xn(k) =
1
k

√
2− cos

(
π√
kn

)
/∈ l1.

7. Calcolare i seguenti limiti:

(a) lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2

(b) lim
(x,y)→(0,0)

x2y4

x4 + y4

(c) lim
(x,y)→(0,0)

x3y2

x6 + y2

(d) lim
(x,y)→(0,0)

x4y

x8 + 2y2

(e) lim
(x,y)→(0,0)

e3x
2+3y2 − 1

x2 + y2

(f) lim
(x,y)→(0,0)

sin(4xy
3
2 )

x2 + y2

(g) lim
(x,y)→(0,0)

x4

x2 + y2

(h) lim
(x,y)→(0,0)

sin(x2 + y2)

x2 + y2

(i) lim
(x,y)→(0,0)

sin(xy)√
x2 + y2

(j) lim
(x,y)→(0,0)

x2y + (x2 + y2) cos(x4 + y7)

x2 + y2

1



(k) lim
(x,y)→(0,0)

x2y3

x6 + y4

(l) lim
(x,y)→(0,0)

xy2

x2 + y2

(m) lim
(x,y)→(0,0)

y4

x2 + y4

(n) lim
(x,y)→(0,0)

x sin(xy)

x2 + y2

(o) lim
(x,y)→(0,0)

x3 − 2xy + y2

x2 + y2

(p) lim
(x,y)→(0,0)

xy log(x2 + y2)

8. Discutere la continuitá delle seguenti funzioni (de�nite su tutto R2)

(a) f(x, y) =

{
x2√
x2+y2

(x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

(b) f(x, y) =

{
x2y
x2+y2 (x, y) 6= (0, 0)

1 (x, y) = (0, 0)

(c) f(x, y) =

{
x2y2

x4+y4 (x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

(d) f(x, y) =

{
xy(x2−y2)
x2+y2 (x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

(e) f(x, y) =

{
arctan(x2+y2)

x2+y2 (x, y) 6= (0, 0)

1 (x, y) = (0, 0)

(f) f(x, y) =


sin(x3y)√
x8+y6

(x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)
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