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� �º�y§�§����D�=���Å�£�y����Æb�º�/��ÇÈ�U���^�É�0���bÁ$���º� ±�  �������bÊD�����D�y� ¡5Ë�Ì�ÍM¸ÉÎ ��ª<�b�D§��<Æ ¿ �©���
�.�m�D�ºÏD�.�bÁ$���D�mÁÈ��� ¿ ���©�^ÐÑ§�ª<�.�y�����º¨Uªy��ÏD���y§�§��É�.�m¤��.ª<�y� ­ ª<�.�<�Ò���º¨Uª<� ²£¸ Â£�b�����bÁ��.�=�}�D�
���bÁÈ�	�D�y� ¡5ËbË�Ì3¸¾­ �OÇ��.Á�ÁÈ�µ�����ºªy�b�.���^�����%�£����§����=�%¤�� ¿ ���«���º� � �����yÁ$�����ºª«�	ÏD���<§�§��
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¡b¸º¡ � �.ÏO�y�=�D�y�D¬y���º�����yÆ������º� ¸	¸	¸	¸	¸	¸�¸	¸�¸	¸	¸�¸	¸R¸�¸	¸�¸	¸	¸�¸	¸�¸	¸ ³
¡b¸ � � �D�<�.�º�%ªy�bÁ�ÏD�º�<�^��Á$�<�Ò�����.�����yÆb�����.Á��y������ª^»D� ¿ §�� ¸R¸�¸	¸�¸	¸	¸�¸	¸�¸	¸ Ì
¡b¸×± ���ºª^»D�/��Á$�O§ ¿ Æ��.�����D�<�.�º�Ü�D�Ü¼���� ¿ �^��¬y�.���D� ¸	¸	¸�¸	¸R¸�¸	¸�¸	¸	¸�¸	¸�¸	¸ Í
¡b¸�
 ���D�«���.� ½ ����¬y�º�b�U�����Ü�D� ¿ ���D�bÁ��.�=�.�Ö�%Ó �.�����yÆb���º�^Ð ¸	¸R¸�¸	¸�¸	¸	¸�¸	¸�¸	¸Þ¡G³
¡b¸ ³ � �bÁ��.�D�"�D��¹}��Ä ½ �<� ¸	¸�¸	¸	¸	¸	¸	¸�¸	¸�¸	¸	¸�¸	¸R¸�¸	¸�¸	¸	¸�¸	¸�¸	¸Þ¡GÌ
¡b¸
� �£�y�D�=��§ ¿ ��§��5¼3�����D�y�º�.�%�D� ¿ ���D��Á$�º�D�.�Ö�=��¹}��Ä ½ �<� ¸�¸	¸�¸	¸	¸�¸	¸�¸	¸��� 
¡b¸ Ì ¤��uÏ=���bÏD���.�(�^Ð

(S)
�D�<���D�bÁ��.�D�"�D��¹}��Ä ½ �<� ¸	¸�¸	¸R¸�¸	¸	¸�¸	¸�¸	¸	¸�¸��M¡
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�M¸º¡ ¹}���bÏD���.�(�^Ð��y�º�yÁ��y���^����� ¸	¸	¸	¸	¸	¸�¸	¸�¸	¸	¸�¸	¸R¸�¸	¸�¸	¸	¸�¸	¸�¸	¸��bÌ
�M¸ � � �y�����D� ¿ �U� ½À¿ �D¬<�.�b�=�T�b�.�bÁ��b� ½ � ¸�¸	¸�¸	¸	¸�¸	¸R¸�¸	¸�¸	¸	¸�¸	¸�¸	¸ ±�

�M¸×± ­ �.�=Æb�b�/�����º��Ð��D�<�.�º� ½À¿ �D¬y�º�b�D�%���.�bÁ��b� ½ � ¢
½À¿ �D¬<�.�b�D�ÜÁ$�<���bÁ��b� ½ � ¸�¸	¸	¸	¸	¸	¸�¸	¸�¸	¸	¸�¸	¸R¸�¸	¸�¸	¸	¸�¸	¸�¸	¸ ±��

�M¸�
 ² �������b���º¬y¬«��¬y�.���D���D� ½À¿ �D¬y�º�b�D���b�º�bÁ$��� ½ � ¸	¸	¸�¸	¸R¸�¸	¸�¸	¸	¸�¸	¸�¸	¸�
D¡
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¤¾ÓÔ����Æb�bÁ��y�����X�D��§�� ¿ �D�.� �D�ON ¿ �<§���� ���y§���Çá�wÓ×���D�y�º�.�ã�=�y�.�º� ½À¿ �D¬<�.�b�=���.�����y��� ®
¿ �U� ½À¿ �=¬y�.���D�

f : C → C
§��'�D�.ª<�uÿwø"ù9�3ú�!É§���Ç����.�bÁ��b� ½ �����D�y���º¼���ÊD�º�.� Ú �.�É§��y�D§��

ªy��Á$ÏD�º�y§�§�� Û �.����Æb�D�3Ï ¿ �������=�
C
¶ �3���:N ¿ �©¼����.�<�Ò���yÁ��y����� ¶ §��£Ï"�<�'�bÆb�=�3Ï ¿ �����

z0 ∈ C�y§��.§]��� ¿ �U�F§��y���º�Å�D�RÏ"�����y�D¬<� ∑
k≥0 ak(z − z0)

k � ªy�3�QP�ª<�.�y�����	ª<�bÁ�ÏD�.�<§�§�� ¶ ª^»D�ªy���Ò¼��y��Æb�Ö��§�§��b� ¿ �^��Á$�<�Ò���T�.�
C
�T�^���.�Tª^»D�R§�����ÊDÊD�/�

f(z) =
∑

k≥0 ak(z − z0)
k
¸

¤}Ó �.�D§��.�<Á$�O2
= {f : C → C |f

�.�����<���
}
Ç ¿ �����=�y�.�º�����º§�ÏO�<�����u���.�.��§���Á$Á$�Ö�

���OÏD���3�D�������Ö�=� ½À¿ �=¬y�.���D� ¸ �mÏ=���.Á��:���º§ ¿ �©�^�����Uª^»D�T��ÊDÊ=�/��Á���ÏD���5¼��µ����ª<�b�Dª<�y���=�b�D��Æb�º�
¬y�<�����D� ¿ �D� ½À¿ �=¬y�.���D�R�.�����<��� ® �º�D�D�.ªy���D�D�uª<�b�

Z∗
f

�wÓÔ�º�D§��º�yÁ����D�yÆ��.�%¬<�y�����D�º§����.������Rm�D�
f
¶�½ ��ªyªy�.��Á���¼��y�D�<���*ª^»D�7�<§�§��	Ç[�D�º§�ªy���<��� ¶ ªy���Dªy� ¿ �D�y�=�D��ª^»D�

(
2
,+, ·)

Ç ¿ �Ö�D�bÁ��.�=�.�
�%Ó �.�����<Æb���©�^Ð ¸
���'ÏD���.Á��È�$§�� ¿ �D�/�����Ö�.��ÏD����ÏD���º�<�^Ð$�����©��Á��<���.ª^»D�	�D�y�º�.� ½À¿ �D¬<�.�b�D���.�����y����ÇÖ§���� ¢

��� ��¸mÎ �y�.Á��y�TSÈ�D�<� ¡«Ë�
� JU �.�á§�� ¿ �D�.� ¼b�y�=�D��ÏO�y� ½ �<¬y�º�b�U�����ã�D�<� ¡5Ëb³b� �D� � �y�©¼3�.�
Î �<�D���WVÒ§��y�JX�ª^»D�Rªy�.��§�§��º¨UªQY�Æ��.�%�º�D�«���º�Ü�D�<��§��<Æ ¿ �y������Á��M�=� ®

¿ ���.�=�«���º��ÏD����ÏD���º�
I
�D�Z2-§����D�ºªy�OIH�9�yû�§��

⋂

f∈I Zf 6= ∅
¶ ���©�����.Á��y�����"§����D�ºªy�[�@ÿ�%;�ÒúGû ¸

\^]/_a`�bdce_dfhg
bd`�iHjlkabdc(g
mn_nce_po�_dq�r._nc(c(bts�u�i;s-bQ`
Zf

_wv�v*g
_dkabag
`*o gxsh_ncebpqWy g�`4z�g
ihkpi;o ih{Qq�g8fTih|eg&o g
f
g�`}s-~*g8{dq
g&fhiT|(g8k�~�q�ceg��*q�g/z(bd`*b�|eg���i-ce~ c(g���w�
�T�������*_d{*�#�w�9�����Q�w�*�� �
�h�n�/�4_w{*�Z�n�n�n���T�d�*�4�������/�*_d{*���9�Q�-���w�w�*�

¡



� Ê=ÊD�/��Á���ÏD���G¼������$�º��§��<Æ ¿ �<�Ò����Ï=���bÏD���.�(�^Ð ®

•
2 Ç ¿ ���D�bÁ��.�D�º�Ö�D��Â£Ã<¬y� ¿ � ¸

•
2 ÇRÏD§�� ¿ �D� ¢ ÏD���.�Dª<�.ÏU���º� ¸

•
2 ÇRªy��Á$ÏD�º�<����Á$�<�����T�.�����yÆb�����.Á��y������ª^»D� ¿ §���� ¸

•
2 �D����Ç � �3�<��»D�y���/���=� ¸
���A§��yÆ ¿ �º���ëªy���Dªy�<�Ò�����.��Á$�ë�/� �D�b§]�����F�������<�D¬y�º�b�D�á§ ¿ Æb�º�R�.�D�y���.��Á$��§�§��.Á$���º� ¶

�D�ºÁ$�b§]�������D�D�uª^»D�

•
� Æb�=���.�D�y���.��Á$��§�§��.Á$���º�&¨U§�§��ÈÇT�=�y�.�.� ½ �b��Á$�

I(z0) = {f ∈
2

: f(z0) = 0}
ªy�b�

z0 ∈ C

��ª^»D���º�Uª«��Á�ÏO�����y§��º� ¿ ���D�:�bÆb�D�U�º�D�«���º��ÁÈ��§�§��ºÁÈ���º�£¨U§�§��ÖÇ��.§��bÁ$��� ½ �R�
C
¸ ���

ÏU�������ºªy�b�.����� ¶ ªy�b�D§��.�D�<�������$�.� ½À¿ �D¬<�.�b�=�
ta : z → z − a

¶ ª<�b�
a ∈ C

¶ �·Ó �.�D�y���.�
Ma = (ta)

Ç7Á$��§�§��.Á$���.�¾�£¨D§�§��R�7�=�b��ªy�b�����.�y�=�7§������<���^��Á��y�����7�D�y§�§ ¿ ���.�=�«���º�
ÏD���.Á��Ñ�D�b�á� ¿ �.�.� U ¼3�ºªy�<¼��y��§�� ¶ �bÆb�D�}�º�D�«���º��ÏD���ºÁ$��¨D�D�º����Á$�<�����uÆb�y�=�y���µ�����D�
2 ÇR�D�y�º�/� ½ �b��ÁÈ�

(tz0)
ÏO�y�tN ¿ ���ºª^»D�

z0 ∈ C
¸

•
­ �
M
Ç ¿ ���º�D�«���.�mÁÈ��§�§��ºÁÈ���º�}�.�ºÊ"�<��� ¶ ���.�º�b���

E/M
ªy���Ò���.�<�D� ¿ ��§��������Mªy��Á�Ï"�

�º§��bÁ��b� ½ �u�
C(Z)
¶ ª<�b�

Z
�º�D�D�<���y��Á$�º�U���^��§ ¿

C
¸

•
¹��y���bÆb�D�Ü�.�D�y���.��Á$��§�§��.Á$���º�

M
�=�32-§���»U��ª^»D�

M 6= M2
¸

¹��y��N ¿ �����������ºÆ ¿ �����U�ÖÆb�.�Ü�.�D�y���.�"ÏD���ºÁ$� ¶ �D�<� ¡5Ë�
8��­ ª^»D�º�.�º�.�DÆ��7��§�§��y���}ª^»D�	�bÆb�=�
�.�=�«���º�*ÏD���ºÁ$�RÇ�ÁÈ��§�§��ºÁÈ���.� U §��b�º����Æ��.�=�º�D�.¬<�D�D�<Æb�.�:���=�D��Ó ³�  � ¸&� ��ÏD�.���D§TV&�u�º�D�D�ºª:YR���
Î �<�D���WVÒ§��y� Ú �.� ¿ �U��ªy���Ò¼��y��§���¬<�.�b�D� Û ª^»D�������.���4�Ü�<��Á$��¬y�º�b�D���y��� ½ ���.§����&ªy�b§]��� ¿ � ¿ �
ªy���Ò�����3�y§��yÁ�ÏD�.�$�D���.�D�y���.�RÏD���.Á��u�D�+2d�D���0Á$��§�§��.Á$���.� ¸£­ �^��ÊD�º�.�©����ªy�WY ¶:Î �<�D���WVÒ§��y�
�����5¼�Y ¿ �U�uª«�����������y���º¬y¬y��¬y�º�b�D�TÏO�y�*Æb�º�%�.�D�y���.�"ÏD���ºÁ$�"�D�b��ÁÈ��§�§��ºÁÈ���.�:�RÁ$�b§]���TY�ª^»=�

�T  `4s�u�i¡z(i¡jC`�bdc(b¢s�u�i¡~�`£o bQkpg�`�g
b¤�*z�iT~*o bd����|eg
`*s-g
�*_wq
i�jO_w`4s�u�i¡sd� g�� sw��_dv�v�gx_wkpbD��|ei-r@iT|(g�c(b
o�_d|(il~�`*_¥o�g�kpbQz�c(|�_wfTg�bQ`�ilo g�|ei-c(ce_po g8c�_wq
iHr._nc�ceb*�¦�§��d¨©�Qªa�Q«�s�u�g�q
q
g�`�{4�

Ideal theory on open Riemann surfaces
�d¬©~�q
qW�   kpiT|T�?­[_nceu&�#«9b sw�

�d�¡®��T�w�:�Q¯-�:�4_w{*�#�d�:�����d�Q���

�



•
� Æb�=���.�D�y���.��Ï=���.Á����D�32 ÇRªy�b�����y� ¿ �����.� ¿ � ¿ �D�ºªy�u�.�=�«���º��ÁÈ��§�§��ºÁÈ���.� ¸

•
�=�.Á

(
2

) = +∞
¸�°

���=�b�º����� ¶ ��ÊDÊD�.��Á$��ªy�b�D§��.�D�<�������R�.�*�.�3ª«���.�.¬<¬«��¬<�.�b�=�3�=�?2 ���.§�Ï"�(�����R���D§ ¿ �b�U�.�D�y���.�
Á$��§�§��.Á$���.�:¨U§�§�������ÊDÊD�/��Á$�ÖÏ=���5¼�������ª^»D�

2
=
⋂

a∈C

2
Ma
,

ª^»D�TÆb�º��2
Ma

§��b�=��§��5¼3�����D�<�.�º�"�D�O¼���� ¿ ����¬y�º�b�D���D�.§�ªy���<�^� Ú �D��2 Û ��ª^»=�T�/������ÏDÏD���y§��<� ¢
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¢ �D�bÁ��.�D�º�

D
¨U§�§���§��

I ⊆ Pλ
Ï"�<�·N ¿ ���.ª^»D��Á$��§�§��.Á$���.�m¨U§�§��

Pλ
¶ ���º�����.Á��y�����

�.�u�D�(¨U�D�º§�ªy�R�º�.ÊO�y��� U �.�Ñ§��yÆ ¿ �©����¤��bÏO�y�*Á��b§�������ª^»D�

•
� Æb�=�U�.�D�y���.�7¨U�=�º�^��Á$�<�Ò����Æb�y�D�<�������

I
�D� ¿ �£2 ¢ �D�bÁ��.�=�.��Ç*�^���.��ª^»D���y§��º§���� ¿ �

�º�Ò���y����ÏO�b§��º���©¼b�
m
Ï"�<��ª ¿ �

Im
ÇRÏD���º�Dªy�ºÏU���º� ¸

•
­ � ¿ �F�º�D�«���º�È¨U�D�©�^��Á��y������Æb�y�D�<�������

I
�D� ¿ �

E
¢ �D�bÁ��.�=�.�

D
Ç�ªy���Ò���y� ¿ ���

�º� ¿ � � ¿ Á$�<��� ¨U�D�©���ë�D�T�.�D�y���.��ÁÈ��§�§��ºÁÈ���º�&¨U§�§��
P1, . . . , Pt

�D�
D
¶ ���º�.�b���

P1, . . . , Pt
§����D�$Æ��.� ¿ �D�.ª<���.�D�y���.�"ÁÈ��§�§��ºÁÈ���º�"�=�

D
ª^»=�	ª<�b�����<�DÆb�b�D�

I
¸

•
� Æb�=���.�D�y���.��Á$��§�§��.Á$���º�&¨U§�§��ÈÇ�¨D�D�º����Á$�<�����TÆb�<�D�y������� ¸

•
� �y§�§ ¿ ���º�D�«���.���º�.ÊO�y��� Ú §��R�y§��.§]��� Û ÇT¨U�D�©�^��Á��y�����TÆb�y�D�<������� ¸
¹��y�7�*�Ü���b���^�����&�wÓ×����Æb�bÁ��y�����R§��/��Á��RÏU�������º���U�U���.�.�Tªy�/��§�§��©¨Uª«��¬y�.���D���D�y�O�D�bÁ��.�D�

�%Ó �.�����<Æb���©�^Ð ¶ § ¿ ÆbÆb�<���º�����D��¦ ¿ �*Á��}� � ª Â ¿ �º�.�/���á�=�y� ¡5Ë�Ìb³3¶ �º�
D
¢ ���D�<�.�º�Z�u�D�b� ¢

D
¢

���D�<�.�º� ¶ ªy�b�=ªy�y���������D�=���/���D�b§]�����0�������y�=¬y�.���D�$§ ¿ �m§��yª<�b�D�D� ¶ �<§�§��<�D�D��Æ��.�
E
¢ �D�bÁ��.�D�

ÏU���]���ºªy�b�.�����"�D�b� ¢
D
¢ ���=�y�.�º�"�=��¹¾��Ä ½ �y� ¸

¹��y�}ª<�b�Dª<� ¿ �D�<��� ¶ Á$�b§]�����/��Á�� ¿ ��Á$�(���3�D� ¶ �D�<§�ª<���º�����T�U�T¤��bÏO�y� ¶ ÏO�y�Zª<�b§���� ¿ �º���
E
¢ �D�bÁ��.�D� ¸






Ã aÅÄ oOr�ipg%i Æ

Ç t�eñt�eÉÈ l o3Ê�oOr�o

�£�bÁ��.�=ªy�y���yÁ�� ª<�b�ñ�º�*ÏU��§�§��������º�F����§�§��yÆb�U� ����ÏD�º�U��Á��y���������ºª ¿ �=�*���.§ ¿ �º�������
���<�/�����º¼3�*���º�/���D�ºÏ"�<�D�D�<�D¬«�á�.�����<Æb�����º� ¸ ¹��<�È§��yÁ�ÏD�.�ºªy�º��Ð ¶ ªy���ñ�.�[���y��Á$�º�D� Ø ���D�y�º�.�'Ù
�.�=�D�.ª^»D�<���<Á$�u§��<Á$Ï=��� ¿ �����D�y�º�.��ª<�bÁ$Á ¿ �^�����º¼���ªy�b� ¿ �D�©�^Ð ¸

ËDÌ:Ë ÍÏÎQÐ"ÑtÒÔÓÕÑtÒÕÖ¥× Î:ÒÙØ+Ñ¥Ú[Ûl×[ÜQÑ

ÝÕ�8IZø�ÿ@þÒÿÀûOø��£�#Þ���Þ��#Þlß�à�á�â©ã
S ä âåá�â©ædç�ç�ã}æ�è
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xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0 ai ∈ R, ∀i = 1, . . . , n.
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C

è�à
S ö î �#æ ÷!� â#à�ê�á�íåædâ#ê^æ"
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C = R ö á�ç�ç�ã ø á R édàaè�àeînæúï^ðlñ�ò�8Jó�7>:@? ò�ðlñ�ò&0$2�ï-354&ô ï^ð
S
ëúßZæ

C = S öá�ç�ç�ã ø á S édàtè�àeînæ¢ï^ðlñ�ò�ó ôA48ô$B>ó�7
R
ë
R

édàtè�àeînæÙï^ðHñnò98JóC7;:@? ò�ðHñnòD0$2�ï-3548ôFE(é ædâG� á
ä çûê-æ ø àeã ø à[é^ù#ænîdà � î�á��:àeã*â#à � é æ ÷ à�â#ê^æ�
 ø á�çûíåædâ#ê-æ"î �/à ä é ã â©ædçpé ä ã á�â©ædç�ç�ã ê^ã*ê�á�ç�æ è/ædà
� ä ã��:àeædâ#ê(à�ë
� ���º�·ÓD�<§��<Á$ÏD�º���D��ÏU��Æ��.�U� ³ §����D�<� ¿ ª<��ª^»D�

Z
ÇT�º�Ò���yÆb�����.Á��y�����Tª^»D� ¿ §�� ¸

ËDÌIH J ÒÕÑ¥ÜQÜdÎLK1MON ÐÔÜQÑpØ�×PN ÑtÒ=Ø+Ñ ÎQÒÙØ+Ñ¥ÚDÛH×DÜ�N ÑtÒÙØ+ÑQKSRÕÎ�TVU3Î

ÝÕ�8IZø�ÿ@þÒÿÀûOø�� �#Þ � Þ(�#ÞOß�à�á�â©ã
S ä â á�â©ædç�ç�ã æ

R ⊆ S ä â é ã*ê�ê-ã:á�â©ædç�ç�ã�ëÙß�à�á
s ∈ S �é æ¥ù#æ ø ã�
�â#à

n > 0 ö sn ádù8ùJá ø ê�àeædâ©æúá8è ä â é ã*ê(ê^ã
R � íåã:è ä ç�ã � â#à�êeá�íåædâ#ê^æ+
/ædâ©æ ø á�ê-ãè�à

S ö á�ç�ç�ã ø áÕè�àeîdà�á�íåãåî �#æ
s ÷�W 3X7;44ï[ï^ðlñ�ò�ó�ô é ä R ë+.Dÿ à�âJédàeædíåæ

R0 = {s ∈ S : s

÷ � ä á*édàaà�â#ê^æ ø ãAé ä R} édàtè�àeînæ"0�ôY?VBZ:�ò8ñ[7\062©ï-354]33ó�7 ï^ðlñ�ò98?ó�7;:(òL<#ï
R

à�â
S
ëåßZæ

R = R0 ö á�ç�ç�ã ø á è�àeîdà�á�íåã î �#æ
R ÷ 0�ô^?_B`:(ò�ñ�7;? ò�ðlñ�ò ï^ðlñ�ò98?ó�7;:@? ò�ðHñnòA062©ï-3548ô

ï^ð
S
ë ßZæ

S ÷ ç�ÿ á�â©ædç�ç�ã ê-ã*êeá�ç�æ è/ædà � ä ã��:àeædâ#ê(àÙè�à
R

æ�è
R = R0 ö á�ç�ç�ã ø á R ÷0�ôY?VB`:(ò8ñ[7;? ò�ðlñ�ò ï^ðlñ�ò98?ó�7;:@? ò�ðlñ�òa062�ï-354&ô#ë

Ì



�	úµû��}û��«ÿÀþÒÿ@ûOø+�ý�#Þ � Þ � Þ}ß�à�á�â©ã
R ä â á�â©ædç�ç�ã ö T ç�ÿ á�â©ædç�ç�ãÔê-ã*êeá�ç�æåè/ædà � ä ã��:àeædâ#ê(à�è�à

R
æ�è
S

ç.á înã*í¡ù�ç�ædêeáÔî �/à ä é ä/ø áåà�â#ê-æ�
 ø á�ç�æúè�à
R

à�â
T
ë/�¡ç�ç�ã ø á S = {x ∈ T :

ænédà�édê^æ
ä âMædç�ædíåædâ#ê-ã ø æ�
/ã*ç.á ø æ r ∈ R ö ê�á�ç�æ¢î �#æ

rxn ∈ R ö ù#æ ø ã�
�â#àlà�â#ê^æ ø ã}ù#ã édà�ê(à�
�ã
n}

ë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ

È
ª^»D�.�����Éª^»=��§��

rxn ∈ R
¶
∀n > 0

¶ ªy���
r
���<Æb�b�.�����$�.�

R
¶

���º�.�b���
R[x]
ÇÉª<�b�����y� ¿ ��� �.�

Rr−1
¶ �·Ó
R−
§��������bÁ��M� ¿ �.�ã�=�

T
Æb�y�=�y���µ���X�U�

r−1
¸

��¿ �JN ¿ � ¶
x
Ç[N ¿ ��§����.�����y���u§ ¿

R
¸£­ � ¶ ¼M�ºªy�(¼b�y��§�� ¶

y ∈ T
Ç[N ¿ ��§����.�����<���u§ ¿

R
�	§��

R[y] ⊆ Rm1 + Rm2 + · · · + Rmk ⊆ T
¶ ���.�º�b���uÏ"��§�§��.��Á��������5¼������ ¿ �É�y�º�yÁ��y�����

���<Æb�b�.�����
r ∈ R

�����.��ª^»D�
rmi ∈ R

¶ ÏO�y�7��Æb�D�
i
¶
(1 ≤ i ≤ k)

¸ Â ¿ �.�D�D� ¶
rR[y] ⊆ R

¶
�y���.��ÏU�������ºªy�b�.����� ¶

ryn ∈ R
¶
∀n > 0

¸
�

�£»D�.������Á$�<�Ò��� ¶ �U����� ¿ �Ö���=�y�.�º�
S
�y�
R ⊆ S

¿ �	§ ¿ ��§��������b���D�y�º�.� ¶G¿ ���y�º�yÁ��y�����
�D�
S
�.�����<����§ ¿

R
Çm���Dª^»D�µN ¿ ��§��b�.�����y����§ ¿

R
¶ Á$�£�.��¼3�ºªy�<¼��y��§���Ç ½ ���.§��Yb�¹��y���<§��yÁ�ÏD�º� ¶

ªy���D§��º�D�y���/��Á����wÓ×���D�y�º�.�
R = Z +XQ[X] ⊆ S = Q[X]

U ���º�.�b���
R
Ç��º�Ò���yÆb�����.Á��y�����

ª^»D� ¿ §�� ¶ Á$���/�Tªy��Á$ÏD�º�<����ª^»D� ¿ § ¿ ���T�º�Ò���yÆb�����.�£�D�
R
Ç

Q[X]
¶ �º� ½ �������=ÊU��§��^�TÏD���y�D�=�y���

�·Ó �y�º�yÁ��y����� ¡dc��M® N ¿ �<§�����ÇtN ¿ ��§��U�.�����<���R§ ¿
R
¶ ÁÈ�T�D���uÇ��º�����y���R§ ¿

R
¸ ���D¼3�.ª<�<¼b�<��§��

¼����.�&Ï"�<��Y�§��
R
Ç � �3�<��»D�y���/���D� ® ªy�WYÖ§��<Æ ¿ � ½ ��ª<�.�ºÁ$�<�Ò�����U���.�.��ÏD���bÏO�b§��º¬y�.���D� ¡�¸º¡b¸×� �

�U��� ½ �������Öª^»D� ¿ �ÑÁ$�3� ¿ �º��¨U�=�º�^��Á$�<�Ò����Æb�<�D�y��������§ ¿�¿ �����D�y�º�.� � �M�(��»D�<���/���D�ÖÇ ¿ �
Á��M� ¿ �.� � �3�<��»D�y���/���=� ¸

ËDÌ[e f Î�KSRÕÎ:×PN ÎLUgTÕÚúÜdÎ ×úÒÕÑ¥ÜdÜQÎ ÓÕÎih}×[Ü�TAØ�×[ÖpÎ�MúÒÕÑ

¹}���.Á$���D�"�U�������/�	�D�<¨U�=�.¬y�º�b�D���=�%���D�<�.�º���D�O¼���� ¿ ����¬y�º�b�D� ¶ ���ºªy�b���D�/��Á$�	ª^»D� ¿ �
Æb� ¿ ÏDÏO�Ö��ÊO�y�º�/���D�

(G,+)
§ ¿ ��N ¿ ���.��Ç��D�(¨U�D�º��� ¿ �D�����<�/��¬<�.�b�=���ÜÓÔ�b���D�.�=�������^���º� Ø

≤
Ù

ªy��Á$ÏU�µ���.Ê=�.�.�Tª<�b�0�wÓÔ��Ï"�<����¬<�.�b�D�T�=�y��Æb� ¿ Ï=Ï"� Ú �b§�§��/���^���.�Rª^»D�ÖÏO�y���bÆb�D�
x, y, z ∈ G

¶
§��
x ≤ y

���.�º�b���
x+ z ≤ y + z

Û §����D�.ª<�Tù5ûUù !#���M�3ø"ù �Ñû:ú�ü�ÿ@ø�!=ù«û ¸
� ����� ¿ �áÆb� ¿ ÏDÏ"�������^���ºÁ$�<�������b���D�.�U�µ���

G
¶ �y§�§��0Ï ¿ YÑ�y§�§��y������Á�ÏD�.�.�����$ªy�b�

¿ �>�<�.�<Á$�<�Ò��� ¶ ª^»=�È�D�<�D�����.��Á���ª<�b�
∞
�D���>��ÏDÏD�������y�D�<�Ò�����

G
¶ ª^»D��ª^»D�.��Á$�.��Á��

�.�M¨U�D�º��� ¶ �7�º�D�D�ºª^»D�/��Á���ª<�b�
G∞ = G∪{∞}

¸�� �^���.�£�º�D§��º�yÁ��£ÏO�b§�§��/��Á����<§����<�D�D�<���
�·Ó �bÏO�y����¬y�º�b�D���D�<�*Æb� ¿ Ï=Ï"�

G
���.�Å���y�.��¬y�º�b�D���%Ó �b���D�.�D�������^���º��ÏO�b�D�y�=�D� ÏO�y�u�bÆ��D�

x ∈ G

x <∞ e x+ ∞ = ∞ + x = ∞ + ∞ = ∞

Í



ÝÕ�8IZø�ÿ@þÒÿÀûOø�� ��Þ � Þ��#ÞÕì�â è/ã*íÙà�â#àeã£è�ÿ à�â#ê^æ�
 ø à�êkj V înã*âMî�á�í¡ù#ãåè/ædà � ä ã��:àeædâ#ê�à K ÷
ä âl7�ðµòm:-:�ôL<#ïon^7>:@3+ñ[7^p�ï�ôJð·ò£é æ ö ù#æ ø ã�
�â#à

x ∈ K∗ ö è/ã]
�æ
K∗ = K − {0} ö x ∈ Vã q3æ

x−1 ∈ V

�	úµû��}û��«ÿÀþÒÿ@ûOø+�5��Þ � Þ � Þ=ß�à�á
V ä â á�â©ædç�ç�ã è�à'
*á�ç ä êeá��:àeã*â©æ:ër�¡ç�ç�ã ø áD
*á�çs
/ã*â©ã ç�æ

é æ�
 ä ædâ#ê(à©ù ø ãnù ø àeædêkjt����
V ÷Dä â á�â©ædç�ç�ã=ç�ã î�á�ç�æ:ë

��� ßZæ
V ′ ÷ ä â á�â©ædç�ç�ã êeá�ç�æ î �#æ

V ⊆ V ′ ⊆ K ö á�ç�ç�ã ø á V ′ ÷ ä â á�â©ædç�ç�ãÉè�à

*á�ç ä ê�á��:àeã*â©æ:ë���
V ÷ à�â#ê^æ�
 ø á�çûíåædâ#ê-æ¤î �/à ä é ã�ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ
1)
®�­ �/�

M
�·Ó �.�=§��.�<Á$�È�D�yÆb�º�7�y�º�yÁ��y�����£�D�b� �.��¼b�<�����.ÊD�º�.�£�=�

V
¶

N ¿ �.�=�D�
x ∈ M ⇐⇒ x = 0

��ÏDÏ ¿ ���
x−1 /∈ V

U ÊU��§]�^�0Á��b§]����������ª^»D�
M
Ç ¿ �

�.�=�«���º���D�
V
¸X­ �

a ∈ V
�
x ∈ M

§��7»D�
ax ∈ M

¶ ���©�����.Á��y�����
(ax)−1 ∈ V

�
� ¿ �JN ¿ �

x−1 = a(ax)−1 ∈ V
¸�­ �/���=�

x, y ∈ M
� ¿ �Ö�y�º�yÁ��y�������D�b��� ¿ �º�.� ¸&� �.�.�����

�
xy−1 ∈ V

��ÏDÏ ¿ ���
x−1y ∈ V

¸�­ �
xy−1 ∈ V

¶ ���.�º�b���
x + y = (1 + xy−1)y ∈

VM ⊆ M
¶ �����D���.�bÆb��Á$�<�����R§��

x−1y ∈ V
¸7��¿ �?N ¿ �

M
Ç ¿ �0�.�D�y���.�T�úN ¿ �.�D�D�

VÇ ¿ �����D�y�º�.���º�Mªy���.� ¸
2)
®[­ �yÆ ¿ �	ÊD���U���ºÁ$�<�Ò���T�U���º�/���D�(¨U�D�º¬y�.���D�T�D�����D�<�.�º���D�%¼���� ¿ ����¬y�º�b�D� ¸

3)
®[­ �/�

x ∈ K
�º�Ò���y����§ ¿

V
¸}� �.�º�b����§���»U�

xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 = 0

�D�5¼b�
ai ∈ V

¸[­ �
x ∈ V

¶ �=�b��ª�ÓÔÇR� ¿ �º�/�Ö�U�uÏD���5¼������ ¸¾� �©�����ºÁ$�<����� ¶ §���»U�
x−1 ∈ V

¸
� ���º�·Ó �:N ¿ ��¬<�.�b�=�T�D���D�.ÏO�y�=�D�y�D¬y���º�����yÆ������º���D�

x
§ ¿
V
¶ §���»U�

xn = −(a0 + a1x + · · ·+ an−1x
n−1)

�£Á��b�©���.Ï=�.�.ªy���D�D�*ÏO�y�
x1−n
¶ �������y�D�.��Á$��ª^»D�

x = −(a0x
1−n+· · ·+an−1)

¸ ¹��y�����������
x
Ç ¿ ���y�º�yÁ��y�����u�D�

V
¸

�

ßZæ
V ÷¤ä â è/ã*íÙà�â#àeãAè�à	
*á�ç ä ê�á��:àeã*â©æ ö á�ç�ç�ã ø áÔç�ÿ à�âJédàeædíåæ¢è/æ�
�çûàµà�è/æ�á�çûà ÷ ê^ã*ê�á�ç �íåædâ#ê^æ¡ã ø è�à�â�á�ê-ã ® �.� ½ �µ����� ¶ �wÓÔ�º�D§��º�yÁ��¾�D�yÆb�º�=�º�D�«���º�ÒÏD���º�Dªy�ºÏU���.��Ç[���������.Á��y�����[�b���=�.�U�����Ú ÏO�y��ª^»DÃ�§��

(x)
�

(y)
§��b�D�È� ¿ ���º�D�«���.�%ÏD���.�Dª<�.ÏU���.�%�D�

V
�^���º�%ª^»D�

(x) * (y)
¶ ���.�º�b���

y
�D�b���D�º¼3�º�D�

x
¶ ªy�.�3Ç

x/y ∈ K − V
�RÏ"�<�&�=�<¨U�D�º¬y�º�b�D�R�D�����D�<�.�.�u�D��¼���� ¿ �^��¬<�.�b�=� ¶
Ë



y/x ∈ V
¶ �5¼Ò¼b�y���

(y) ⊆ (x)
Û(¸ ­ �.���D�

I
�
J
�.�D�y���.�*�=�

V
��§ ¿ ÏDÏO�b�D�/��Á$�áª^»D�

I * J
U §��/�

x ∈ I − J
��ÏO�y���bÆb�D�

y ∈ J
§���»U�uª^»D�

(x) * (y)
¶ N ¿ �º�D�D�

(y) ⊆ (x)
¶

�U�Éª ¿ �
J ⊆ I

¸vu �.ª<�<¼b�<��§�� ¶ §��Ñ�·Ó �.�D§��.�yÁ��È�=�yÆb�º�£�.�=�«���º�£Ç������^���ºÁ$�<�Ò�����b���D�.�U�µ�����
x/y ∈ K − V

¶ ªy���
x, y ∈ V

¶ ª<�.�3Ã
(x) * (y)

¶ ���.�º�b���T§��"»U�Öª^»D�
(y) ⊆ (x)

¶ �5¼Ò¼b�y���
y/x ∈ V

¶ �U��ª ¿ �
V
ÇR�D�%¼���� ¿ �^��¬y�.���D� ¸

���D���º����� ¶ ã�
�â#àOà�è/æ�á�ç�æ0è�à
V � â#à�êeá�íåædâ#ê^æ"
/ædâ©æ ø á�ê-ã ÷ ù ø à�â©îdà
ùJá�ç�æ ¶ �.� ½ �������*§��

I = (a1, a2, . . . , ar)
¶ �wÓÔ�º�D§��º�yÁ��

{(ai)}
r
i=1

�=�yÆb�º�*�.�D�y���.�*ÏD���.�Dª<�.ÏU���.�£Ç����������.Á��y�����
�b���D�.�U�µ�������º§�ÏO�<�����u���º�·Ó �.�Dª<� ¿ §��.�b�D� ¶ �DN ¿ �º�D�D�%�<§��º§���� ¿ ���º�Ò���y���

k
�����

1
�<�

r
ÏO�y�*ª ¿ �

(ai)
ÇRª<�b�����y� ¿ ���È�º�

(ak)
¸[� ��ªy�b�D§��yÆ ¿ �y�D¬y�

I = (ak)
¶ ªy�b§��.ª<ª^»DÃ

I
ÇTÏD���º�Dªy�ºÏU���º� ¸

¹}���5¼b�<���yÁ��Ñ�b��� ¿ �É���º§ ¿ �©�^����� ¶ �=�G¼ ¿ �����b���ºÆb�.�D�����.��Á$�<�����	� � � ¿ �º��S ¶ �.�0ª ¿ �Z§��
§�����ÊD�º�.�.§�ªy�Ñª^»D� ¿ �ñ�D�bÁ��.�=�.�

D
Ç��.�����<Æb�����ºÁ$�<�����Ñª^»D� ¿ §��ã§�� ¶ ��§��b�©�^�������á§�� ¶ Ï ¿ Y

�y§�§��<��������ÏDÏD���y§��<���^������ªy�bÁ�� ¿ �%Ó �.�����<��§��y¬y�º�b�D�$�D�¾§ ¿ �b�¾§��G¼3�����D�y�º�.�WX��D�}¼���� ¿ �^��¬<�b�D� ¸
� �����.��§�ª<�bÏO� ¶ ª<�b�D§��º�D�y���/��Á�� ¿ ��ª«��Á$ÏO�

K
�<� ¿ ��ª«��Á$ÏO�Ö���ºÆb�yÊ=���.ªy��Á��y������ª^»D� ¿ §��

F
U §��.�

Σ
�wÓÔ�º�D§��º�yÁ����=�O� ¿ �������.��ªy�bÏ=ÏD�.�

(R, f)
¶ �D�5¼b�

R
Ç ¿ ��§������������D�y�º�.�	�D�

K
�
fÇ ¿ �Ñ�bÁ��bÁ$����¨U§�Á$�Ö�=�

R
�º�
F
¸ ���Ò�����3� ¿ ª<�/��Á�� ¿ �U�����<�/��¬<�.�b�=���D�%�b���D�.�=�TÏU����¬<�/���º�

�.�
Σ
�D�y��§��yÆ ¿ �<������Á��3�D� ®

(R, f) ≤ (R′, f ′) ⇐⇒ R ⊆ R′ � f ′
|R

= f .
¤��0ª<�b�D�D�º¬y�.���D���D�y���.�<Á$Á$�É�D� � �����ñ§��b�D�>§��M�=�D�.§ ½ ������� ¶ ��Ï"�<���^���Ò���ã�wÓÔ�º�D§��º�yÁ��

ΣÏO�b§�§��.�y�=�$���.Á��y�D� ¿ �á�y�º�yÁ��y������Á$��§�§��.Á$���º� ¸�­ �/�
(V, g)

¿ � �<�.�yÁ��y������Á$��§�§��.Á$���º�
�D�

Σ
¸ �£�bÁ��	ÏD���ºÁ$��ÏU��§�§��È¼��bÆb�.�.��Á���Ï=���5¼�������ª^»D�

V
Ç ¿ �É���=�y�.�º�$�=��¼���� ¿ �^��¬y�.���D�

�D�<��ªy��Á�Ï"�
K
¶ �RÏO�y� ½ �����	ª<��Y��D�ºÁ$��§������/��Á��ÖÏD���.Á$����§��<Æ ¿ �<�Ò����� ¿ �R�.�<Á$Á�� ®

wµ���M�M! �#Þ � Þ � Þ
V ÷¢ä â á�â©ædç�ç�ãAç�ã î�á�ç�æõæ�è

M = Ker(g) ÷ à�ç+é ä ãÕà�è/æ�á�ç�æ¤íõá*énédà �íõá�ç�æ:ë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ¹��b�.ª^»DÃ

g(V )
Ç ¿ �ñ§������������D�<�.�º� �D� ¿ �Fª«��Á�ÏO� �0N ¿ �.�D�D� ¿ �

�D�bÁ��.�=�.�u�%Ó �.�����<Æb���©�^Ð ¶ �wÓÔ�º�D�«���.�
M = Ker(g)

Ç	ÏD���ºÁ$� ¸ ¹���§�§��.��Á��$�<§����<�D�D�<���
g
���

¿ ���bÁ��bÁ$����¨U§�Á$�
g̃ : VM → F

¶ Ï"�b�=�y�D�D�
g̃(y/s) = g(y)/g(s)

Ï"�<����Æb�D�
y ∈ V

�
ÏO�y�*�bÆb�=�

s ∈ V −M
¶ �D�����Öª^»=�

g(s) 6= 0
¸ ¹��b�ºª^»DÃT�/��ª<�bÏDÏD�.�

(V, g)
ÇTÁÈ��§�§��ºÁÈ���º� ¶

§���»U��ª^»D�
V = VM

U N ¿ �.�=�D�
V
Ç ¿ �����D�y�º�.���.�3ª«���.���<�

M
ÇR�.�%§ ¿ �$Á$��§�§��.Á$���º� ¸

�

�yx"�{zl|e~�q
qW�
Allgemeine Bewertungstheorie

�Y|*��|(iTg�`�it_d`�{di[};�C­[_wc(u&�¤�T�9�ú®��T�Q����¯^�/�4_w{
�T�Q����-|eg
shbd|�o g
_dkpbas�u�iµo*_nc(bp~�`[o�bdkpg�`*g�b

D
s-bQ`¡sT_wkp��bto ihg/´:~�bQfhg
ih`:c(g

K
��~�`}_d`�ihq
q�b

D′
ce_dq�iµs�u�i

D ⊆ D′ ⊆ K
z(g/o gxs-il~�`�~T¼9¹t� ��¿^�9½.½W¼}o g

D
�
¡5 



wµ���M�M! �#Þ � Þ 6 Þ}ß�à�á
x ä â ædç�ædíåædâ#ê^ãÕâ©ã*â â ä ç�ç�ã è�à

K
ë ß�à�á

V [x]
à�ç>é ã*ê�ê-ã:á�â©ædç�ç�ã


/ædâ©æ ø á�ê-ãAè8á
x

é ãnù ø á V ö æ
M [x]

ç�ÿ ænédê^ædâJédàeã*â©æ¤è�à
M

à�â
V [x]

ë��¡ç�ç�ã ø á0ã
M [x] 6=

V [x]
ãnù8ù ä/ø æ M [x−1] 6= V [x−1]

ë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­M¿ Ï=Ï"�b�=�/��Á��uª^»D�

M [x] = V [x]
�
M [x−1] = V [x−1]

¸�� �º�.�b���
§����«¼3�����=�D�u�:N ¿ ��¬<�.�b�D�

u0 + u1x + · · ·+ umx
m = 1 (ui ∈M)

v0 + v1x
−1 + · · ·+ vnx

−n = 1 (vj ∈M)�ãÏO�b§�§��/��Á$�ë§ ¿ Ï=Ï"�b�����áª^»D�>§��/���D�ë�y��������ÁÖÊO�á�D��Æ������D�ëÁ��.�D�ºÁ$� ¸W­M¿ Ï=Ï"�b�=�/��Á��
�.�=�b�º������ª^»D�

m ≥ n
�RÁ��b�º���.ÏD�º�.ª^»D�.��Á��T�/��§��<ªy�b�D�D��ÏO�y�

xn
®

(1 − v0)x
n = v1x

n−1 + · · · + vn .¹����.ª^»DÃ
v0 ∈ M

¶ ��Ï"�<���.�7�º�yÁ�ÁÈ��ÏD���yª<�y�D�<�Ò���
V
Ç��.�3ª«���º� ¶ §��*»D�áª^»D�

1 − v0

Ç
�.��¼��y�����.ÊD�º�.���º�

V
¶ �[N ¿ �.�D�=���·Ó ¿ �º���.Á$���:N ¿ ��¬y�.���D�RÏ ¿ Yu���º§�ªy���º¼��y��§����D�y�º�/� ½ �b��ÁÈ�

xn = w1x
n−1 + · · · + wn (wj ∈M).

��¿ �JN ¿ �£§���Ï ¿ Y�§��b§]���º� ¿ �.���
xm
�D�<�.�/�7Ï=���.Á$�£�QN ¿ ��¬y�º�b�D�¾ªy�b�

w1x
m−1+· · ·+wnx

m−n
¶

�Rªy�WY�ª<�b���������D�D�ºªy�R�/�ÖÁ��.�D�ºÁÈ���.�º��ÐT�D�y�º�·Ó �y§�ÏO�b�D�<�����
m
¸

�

� �Òû:ú���� ! �#Þ � ÞW	3Þúß�à�á
(V, g) ä â ædç�ædíåædâ#ê^ã íõá*énédà�íõá�ç�æ0è�à

Σ
ë\�¡ç�ç�ã ø á V ÷0ä âá�â©ædç�ç�ã£è�àS
*á�ç ä ê�á��:àeã*â©æDè/ædç>î�á�í¡ù#ã

K
ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ � ªyª<�b�����TÏD���5¼������Tª^»D�T§��
x 6= 0

Ç ¿ �Ñ�y�º�yÁ��y�������D�
K
¶ ���º�.�b�����

x ∈ V
�bÏDÏ ¿ ���

x−1 ∈ V
¸ ¹��<�£�.�:�º�yÁ�ÁÈ� ¡b¸Ô±=¸�
D¶ Ï"�b§�§��.��Á$�	§ ¿ ÏDÏ"��������ª^»D�

M [x]
�D�b�

§��.�Ö�·Ó �.�D�y���.� ¿ �D�©�^ÐÖ�D�<�.�wÓ×���=�y�.�º�
V ′ = V [x]

¸}� �.�º�b���
M [x]

ÇTª<�b�����<� ¿ ���u�.� ¿ �Ñ�º�D�«���º�
Á$��§�§��.Á$���.�

M ′ �=� V ′
¶ �&§��O»U�

M ′ ∩V = M
Ú Ï"�<��ª^»DÃ

M ′ ∩V
Ç ¿ ���.�D�y���.��ÏD���bÏD���º�

�D�
V
ª^»D�7ª<�b�����º�y�D�

M
Û(¸}�&¿ �?N ¿ �*�·Ó �.Á�Á��y��§��.�b�=�}�D�

V
�.�
V ′ �º�D� ¿ ª<� ¿ �%Ó �.Á�Á��y��§��.�b�=��D�<�'ª«��Á$ÏO�

K = V/M
Á��y��ª«��Á�Ï"�

K ′ = V ′/M ′
U �º�D�b�©�����

K ′ = K[x̄]
¶ �D�5¼b�

x̄
Ç

�·Ó �.Á�Á$��Æb�.�=�*�D�
x
�.�
K ′
¶ ÏO�y��ªy��Y

x̄
Ç����.Æb�<ÊD���ºªy��§ ¿

K
�ON ¿ �.�=�D�

K ′ Ç ¿ �ÜÓÔ�<§����<�D§��º�b�D����ºÆb�yÊD���.ªy��¨U�D�º�����D�
K
¸

¤}ÓÜ�bÁ��bÁ��b��¨D§�Á��
g
�.�D� ¿ ªy� ¿ �%ÓÔ�ºÁ$Á��y��§��º�b�D�

ḡ
�=�
K
�.�
F
Ú ÏO�y��ª^»DÃ�ÏO�y���º�'�.�<Á$Á$�

¡b¸Ô±=¸Ô±
M
ÇÖ�º�'� ¿ ª<�.�y�Ñ�D�

g
Û(¸�­ �.ª<ªy�bÁ��

F
Ç����.Æ��yÊD���.ª«��Á$�<�Ò����ª^»D� ¿ §�� ¶

ḡ
Ï ¿ Y��y§�§��y���

�y§]���<§������ ¿ �%Ó �.Á�Á��y��§��.�b�=�
ḡ′
�=�
K ′ �º� F ¸ �£�bÁ$ÏO�b�D�<�D�D� ḡ′ ª<�b�É�·Ó �bÁ��bÁ��b��¨U§�Á$��U��� ¿ �����.�

V ′ → K ′
¶ §��U�������.�<�D� ¿ ���bÁ$��Á$�b�]¨U§�Á��

g′ : V ′ → F
ª^»D���y§����y�D�=�

g
¸}� �

�U�����$ª^»=�	�.��ªy�bÏDÏ=�/�
(V, g)

ÇRÁ$��§�§��.Á$���.� ¶
V = V ′ �[N ¿ �.�=�D�

x ∈ V
¸

�

¡b¡



) û:úµû�����!=ú�ÿÀû ��Þ � ÞWFZÞ¡ß�à�á
D ä â"é ã*ê�ê^ã:á�â©ædç�ç�ãåè�à ä â î�á�í¡ù#ã

K
ë��¡ç�ç�ã ø áåç.á0î �/à ä é ä�ø áà�â#ê^æ�
 ø á�ç�æ D̄ è�à

D
à�â
K ÷ ç�ÿ à�â#ê^æ ø é æ��:àeã*â©æ è�à}ê ä ê�ê�à�
�çûà}á�â©ædç�çûà[è�à�
*á�ç ä êeá��:àeã*â©æ0è�à

K
î �#æÙînã*â#ê-ædâG
/ã*â©ã

D
ë � âåùJá ø ê�àeînã*ç.á ø æ ö D ÷ à�â#ê^æ�
 ø á�çûíåædâ#ê-æÙî �/à ä é ãÙé æ ö æ[é ã*çûê�á�â �ê^ã é æ ö ù ä>� ænéné æ ø æ ø ádù8ù ø æné ædâ#ê�á�ê^ã înã*íåæ ä â©ÿ à�â#ê^æ ø é æ��:àeã*â©æ è�à[é ä ã*à[é ã]
 ø á�â©ædç�çûà¢è�à


*á�ç ä ê�á��:àeã*â©æ:ë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­ �.�

V
¿ �É���D�<�.�.�u�D��¼���� ¿ �^��¬<�.�b�D�R�D�

K
�����.�	ª^»D�

D ⊆ V
¸�� § ¢

§��<�D�D�
V
�º�����yÆ������ºÁ$�<�Ò���Rª^»D� ¿ §�� Ú ���y�b���yÁ$� ¡b¸Ô±=¸×�bÛ(¶ §���»U�Èª^»D�

D̄ ⊆ V
¸�u �ºªy�<¼��y��§�� ¶

§��.�
x
¿ ������Ê=�º���������º�Ö�y�º�yÁ��y�����u�D�

K
�^���º�Tª^»D�

x /∈ D̄
¶
x
�D�b����ÏDÏD�������.�y�=�R���.�wÓ×���=�y� ¢

�.�
D′ = D[x−1]

¸Ñ�&¿ �?N ¿ �
x−1 �D�b�ãÇ��.��¼��y�����.ÊD�º�.�u�.� D′

¶ �£N ¿ �.�D�D�¾Ç�ªy�b�����y� ¿ ���
�.� ¿ �ñ�º�D�«���.�ÑÁÈ��§�§��ºÁÈ���.�

M ′ �D� D′
¸B­ �.�

F
�.�áª^»=� ¿ § ¿ ��� ���.Æb�<ÊD���ºª«�Å�D�y��ªy��Á$ÏO�

K ′ = D′/M ′
¸�� �º�.�b���u�.�����y§]�����º¬y�º�b�D���

D
�=�y�.�wÓÔ��Á$�bÁ��b�]¨U§�Á��Ö�U��� ¿ �����.�

D′ → K ′�D�(¨U�D�.§�ªy� ¿ �á�bÁ$��Á$�b�]¨U§�Á����D�
D
�.�
F
¸ ¹��y�R�º�'���<�b���<ÁÈ� ¡b¸Ô±=¸×³M¶ �y§�§��0Ï ¿ Y��<§�§��y���

�y§]���<§��$�¢N ¿ ���.ª^»D�����D�y�º�.�Ö�=�"¼���� ¿ �^��¬<�.�b�D�
V ⊇ D

¶ ���U������ª^»=�
x−1 ¼3�.�<�D��Á$���D�U�µ����D�<�.�.��¬<�y��� ¶ �D�R§��<Æ ¿ �	ª^»D�

x /∈ V
¸

�

� �.��Á$���������/���D�(¨U�D�.¬<�.�b�=�T�D�%¼���� ¿ ����¬y�º�b�D� ®
ÝÕ�8IZø�ÿ@þÒÿÀûOø�� ��Þ � Þ � Þpß�à�á

K ä â"î�á�í¡ù#ã�ëõì�â�á'n^7>:@3+ñ[7^p�ï�ôJð·òåè�à
K

á'
*á�ç�ã ø à+à�â ä â
 øwä ù8ù#ã¢ê-ã*êeá�çûíåædâ#ê^æúã ø è�à�â�á�ê^ã (G,+) ö·÷}ä â©ÿ ádù8ù�çûàeî�á��:àeã*â©æ v è�à
K

à�â
G∞

êeá�ç�æ¤î �#æ ö
∀x, y ∈ K ö édà`�Já
(i) v(x) = ∞ ⇐⇒ x = 0 �
(ii) v(xy) = v(x) + v(y) �
(iii) v(x+ y) ≥ min(v(x), v(y))

ë

� §�§��<��¼3�/��Á���ª^»D�u§��
K∗ = K − {0}

Ç��º��Æb� ¿ ÏDÏO��Á$���º���ºÏD�.�ºª«�����º¼����D�yÆb�º�'�<�.� ¢
Á��y�����}�º�Ò¼��y�]���.Ê=�.�.���D� ¿ � ªy��Á$ÏO� ¶ ���.�.����� ¿ �D��¼���� ¿ �^��¬y�.���D�

v
�D�
K
��¼����º�b�����.� ¿ �

Æb� ¿ ÏDÏO�������^���ºÁ$�<�������b���D�.�D�����
G
�º�D� ¿ ª<� ¿ ���bÁ$��Á$�b�]¨U§�Á��Ö�D��Æ�� ¿ ÏDÏ=� ®
v|K∗ : K∗ → G.� �º�.�b��� ¶ §��b§]���©� ¿ �<�D�D�

G
ª<�b���·Ó �.Á�Á$��Æb�.�=���D�y�º�·Ó �bÁ��bÁ$����¨U§�Á$�

v|K∗

¶ §���Ï ¿ Y�§��<Á$Ï=���
���<�D�D�<��� ¿ �U�	¼���� ¿ ����¬y�º�b�D��§ ¿ ���.�(�����©¼�� ¸ ���OÆb� ¿ Ï=Ï"�Ö�ºÁ$Á$��Æb�º�D�7�D�

v|K∗

§��"�D�.ª<�¡$:úµý�� E�}ûXü+�3ÿ	�?!#�Àû:úµÿ��D�
v
¸

¡G�



2}�:�/�M��ÿÀû�B
•
­ �/�

p
¿ ��� ¿ Á$�<����ÏD���ºÁ$� U §��/�

z = x
y

¶
x, y ∈ Z

�
y 6= 0
¶�¿ ��� ¿ Á$�<��������¬<�.�b�D���.�

�D����� ¿ �º�.� ¸Z� �.�º�b���
z =

psx′

pry′
,

Ú ¡b¸Ô±=¸×�bÛ
�D�5¼��

p
�D�b� �D�©¼3�.�D�É�DÃ

x′
�DÃ

y′
¸ ¹��b§�§��.��Á$� ª<�b�D§��º�D�y�������Å�wÓ×��Ï=ÏD�.�ºª«��¬<�.�b�D�

�D�(¨U�D�©�^�u�D�y��§��yÆ ¿ �<�����	Á$�3�D� ®
vp : Q → Z∞

vp(z) =

{

∞
§��

z = 0

s− r
§��

z
§���§�ª<���º¼��Rªy�bÁ��R�.� Ú ¡�¸×±=¸×�bÛ

¤}ÓÔ��ÏDÏD�º�.ª«��¬y�.���D�
vp
Ç ¿ �U��¼���� ¿ �^��¬y�.���D�u§ ¿

Q
ª^»D��§��[ª^»=�/��Á$�V�J!#�@ý�ù !=þÒÿ@ûOø+�

p E !Uü�ÿ�'�! ¸ Â ¿ �.�D�=�"�bÆ��D�:�y�.�<Á$�<�����Ö�D����¬y�<��� z ∈ Q
§��OÏ ¿ YÖ§�ªy���©¼b�<���T�.�$Á$�3�D�

¿ �=�.ªy�u�D�<��§��yÆ ¿ �y�����	Á��M�D� ®
±
∏

p∈P

pvp(z)
Ú ¡b¸Ô±=¸Ô±�Û

�D�5¼��
P
ÇR�·Ó �.�=§��.�<Á$���D�y��� ¿ Á��y���%ÏD���ºÁ$�Ü�D�

Z
¸

�£�WYÈª^»D����ÊDÊD�.��Á$���D�(�����$Ï"�<�
Z
�

Q
Ï ¿ Y��<§�§��<���Ö���.ÏO�<� ¿ ����Ï"�<� ¿ � N ¿ ���.§��/��§��

�D��Á$�º�D�.��� ½ �������b���º¬y¬«��¬y�.���D� ¿ �=�.ª«���£Ï"�<�}�.�3§ ¿ �Rª«��Á$ÏO�T�D�y�JN ¿ �b¬y�º�y����� Ú �.� ½ �µ�����
�D�<�DÏD���M�D������� Ú ¡b¸Ô±=¸×±bÛ ¨UÆ ¿ �����D�T§��b�º��������� ¿ ��� ¿ Á��y����¨U�D�©���T�D� ½ �������b���3�D�º¼��y��§��
�U� ¡GÛÝ¸

­ �.�
v
¿ �U��¼���� ¿ ����¬y�º�b�D��§ ¿ ��ª«��Á$ÏO�

K
¶ �D�(¨U�D�/��Á$�u�·Ó �.�=§��.�<Á$�

Av := {x ∈ K : v(x) ≥ 0}.

Av
���.§ ¿ �º�^���y§�§��y��� ¿ �É���=�y�.�º�$�=��¼���� ¿ �^��¬<�.�b�=� ¶ �D�<�����A!Uø+�/�(�Àû !#�9�<û3'�ÿ�!Mù5û !#�(��!a�J! E�@ý�ù !=þÒÿ@ûOø+��� ¶ N ¿ �.�D�D� ¶ Ï"�<�£�/�RÏD���bÏ"��§��.¬<�.�b�=� ¡�¸×±=¸×�M¶ ���º§ ¿ �©�^�R�y§�§��y��� ¿ �����=�y�.�º�R�.�3ª«���º�

�«¼b�<�Ò�����º�D�«���º��Á$��§�§��.Á$���.�
Mv = {x ∈ K : v(x) > 0}

�y���.�D§��.�<Á$���=�yÆb�º�%�y�º�yÁ��y�����%�º��¼b�y�]���ºÊD�.�º�
U(Av) = {x ∈ K : v(x) = 0}

¸

�£���Mª<ª ¿ ÏO�y���yÁ��u�.�ÑÏU���]���.ª<�b�/�������=�y� Ø �=�bÁ$�º�D�Ü�=�%¼���� ¿ ����¬y�º�b�D���D�º§�ª<���<���µÙ ®
¡5±



ÝÕ�8IZø�ÿ@þÒÿÀûOø�� �#Þ � ÞWKZÞ}ß�à�á
K ä â î�á�í¡ù#ã�ë ì+â�áln^7;:@3+ñ�7^p�ï�ô?ðµò"é ä K édà¡è�àeînæ�<�ïy�

4t0�ó ò8ñ[7 é æ"à�çté ä ãl
 ødä ù8ù#ã è�à�
*á�ç�ã ø à G ÷ îdàeîdçûàeînã æ"à�â � â#à�ê^ãAETîdàeã ÷nö à�é ã*íåã ø þ9ã á
Z
� ë
� §��<Á$ÏD���D�"¼���� ¿ ����¬y�º�b�D�Ü�=�.§�ª<���(���R§��b�=�$�º��¼���� ¿ ����¬y�º�b�D�

p
¢ ���=�.ª^»D� ¸

ÝÕ�8IZø�ÿ@þÒÿÀûOø�� �#Þ � Þ��3Þ ì�âýè/ã*íÙà�â#àeã è�ÿ à�â#ê^æ�
 ø à�ê�j D ÷ è/ædê(ê^ãv<©ôY? ï^ðHï�ô�<�ïVn^7>:@3g�
ñ[7Yp�ï�ô?ðµò�<�ï-4t0�ó ò�ñ�7D�y�D�1�'�úé æCænédà�édê-æ ä â�á!
*á�ç ä êeá��:àeã*â©æ¥è�à�é î ø ædêeá v è/ædç&é ä ã¤î�á�í¡ù#ã
è/ædà � ä ã��:àeædâ#ê(à K ö êeá�ç�æÙî �#æ

D
édà�áõç�ÿ á�â©ædç�ç�ã£á*éné ã îdà�á�ê-ãõá�ç�ç.á"
*á�ç ä êeá��:àeã*â©æ v ë

­ �
I 6= (0)

Ç ¿ �ã�º�D�«���º�Ö�D� ¿ �
DVR D

¶ �y§��.§���� ¿ �ãÁ��.�D�ºÁ$�È�.�����<���
k
�����.�

ª^»D�
v(x) = k

¶ ÏO�y�ON ¿ ���ºª^»D�
x ∈ I
¸ ¹��y�]�^�������

I
ªy���Ò���.�<�D�Ö�bÆb�=�'�y�º�yÁ��y�����

y ∈ Dªy���
v(y) ≥ k

�[N ¿ �º�D�D��Æb�º� ¿ �D�ºªy���º�D�«���º�Ü�D����� ¿ �º�.�Ü�=�
D
§��b�D��Æb�.�"�.�D�y���.�"�D�y�%���.ÏO� ®

Mk = {y ∈ D : v(y) ≥ k}.

Õ����.�%�º�D�«���.� ½ ����Á$���D� ¿ �%Ó ¿ �D�ºª«�uª«�����y�U�

M ⊃M1 ⊃M2 ⊃ . . .
Ú ¡b¸Ô±=¸�
ÒÛ

�RÏ"�<�����������
D
Ç��Dã ædê��#æ ø à�á�â©ã ¸���D�b�©����� ¶ Ï"���.ª^»DÃ
v : K∗ → Z

Ç�§ ¿ ���º�<�����º¼�� ¶ �<§��º§���� ¿ ���y�º�yÁ��y�����
x ∈ M

�^���.�
ª^»D�

v(x) = 1
¶ �����.�.�����

M = (x)
¶ �

Mk = (xk)
ÏO�y�È�bÆb�D�

k ≥ 1
¸ Â ¿ �º�D�D�

M
Çá�wÓ ¿ �D�.ª<�X�.�D�y���.��Ï=���.Á��>�D��� � ¿ �º�.�>�D�

D
¶ �

D
���º§ ¿ �©�^�ã�<§�§��<��� ¿ �B�D�bÁ��.�D�º�

�.�3ª«���.���=�M�(��»D�<���/���D���D�µè�à�íåædâJédàeã*â©æ ä â©ã ¶ �.��ª ¿ ���bÆb�D�"�.�D�y���.�&�D�b�Ñ� ¿ �.�º�ÖÇTÏO�����<�D¬«��D�<�.�·Ó �.�=�«���º��ÁÈ��§�§��ºÁÈ���.� ¸
u �.ªy�(¼b�<��§�� ¶ §��

(D,M)
Ç ¿ ���=�bÁ$�º�D�.�*�º�Mªy���.� � �3�<��»=�y���.���D���D���D�ºÁ$�<�D§��º�b�D� ¿ �D�

�¾§��¾�y§��.§]��� ¿ �	�y�.�<Á$�<�����
x ∈ D

¶ �����.�'ª^»D�[��Æb�D�b�º�D�«���º�Z�D�b�R� ¿ �º�.�*Ç¾�D�y�º�/� ½ ����Á$�
(xk)
¶

ªy���
k
�.�����<���T�D�b���=�yÆ������º¼�� ¶ ���º�.�b���

D
Ç ¿ � ��u � ® �º� ½ �������ÒÇ*ª^»D�/������ª^»D�

(x) = M
� ¶

ªy��Á$�&ªy�b�D§��yÆ ¿ �y�D¬y�u�=�y�Ü�º�yÁ�ÁÈ�R�D� � ��Vµ�9����Á$� Ú �M¸��=¶%¯Ô�µ´/Û(¶
(xk) 6= (xk+1)

¸}��¿ �?N ¿ �
§��

a
Ç ¿ �A����ÊD�©���������.�ã�y�.�<Á$�<�����ë�D�b� � ¿ �º�.� �D�

D
¶ §��R»U�ëª^»=�

(a) = (xk)
ÏO�y�

¿ � ¿ �=�.ªy��¼����.�b���$�=�
k
¸0� �(¨U�D�.��Á$�

v(a) = k
�y�>�<§����<�D�D�.��Á$�

v
�
K∗ ÏO�b�D�<�D�D�

v(ab−1) = v(a) − v(b)
¸�­ ��¼��y���º¨Uªy�Ñª^»=�

v
Ç�Ê"�<�É�D�<¨U�=�º�^���<�ÉÇ ¿ �U�È¼���� ¿ �^��¬<�.�b�=�

�D�º§�ªy���<��� ¶ �Rª^»D�
D
ÇR�·ÓÔ���D�<�.�º�Ö�D�Ü¼���� ¿ �^��¬<�.�b�=���D�

v
¸

¡9




ËDÌ-� ��ÓÕÑt×DÜdÎL�*ÛH×[ÖpÎ�MúÒÔ×[Û>ÎÉÓÕÎ&TÔÒ ÓVMON ÎQÒÔÎ�M Óa�^ÎQÒ=Ø+Ñ¥Ú[Û>ÎdØX�
­ �.�

D
¿ ���D�bÁ��.�=�.�Ö�%Ó �.�����yÆb���º�^ÐÖª<�b��ª«��Á�Ï"���=�y�+N ¿ �b¬y�º�y�����

K
¸

ÝÕ�8IZø�ÿ@þÒÿÀûOø�� ��Þ 6 Þ��#Þ!��
�â#à©é ã*ê(ê^ã
D � íåã:è ä ç�ã F è�à

K
ù#æ ø î ä à;ænédà�édê-æ ä â ædç�ædíåædâ#ê-ã

d 6= 0
à�â
D

ê�á�ç�æÙî �#æ
dF ⊆ D ö édàµè�àeînæ ä â"ï�<ZòC7;:(ò��4óC7^p�ï�ô?ð�7�ó4ï�ô è�à

D
ë

� ¼3¼3�.��Á$�<�����Ö�bÆ��D�'�º�D�«���º�������D�º�U�����º�È�D�
D
Ç ½ ����¬y�º�b�U�����.� ¶ N ¿ ���D�=���.�«¼b�b���y��� ¢

Á��$ª<�b�0�wÓÔ�º�D§��º�yÁ��T�D�yÆb�º���.�D�y���.� ½ ����¬y�º�b�U�����%�D�
D
¶ ªy����� ½ �y���.���<Á$��§��yÁ�ÏD������Æb�º���.�D�y���.�

�b���D�.�U����� Ú �D�
D
Û ªy�bÁ��$��� Ø �.�D�y���.�}�º�����y���<Ù ¸�� §�§��y�]¼3�/��Á��0ª^»D�È§��

{s1, s2, . . . , sn}Ç ¿ �ñ§��������b�.�D§��.�<Á$�È¨D�D�º��� �D�
K
¶ ���.�º�b�����º�7§��������

D
¢ Á$�3� ¿ �º���D�

K
Æb�<�D�y�������á�U�

{s1, s2, . . . , sn}
Ç ¿ ���.�D�y���.� ½ ����¬<�.�b�U�����.���D�

D
U ÁÈ�Ö§��

S
Ç ¿ ������ÊD�º���������.��§��������b�º� ¢

§��º�yÁ��*�D�
K
¶ ���º�.�b���

(S)
¶ �.�D§��������

D
¢ Á��M� ¿ �.�&�D�

K
Æ��y�D�<�������	�D�

S
¶ Ï ¿ Y	�=�b�u�y§�§��y���

½ ����¬y�.���U�����º� ¶ Ï"�<���<§��<Á$ÏD�º� ¶
K
Ç ½ ����¬y�º�b�U�����.�Ö�=�

D
§��b�.��§��

K = D
¸

� �y�D�����/��Á$��ªy�b�
F(D)

�·Ó �.�=§��.�<Á$���D�<Æb�.�"�.�D�y���.� ½ ����¬y�.���U�����O�D�b��� ¿ �º�.�O�D�
D

U §��
F1, F2 ∈ F(D)

¶ ���º�.�b����ª<�bÁ$��§��������b�º�D§��º�yÁ����=�
K
¶
F1 + F2

�
F1F2

§����D���D�(¨U�D�º���
�U�

F1 + F2 = {x+ y : x ∈ F1, y ∈ F2} F1F2 = {
n
∑

i=1

xiyi : xi ∈ F1, yj ∈ F2}.

¤��*§��yÆ ¿ �y�����¾ÏD���bÏO�b§��º¬y�.���D�Z�.�º� ¿ §]�����£���ºª ¿ �D�}Ï=���bÏD���.�(�^Ð£�D��ÊU��§��¾�D�<Æb�.���.�D�y���.� ½ ����¬y�.���U����� ®
�	úµû��}û��«ÿÀþÒÿ@ûOø+� ��Þ 6 Þ � Þaß�à�á

D ä â è/ã*íÙà�â#àeãúè�àZà�â#ê^æ�
 ø à�êkjõînã*â î�á�í¡ù#ãúè/ædà � ä ã��:àeædâ#ê(à
K

ëCß�à�á
F(D)

ç�ÿ à�âJédàeædíåæDè/æ�
�çûàHà�è/æ�á�çûàJþ ø á��:àeã*â�á ø à;è�à D ë/�¡ç�ç�ã ø á���
F(D) ÷ î �/à ä é ã ø à�é^ù#ædê(ê^ã¡á�ç�ç�ÿ á8è8è�à��:àeã*â©æ ö á�ç�ç.áCíåã*çûê�à
ù�çûàeî�á��:àeã*â©æaæ�á�ç�ç�ÿ à�â#ê^æ ø é æ��:àeã*â©æ:ë���
F(D) ÷Oä â é ædíÙà�
 ødä ù8ù#ãõát dædçûà�á�â©ã ø à�é^ù#ædê(ê^ã£á�ç�ç.á=íåã*çûê(à
ù�çûàeî�á��:àeã*â©æ ö înã*â à�è/ædâ#ê�à�êkj

D
ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ}¤��7�D�.Á��b§�������¬<�.�b�=�'§��<Æ ¿ � ½ ��ª<�.�.Á��y�����Z��ÏDÏ=�.�.ªy���D�D�£�/�7�D�(¨U�D�.¬<�.�b�=�
�D���º�D�«���º� ½ ����¬<�.�b�D�����º� ¸

�

� �µ���¾� ¿ �$�y�.�<Á$�<�����
F,G ∈ F(D)

¶ �D�.ª<�/��Á���ª^»D� Ø
F ≺ G

Ù�§��$�bÆ��D�¾�.�D�y���.�
½ ����¬y�.���U�����º��ÏD���º�Dªy�ºÏU���º�Tª^»D��ª<�b�����.�<�D�

F
ªy�b�����º�y�D�����Dª^»=�

G
¸ Â7���D���.Á��y�����R§���¼��y�D�

ª^»D���/�&���y�.��¬y�º�b�D� Ø
≺
Ù£�D�<¨D�D�.§�ªy� ¿ ��ÏD���y�b���D�.�U��Á$�<�Ò���T§ ¿

F(D)
¸Z­ �/�

R
�/�&���y�.��¬y�º�b�D�

�D���QN ¿ �º¼����.�<�D¬«�
“F ≺ G e G ≺ F

Ù Ú ¡b¸�
=¸ ³bÛ
¡G³



ª«���D�b�D�ºª«��Á��y��������§�§��3ªy�/�µ�^�Å���.�.�����<�/��¬<�.�b�D���=�*ÏD���<�b���D�º�D� Ø
≺
Ù ¶ �

D(D)
�·Ó �.�D§��.�yÁ��

N ¿ �b¬<�.�y�����
F(A)/R

U ª^»D�/��Á��y���yÁ��uÆb�.�%�<�.�<Á$�<�Ò�����D�
D(D)

��ü�ÿ���ÿ(�<ûOúµÿ��D�
D
� ¶ Ï"�<�

�bÆb�=�
F ∈ F(D)

¶ �.�D�=�.ª^»D�<���yÁ���ªy�b�
div(D)

�/��§ ¿ �&ªy�/��§�§��[�.�
D(D)
¸ �£»=�/������Á$�<����� ¶

ÏU��§�§����=�D������N ¿ ��¬y�.�<����� ¶ �.�:ÏD���<�b���=�.�U��Á��y����� Ø
≺
Ù&§ ¿

F(D)
�D�<¨U�=�.§�ª<��§ ¿

D(D)
¿ �

�b���D�.�U��Á$�<�Ò��� ¶ ª^»D�R�D�����D�y�D�����y���yÁ��$ª<�b� Ø
�
Ù ¸

¹��<�Ö�bÆb�D�
F ∈ F(D)

�y§��.§���� ¶ ÏO�y���.ÏO�����<§�� ¶�¿ �X�y�º�yÁ��y�����
d 6= 0

�=�
D
�����.�

ª^»D�
F ⊆ Dd−1

U N ¿ �.�D�=�£ÏO�y���/��ÏD���bÏO�b§��.¬y�º�b�D�$ÏD���<ªy�y�=�y����� ¶ �·Ó �.�����y��§��y¬<�.�b�D�
Fv
�D�

� ¿ ������Æb�.�&�.�D�y���.� ½ ����¬<�.�b�D�����&ÏD���º�Dªy�ºÏU���.��ª<�b�����y�=�y�����
F
Ç ¿ � �<�.�yÁ��y�����X�D�

F(D)
¸

�£»D�.������Á��y�����	�.�����y�.��¬y�º�b�D� Ø
F ≺ G

ÙTÇ	�:N ¿ �©¼����.�y���������.�/�����y�.��¬y�º�b�D�
Fv ⊇ Gv

¶ �R�/�
���<�/��¬<�.�b�=�

F ⊇ G
�.Á�ÏD�.�ºª«��ª^»D� Ø

F ≺ G
Ù ¸ ¹��y�]�^��������� ¿ ���<�.�<Á$�<�Ò���

F,G ∈ F(D)§����D�$�QN ¿ �º¼����º�y������Á��M� ¿ �.�
R
§�� ¶ �R§��b�©�^�������u§�� ¶

Fv = Gv

¸
ÝÕ�8IZø�ÿ@þÒÿÀûOø�� �#Þ 6 Þ � Þ¡��
�â#àOædç�ædíåædâ#ê-ã

F ∈ F(D)
ê�á�ç�æÔî �#æ

F = Fv
édàCè�àeînæ ä âï�<©ò�7;:(ò���ó�7Yp�ï�ô?ð�7�ó4ï�ôD<#ï-n�ï-48ô?ó4ï�7>:�òÔè�à

D

� ÊDÊD�.��Á$�TÏO�y��ªy�WY	ª^»=� ¿ ���.�=�«���º�*�D�º¼3�.§��b���.���.�[Ç ¿ �U�R�.�����<��§��<¬y�º�b�D���D�b��� ¿ �.�.���D�
¿ �U� ½ ��Á��.Æb�º�/���=�b��¼ ¿ ���^�u�D���.�D�y���.� ½ ����¬<�.�b�U�����%ÏD���.�Dª<�.ÏU���.� ¸m� Æb�=���.�����<��§��<¬y�º�b�D�R�D�b�
� ¿ �.�.���=� ¿ �D� ½ ��Á��.Æb�º�/�£�=�b��¼ ¿ �������D�Ò�.�=�«���º���D�º¼3�.§��b���.���.��Ç ¿ ���.�D�y���.�¾�D�©¼3�.§������/���.� ¸ ¹��y�
�bÆb�=�

F ∈ F(D)
¶ ª^»=�/������Á$�<����� ¶

Fv
Ç��.�UÏD���ÈÏD�ºªyª<�b�.�R�.�=�«���º���=�º¼3�.§��b���.���.�7ª<�b�����<�D�y�����

F
�y�FÇ��QN ¿ �º¼����º�y���������

F
Á$�3� ¿ �º�

R
¸ ���=�b�º����� ¶ §��

G
Ç ¿ �ñ�º�D�«���º���D�º¼3�º§��b���/���º�

�:N ¿ �©¼����.�<�Ò�������
F
Á��M� ¿ �.�

R
¶ ���º�.�b���

Fv = Gv = G
¸}��¿ �JN ¿ �

Fv
Ç��·Ó ¿ �D�ºªy�R�.�=�«���º�

�D�©¼M�º§��b���/���º�
G
�����.��ª^»D�

div(F ) = div(G)
¸

­ �.���D�
F,G
� ¿ ���<�.�yÁ��y�����O�=�

F(D)
U �D�y�D�����/��Á$�	ªy�b�

[G : F ]
Ú �3�����Dª^»D��ª<�b�

[G : F ]K
Û �·Ó �.�D§��.�<Á$�*�D�U� ¿ �����OÆ��.�

x ∈ K
�^���º�Dª^»D�

xF ⊆ G
¸¾� ¼Ò¼3�/��Á��y�����

[G : F ]
Ç

¿ �
D
¢ Á��M� ¿ �.�Ö�<�0��ÏDÏU���]���.�<�D�	�

F(D)
¶ �º� ½ �������%§��

d
Ç ¿ ���<�.�yÁ��y�������=�b�0� ¿ �º�.���D�

D
�^���º��ª^»D�

dG ⊆ D
�
dF ⊆ D

�y�
a
Ç ¿ ���y�º�yÁ��y�������D����� ¿ �º�.�Ö�=�

F ∩D
¶ ���.�º�b���

da[G : F ] ⊆ D
U �.�X���©�����ÈÏU�����b�.� ¶ §��

b
Ç ¿ �ë�<�.�<Á$�<�Ò�����D�b�X� ¿ �º�.���=�

G
¶ ���.�º�b���

bdF ⊆ G
¶ � ¿ �?N ¿ �

bd ∈ [G : F ]
�

[G : F ] 6= (0)
¸ ¤��u�D�(¨U�D�.¬<�.�b�=�T�D�

[G : F ]
Ï ¿ Y

�y§�§��<�������.§�ªy���©�����Ö�D�y��§��yÆ ¿ �<�����	Á$�3�D� ®
[G : F ] =

⋂

x∈F−{0}

Gx−1
Ú ¡b¸�
D¸���Û

�	úµû��}û��«ÿÀþÒÿ@ûOø+� �#Þ 6 Þ 6 Þpß�à�á
D ä â è/ã*íÙà�â#àeãÙînã*â î�á�í¡ù#ã¤è/ædà � ä ã��:àeædâ#ê(à K ë1�¡ç�ç�ã ø át���� ßZæ

G ÷Dä â"à�è/æ�á�ç�æúè�à�
 à�é ã ø à�á�ç�æ¤æ
F ∈ F(D) ö á�ç�ç�ã ø á [G : F ] ÷ è�à�
 à�é ã ø à�á�ç�æ:ë��� ß�à�á�â©ã

F,G ∈ F(D) � á�ç�ç�ã ø á div(F ) = div(G) ⇐⇒ [D : G] = [D : F ]
ë

���'¢ æ ø ã�
�â#à
F ∈ F(D) ö Fv = [D : [D : F ]]

ë
¡ �



ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ¡GÛ(®á­ �yÆ ¿ ���.Á�Á$�<�D�/�µ�^��Á��y�������D���.�.� Ú ¡b¸�
D¸
�bÛ(¶ �º� ½ ��������§��
G
Ç

�D�©¼M�º§��b���/���º�����=ª^»D�
Gx−1 �.��ÇRÏ"�<���bÆb�D� x 6= 0

¸
�bÛÝ®F� �y�D�����/��Á��Xªy���

P (F )
�·Ó �.�=§��.�<Á$�0�D��� ¿ �����TÆb�º���.�=�«���º� ½ ����¬y�.���U�����&ÏD���º�Dªy�ºÏU���º�

ªy���Ò���y�D�<�����
F
¸ ¤�� ���y�.��¬y�º�b�D�

Dx ∈ P (F )
Ç��QN ¿ �º¼����º�y�������

F ⊆ Dx
¶ �U�áª ¿ �

x−1F ⊆ D
�R� ¿ �?N ¿ �

x−1 ∈ [D : F ]
¸ ¹��y�]�^�������$�.�u���y�.��¬y�º�b�D�

div(F ) = div(G)
Ç

�:N ¿ �©¼����.�<�Ò���	�
P (F ) = P (G)

¶ ª^»D�	ÇR�:N ¿ �©¼����.�y���������
[D : G] = [D : F ]

¸
±�ÛÝ®�­ ��Ï=ÏD�/��Á��Ñª^»D�

F [D : F ] ⊆ D
�
F ⊆ [D : [D : F ]]

¸�­ �b§����º� ¿ �y�D�=�
F
ªy���

[D : F ]
�.� N ¿ �y§]�^� ½ �b��Á ¿ �.� ¶ §����������.�<�D�

[D : F ] ⊆ [D : [D : [D : F ]]]
U �º�D�b�º����� ¶ �/�

���<�/��¬<�.�b�=�
F ⊆ [D : [D : F ]]

�.Á�ÏD�.�ºª«�Tª^»D�
[D : F ] ⊇ [D : [D : [D : F ]]]

¸}��¿ �?N ¿ �
[D : F ] = [D : [D : [D : F ]]]

��Ï"�<���.��Ï ¿ �����
2) div(F ) = div([D : [D : F ]])

¸
Â ¿ �.�=�D�

[D : [D : F ]]
ÇR�D�º¼3�º§��b���/���º��ÏO�y���.�"Ï ¿ �����

1)
�[N ¿ �.�D�=�

Fv = [D : [D : F ]]
¸

�

ËDÌI£ Í¤M�N ÎQÒÕÎ ÓÔÎi¥ ÛZ¦§�4ÑpÛ

�£�b�����.� ¿ �.��Á��7�.���D�.§�ªy�b��§���§ ¿ Æ��.���º�D�«���.� ½ ����¬<�.�b�U����� ¶ �.�������M� ¿ ªy�y�=�D�*�/�7�D�(¨U�D�º¬y�.���D�
�D���º�D�«���º� ½ ����¬<�.�b�D�����º�Ö�.��¼b�<�����.ÊD�º�.� ®
ÝÕ�8IZø�ÿ@þÒÿÀûOø�� �#ÞW	ZÞ���Þõì+â à�è/æ�á�ç�æ>þ ø á��:àeã*â�á ø àeã F ö â©ã*â â ä ç�ç�ã ö è�à ä â"è/ã*íÙà�â#àeã¢è�ÿ à�â �ê^æ�
 ø à�ê�j D édà·è�àeînæ[ï^ð`n�ò�ó�ñ-ï�¨8ï-:(òÙé æÙænédà�édê-æ

G ∈ F(D)
êeá�ç�æÙî �#æ

FG = D
ë

�	úµû��}û��«ÿÀþÒÿ@ûOø+�M�#ÞW	ZÞ � Þ�ßZæ
F ÷Dä â"à�è/æ�á�ç�æ;þ ø á��:àeã*â�á ø àeãÙà�â;
�æ ø ê�à� :à�ç�æúè�à

D ö á�ç�ç�ã ø á

F−1 := [D : F ] = {x ∈ K : xF ⊆ D}

÷ ç�ÿ ä â#àeînã=à�â;
�æ ø é ã£è�à
F

à�â
F(D)

ë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­ �/�

G
¿ �0�º��¼b�y��§����=�

F
�º�

F(D)
¶ N ¿ �º�D�D�

FG = D
¸ �£»D�/����� ¢

Á��y�����
G ⊆ F−1 = [D : F ]

¸7� �b�©���.Ï=�.�.ªy���D�D��� ¿ �����ÈÏO�y�
F
§����������º�y�D�

D = FG ⊆

FF−1 ⊆ D,
� ¿ �?N ¿ �

G = F−1
¸

�

� �Òû:ú���� !M�#ÞW	ZÞ � Þpß�à�á
D ä â0è/ã*íÙà�â#àeã�ë!��
�â#à+à�è/æ�á�ç�æ>þ ø á��:àeã*â�á ø àeãDà�â;
�æ ø ê(à� :à�ç�æ¡è�à

D

÷�� â#à�êeá�íåædâ#ê-æ+
/ædâ©æ ø á�ê^ã�ë

¡GÌ



ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­ �/�
I ⊂ D

¿ ���.�=�«���º�7�.��¼b�<�����.ÊD�º�.� ¶ ªy�º�MÇ
II−1 = D

U ���.�º�b���&§��D»U�
ª^»D� ∑

aibi = 1
¶ ªy�b�

a1 ∈ I
¶
bj ∈ I−1

¸Su �bÆ��.�/��Á$�ÖÁ��b§]���������Tª^»D�	Æb�.�
ai
Æb�<�D�y�����D�

I
® §��

x ∈ I
��ÊDÊD�.��Á��Öª^»D�

x = x
∑

aibi
� ∑

(xbi)ai
¶ ªy�b�

xbi ∈ D
¸

�

© �9�Q�3ú��J!DþÒÿ@ûOø+� �#Þ�	ZÞ 6 Þ¡��
�â#àaà�è/æ�á�ç�æ¥þ ø á��:àeã*â�á ø àeã¤ù ø à�â©îdà
ùJá�ç�æÙâ©ã*âMâ ä ç�ç�ã ÷ à�â;
�æ ø9�ê�à� :à�ç�æ��¤é æ
I = (y) ö y 6= 0

E
y

ù#ã*ê ø æ� � dæ¢â©ã*â édê�á ø æ¢à�â
D ö íõá â©ædç�é ä ã î�á�í¡ù#ãÕè/ædà

� ä ã��:àeædâ#ê(à � ö á�ç�ç�ã ø á I−1 = (y−1)
æ
II−1 = D

ë
wµ���M�M! �#ÞW	ZÞW	3ÞO��
�â#à;à�è/æ�á�ç�æ}à�â;
�æ ø ê�à� :à�ç�æ[à�â ä â è/ã*íÙà�â#àeãÙç�ã î�á�ç�æ

D ÷ ù ø à�â©îdà
ùJá�ç�æ:ë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ$¥����º�.�.¬<¬y�.��Á$�u�.���D���^��¬y�.���D�Ö�D�<�.�/���=�.Á��b§�������¬<�.�b�D���D�y�����y�����yÁ$�
¡b¸×³M¸Ô±=¸ ¦T�.�7�<�.�yÁ��y�����

aibi ∈ D
���/�É�.�����Å§��bÁ�Á$�áÇ ¡b¶ N ¿ �º�D�D� ¿ �D�Å����� N ¿ �<§���� ¶

�D�ºªy�/��Á$�
a1b1
¶ ÇÑ�.��¼��y�����.ÊD�º�.� ¸h­ �*�=�y� ¿ ª<�0ª^»D�

I = (a1)
¶ �º� ½ �������7�bÆb�=�*�y�.�<Á$�<�����

y ∈ I
§��U§�ª<���©¼b��ª<�bÁ��

y = a1(yb1)u
�=�G¼��

u
Ç��.��¼��y�����.ÊD�º�.�7�º�

D
�
yb1 ∈ II−1 = D

¸
�

wµ���M�M!Õ�#ÞW	3ÞWFZÞlß�à�á
I ä âÙà�è/æ�á�ç�æ � â#à�ê�á�íåædâ#ê^æZ
/ædâ©æ ø á�ê-ãCè�à ä âõè/ã*íÙà�â#àeãCè�ÿ à�â#ê^æ�
 ø à�êkj

D
ë��¡ç�ç�ã ø á I ÷ à�â;
�æ ø ê�à� :à�ç�æ ⇐⇒ IM ÷ ù ø à�â©îdà
ùJá�ç�æ ö ù#æ ø ã�
�â#àpà�è/æ�á�ç�æ=íõá*énédà�íõá�ç�æ

M ⊂ D
ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ
(⇒)
®�­ �

I
Ç��º�Ò¼��y�]���.Ê=�.�.� ¶ ���º�.�b�������=ª^»D�

IM
Ç��.��¼��y�����.ÊD�º�.�$�.�

DM

¶ �[N ¿ �.�D�=� ¶ ÏO�y�*�º�%�.�<Á$Á$� ¡b¸×³M¸×³M¶ ÇRÏD���º�Dªy�ºÏU���º� ¸
(⇐)
®�­ �

II−1 6= D
¶ ���.�º�b���

II−1 Ç�ª<�b�����y� ¿ ���Å�.� ¿ �XÁ$��§�§��.Á$���.� M ¸ ��� DM

¶
ÏO�y�7�ºÏ"�����y§�� ¶

IM
Ç�ÏD���º�Dªy�ºÏU���.� UÒ¿ ��Æb�<�D�y�������b����Ï ¿ Y��y§�§��y���T§�ªy�<�º��� ¶ �º�ÈÁ��M�D��ª^»D��§��/�

¿ �
y ∈ I
¸$­ �/���=�

a1, a2, . . . , an
¿ � §��.§����yÁ$���D�}Æb�<�D�y�������b���}Ï"�<�

I
U ��ÊDÊ=�/��Á���ª^»D�

sjaj ∈ (y)
¶ ÏO�y�R�bÏDÏO�b��� ¿ �D�}�<�.�yÁ��y�����

sj ∈ D −M
¸�­ �.�

s = s1s2 · · · sn
¶ ���º�.�b���

sy−1 Ç$�^���.��ª^»D� sy−1aj ∈ D
¶ ÏO�y���bÆb�D�

j
¶
1 ≤ j ≤ n

¶ ªy�º�MÇ
sy−1 ∈ I−1

¸0� �
s = sy−1y ∈ I−1 ⊂M

¶ ª^»=��Ç ¿ �U�uªy���Ò�������=�D�.¬<�.�b�D� ¸
�

wµ���M�M! ��ÞW	ZÞ � ÞÙì�â0è/ã*íÙà�â#àeã[ç�ã î�á�ç�æ ÷�ä â0è/ã*íÙà�â#àeãúè�à5
*á�ç ä ê�á��:àeã*â©æpé æ ö æté ã*çûêeá�â#ê-ã
é æ ö¥÷Dä â è/ã*íÙà�â#àeã£è�àZªo«��*ã ä ê�ë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ[¥����D�bÁ��.�D�º�&�=�=¼���� ¿ ����¬y�º�b�D�mÇ*§��<Á$ÏD��� ¿ �u�D�bÁ��.�=�.���D�UÂ£Ã<¬y� ¿ � ¸
u �ºªy�(¼b�y��§�� ¶ §��/�

D
¿ �>�D��Á$�º�D�.���D�[Â£Ãy¬<� ¿ �Ö�º�Mªy���.� U �U�����[� ¿ ���y�º�yÁ��y�����

a, b ∈ D
¶

ÏO�b§�§��/��Á���§ ¿ ÏDÏO�b������ª^»D�
MCD(a, b) = 1

Ú ���º�����.Á��y�����=�D�º¼3�.�=�/��Á��T�y��������ÁÖÊD�:ÏO�y�m�.�
¡5Í



�.�����uÁÈ��§�§��ºÁ$�uª<�bÁ ¿ ���D�º¼3�º§��b��� Û(¶ ª<�b§��ºªyª^»DÃ
(a, b) = D

U ÏO�b�.ª^»=Ã	�<§��º§������D�
µ, λ ∈ D�^���.�'ª^»=�

µa + λb = 1
¶ §��Z»D�Ñª^»=�

µa
�
λb
�D�<¼��u�y§�§��y���$�º�Ò¼��y�]���.Ê=�.�.� ¶ �D�ºªy�/��Á$�

µa
¶

ÏO�y��ª ¿ �
a
ÇR�.��¼b�<�����ºÊD�.�º���R�D�º¼3�º�D�

b
¸

�

ÝÕ�8IZø�ÿ@þÒÿÀûOø��0�#ÞW	3ÞWKZÞ=ì+â_<Zô^? ï^ð>ï�ô=<#ï1¬úó$­t�/ò�ó ÷Cä â è/ã*íÙà�â#àeãúè�ÿ à�â#ê-æ�
 ø à�ê�j¤à�â î ä àã�
�â#à;à�è/æ�á�ç�æ[â©ã*â â ä ç�ç�ã � â#à�êeá�íåædâ#ê-æ�
/ædâ©æ ø á�ê^ã ÷ à�â;
�æ ø ê�à� :à�ç�æ:ë
© �9�Q�3ú��J!DþÒÿ@ûOø+� �#ÞW	ZÞ��3Þ � â ä â è/ã*íÙà�â#àeã è�à�ªo«��*ã ä êDã�
�â#àtà�è/æ�á�ç�æ � â#à�êeá�íåædâ#ê-æ�
/æ �â©æ ø á�ê-ã ÷ ù ø à�â©îdà
ùJá�ç�æ ö ù#æ ø êeá�â#ê-ã ã�
�â#à}à�è/æ�á�ç�æ0â©ã*âýâ ä ç�ç�ã � â#à�êeá�íåædâ#ê-æ�
/ædâ©æ ø á�ê-ã ÷à�â;
�æ ø ê(à� :à�ç�æ:ë1�¡ç�ç�ã ø á ö ã�
�â#à·è/ã*íÙà�â#àeãõè�àZªo«��*ã ä ê ÷ è�à ¢ ø�® þ9æ ø ë
� �Òû:ú���� ! �#ÞW	3Þ��&13Þ·ß�à�á

D ä âAè/ã*íÙà�â#àeã[è�ÿ à�â#ê^æ�
 ø à�êkj ö á�ç�ç�ã ø á[ç�æ�é æ�
 ä ædâ#ê�à�înã*â�è�à��:àeã*â#àé ã*â©ãÕæ � ä à�
*á�ç�ædâ#ê(à�����
D ÷ è�à ¢ ø9® þ9æ ø ����'¢ æ ø ã�
�â#àlà�è/æ�á�ç�æpù ø à�íåã

P ö DP ÷[ä â è/ã*íÙà�â#àeã£è�à�
*á�ç ä ê�á��:àeã*â©æ ����'¢ æ ø ã�
�â#àlà�è/æ�á�ç�æ[íõá*énédà�íõá�ç�æ
M ö DM ÷Dä â è/ã*íÙà�â#àeã=è�àS
*á�ç ä êeá��:àeã*â©æ:ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ¡5Û
⇒
�bÛÝ®}­ �.�

J
¿ �$�.�D�y���.� ¶ �D�b�È� ¿ �º�.� ¶ ¨U�D�º����Á��y������Æb�<�D�y�������	�D�

DP

¸*­ �
J
ÇRÆb�y�=�y���µ�����U�

a1/s1, . . . , an/sn
Ú
ai, si ∈ D

¶
si /∈ P

Û(¶ ���º�.�b���
J = IP

¶
�D�5¼b�

I = (a1, . . . , an)
¸ ¹��y�	�.ÏO�����y§��

I
Çu�.��¼b�<�����ºÊD�.�º� U N ¿ �.�=�D�

IP
Ç$�º�Ò¼��y�]���.Ê=�.�.���.�

DP
� ¶ Ï"�<�£�º�U�.�yÁ�Á$� ¡b¸×³M¸×³M¶

J
Ç�Ï=���.�=ªy�.ÏD���.� ¸ ¹��y�7�º�O�º�yÁ�ÁÈ� ¡b¸×³M¸×ÌM¶

D
Ç ¿ �È�D�bÁ��.�D�º�

�D�%¼���� ¿ �^��¬<�.�b�=� ¸
�bÛ
⇒
±�Û ÇRÊU���U���º� ¸

±�Û
⇒
¡GÛ(®R­ �/�

I
¿ �Å�.�D�y���.� ¶ �D�b�Å� ¿ �.�º� ¶ ¨U�=�º�^��Á$�<�Ò���ÖÆb�<�D�y�������Ñ�D�

D
¸Ö� �º�.�b��� ¶ �bÆ��D�

�.�=�«���º�
IM
ÇRÏD���º�Dªy�ºÏU���.� ¶ �RÏO�y���.�"�.�yÁ�Á$� ¡b¸×³M¸
�M¶

I
ÇR�.��¼b�<�����.ÊD�º�.� ¸

�

) û:úµû�����!=ú�ÿÀû��#ÞW	3Þ����#Þ¤ß�à�á
D ä â è/ã*íÙà�â#àeãMè�à ¢ ø9® þ9æ ø�ö î �#æ â©ã*â édà�á ä â î�á�í¡ù#ã �á�ç�ç�ã ø á D ÷ à�â#ê^æ�
 ø á�çûíåædâ#ê-æ¢î �/à ä é ã�ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­ �/�
{Pλ}λ∈Λ

�·Ó �.�D§��.�<Á$���=�yÆb�º���.�D�y���.�"ÏD���ºÁ$�%�=�
D
¸[� Æ��D�

DPλ

Ç
¿ �����D�y�º�.�	�D�O¼���� ¿ �^��¬y�.���D� ¶ �CN ¿ �.�D�D�:Ç&�.�����<Æb�����ºÁ$�<������ª^»D� ¿ §�� ¶ Ï"�<�[�.��ÏD���bÏ"��§��.¬<�.�b�=�
¡b¸Ô±=¸×�M¸}� �º�.�b���

D =
⋂

λ∈ΛDPλ

ÇR�.�����<Æb�����ºÁ$�<������ª^»D� ¿ §�� ¸
�

�	úµû��}û��«ÿÀþÒÿ@ûOø+� �#Þ�	ZÞ�� � Þ[ß�à�á�â©ã
D ä â è/ã*íÙà�â#àeã è�à ¢ ø9® þ9æ ø æ

P ⊂ D ä â à�è/æ�á�ç�æ
ù ø à�íåã�ë��¡ç�ç�ã ø á D/P ÷Dä â è/ã*íÙà�â#àeã£è�à ¢ ø9® þ9æ ø ë

¡5Ë



ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ � Æb�D�:�º�D�«���º��ÏD���ºÁ$�R�D�
D/P
Ç��D�<�.�/� ½ �b��ÁÈ�

Q/P
¶ ÏO�y��N ¿ ���.ª^»D�

�.�=�«���º�	Ï=���.Á��
Q ⊂ D

¶ ª^»D��ªy�b�����º�y�D�
P
¸ ���D�b�©�����

(D/P )Q/P ' DQ/P
e
¸�� §�§��y�D�D�

D
�=��¹}��Ä ½ �y� ¶

DQ

Ç ¿ �É���=�y�.�º�u�D��¼���� ¿ ����¬y�º�b�D� Ú ÏO�y���.�%���y�b���yÁ$� ¡b¸×³M¸©¡5 �ÛÝ¶ �DN ¿ �.�=�D�
DQ/P

e Ç����=ªy�b��� ¿ �����D�<�.�.�&�D�M¼���� ¿ �^��¬y�.���D� U �=�7§��<Æ ¿ ��ª^»D� ¶ §��yÁ�ÏD���*ÏO�y�'�.�Ò���y�����yÁ$�¡b¸×³M¸©¡5 =¶
D/P
ÇR�D��¹}��Ä ½ �y� ¸

�

ËDÌ[¯ ° ÑtÒÔÒÕÎ'UgTÔÎ�UgM�h£ÛH×DÒÔÑ¥ÜdÜdÎåÓÕÎ'TÔÒ ÓVMON ÎQÒÔÎ�M ÓÕÎ'¥ ÛZ¦V�*ÑpÛ

���:§��<Æ ¿ �<�Ò���&���y�b���yÁ$�	ª<� ½ �����D�º§�ªy� ¿ �%Ó �.Á�ÏO�b�����������*ÏD���bÏD���º�<��Ð	§ ¿ �:§��5¼3�����D�<�.�º�U�D�
¼���� ¿ �^��¬<�.�b�D���D� ¿ ���D�bÁ��.�D�º�Ö�D��¹}��Ä ½ �<� ®
� �Òû:ú���� !ý�#Þ�FZÞ��#Þ¡ß�à�á

D ä âMè/ã*íÙà�â#àeãåè�à ¢ ø9® þ9æ ø înã*â î�á�í¡ù#ãåè/ædà � ä ã��:àeædâ#ê�à K æ
édà�á

V ä â é ã]
 ø á�â©ædç�ç�ãåè�àS
*á�ç ä êeá��:àeã*â©æúè�à
D

ë��¡ç�ç�ã ø á V = DP ö ù#æ ø � ä á�ç�î �#æDà�è/æ�á�ç�æ
ù ø à�íåã

P ⊂ D
ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­ �/�
M
�wÓ ¿ �=�.ªy�X�º�D�«���.�0Á$��§�§��.Á$���º���D�

V
¶ �ÉÏ"�b�=�/��Á��

P =

M ∩D
¸ ¹��y���bÆb�D�

s ∈ D − P
¶ §����D�(¼b���«¼b�y����ª^»=�

s−1 ∈ V
¶ ���º�����ºÁ$�<�Ò���

s ∈M
¶ �

ªy��§��
s ∈ P

¸ Â ¿ �.�D�D�
DP ⊆ V

¸ ¹��y�TÏ=���5¼�������ª^»D�
V ⊆ DP

¶Ü¿ ���º�.�.¬<¬y�.��Á$���.� ½ �������
ª^»D� ¶ ÏO�y�T�º�����<�b���<ÁÈ� ¡�¸ ³M¸©¡5 =¶

DP
Ç ¿ �Å�D��Á$�º�D�.�$�D�'¼���� ¿ �^��¬<�.�b�D� U �£�b§e�7§��

v ∈ V
¶

Á$�
v /∈ DP

¶ ��ÊDÊD�.��Á���ª^»D�
v−1 ∈ DP

¶ �D�.ª<�/��Á��
v−1 = a/s

¶ ªy�b�
a, s ∈ D

�<�
s /∈ P

¸Å� �����<�D�/��Á$��ª^»D�
a ∈ P

¶ ���©�����.Á��y�����
a/s
§������yÊ=Ê"���º�Ò¼��y�]���.Ê=�.�.���.�

DP

¶ �
N ¿ �.�=�D�

v ∈ DP

¸ Â ¿ �º�D�D�
a ∈ M

�
av ∈ M

¶
s = av ∈ M ∩D = P

¶ ª^»D��Ç ¿ �U�
ªy���Ò�������=�D�.¬<�.�b�D� ¸

�

� �y�ÜÏD���b§�§��ºÁ$�ÖÏD������Æ���� ½ ��§]� ¿ �D�º�y���yÁ�� ¿ �U�ÖÏU���]���ºªy�b�.�����&ÏD���bÏ=���.�(�^Ð��=�y���D�bÁ�� ¢
�D���D��¹}��Ä ½ �y� ¶ �5¼Ò¼b�<���È�.��Ï"�b§�§��ºÊD�.�º�º�^Ð��D������Ï=ÏD���<§��y���������DN ¿ �y§]��� ¿ �º���.Á��"ª<�bÁ$� ¿ �ÜÓÔ�º� ¢
���<��§��y¬y�º�b�D� Ø �º�����.�D�b�=�U�������ÝÙ0�=�T§��5¼3�����D�<�.�º���D��¼���� ¿ �^��¬<�.�b�=� U �>�^���º��§�ª<�bÏO�ëÇ ¿ ���.�º�
�D�ºÁ$�b§]���������T�º�Ü§��<Æ ¿ �<�Ò�������y�b���yÁ$� ®
� �Òû:ú���� ! ��ÞWFZÞ � ÞDß�à�á

D′ ä â é ã]
 ø á�â©ædç�ç�ã è�à ä âÉè/ã*íÙà�â#àeã è�à ¢ ø9® þ9æ ø D ë ß�à�á
Θç�ÿ à�âJédàeædíåæúè/æ�
�çûàlà�è/æ�á�çûà�ù ø à�íÙà

P
è�à
D ö ê�á�çûàaî �#æ

PD′ ⊂ D′ ë��¡ç�ç�ã ø á��� ßZæ
P ′ ÷}ä â"à�è/æ�á�ç�æ�ù ø à�íåã¡ù ø ãnù ø àeã=è�à

D′ æ¡é æ
P = P ′ ∩D ö á�ç�ç�ã ø á DP = D′

P ′æ
P ′ = PDP ∩D′ ö è8áÔî ä à D′ ÷}ä â ¢ ø9® þ9æ ø ë��� ßZæ

P ÷Ôä â à�è/æ�á�ç�æúù ø à�íåãåù ø ãnù ø àeã è�à
D ö á�ç�ç�ã ø á P ∈ Θ ⇐⇒ DP ⊇ D′ ë� â©ã*çûê ø æ ö D′ =

⋂

P∈ΘDP

ë
�� 



��� ßZæ
A′ ÷[ä â"à�è/æ�á�ç�æúè�à

D′ æ¡é æ
A = A′ ∩D ö á�ç�ç�ã ø á A′ = AD′ ë

#$�
{PD′}P∈Θ ÷ ç�ÿ à�âJédàeædíåæDè/æ�
�çûàlà�è/æ�á�çûà�ù ø à�íÙà�ù ø ãnù ø àµè�à D′ ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ¡5Û(®[­ �/�
S = D − P

¸ �£»D�/������Á��y�����
D′
P ′ ⊇ D′

S ⊇ DS = DP

¸
� Ï"�b�ºª^»DÃ

DP

Ç ¿ �É�D�bÁ��.�D�º�$�D��¼���� ¿ ����¬y�º�b�D� ¶
D′
P ′

Ç ¿ �É�D�bÁ��.�=�.���D��¼���� ¿ �^��¬<�.�b�=�
ª^»D��Ç ¿ �����D�<�.�º�õN ¿ ��¬y�.�<�����	�D�

DP

¸*­ �<Æ ¿ �	ª^»D�
D′
P ′

Ç ¿ �����D�<�.�.�=N ¿ �b¬<�.�<�Ò�����=�
D
¶

��§��.ª<ªy�bÁ��
D′
P ′

Ç��.�3ª«���º� ¶
D′
P ′ = DQ

¶ �D�5¼b�
Q = P ′D′

P ′ ∩D = P ′D′
P ′ ∩D′ ∩D =

P ′ ∩D = P
¸ Â ¿ �.�D�D�

D′
P ′ = DP

�
P ′ = P ′D′

P ′ ∩D′
¸

�bÛÝ®£­ �
DP ⊇ D′

¶ ���º�.�b���
PD′ ⊆ PDP ⊂ DP

¶ ª<�b§��ºªyª^»DÃ
PD′ ⊂ D′

¸m� §��
PD′ ⊂

D′
¶ ���º�.�b�����y§��º§���� ¿ ���º�D�«���.��ÁÈ��§�§��ºÁÈ���.�

M
�D�
D′ ªy�b�����y�D�<�Ò��� PD′

¸Z� ÊDÊD�.��Á$�	ª^»D�
P ⊆ M ∩ D

¶ ªy��§��.ª<ª^»DÃ
DP ⊇ DM∩D

¸ ¹��<�Ö�.�¾Ï ¿ �Ò��� ¡GÛÝ¶
DM∩D = D′

M ⊇ D′
¸

Â ¿ �.�=�D� ¶
P ∈ Θ ⇐⇒ D′ ⊆ DP

¸ ¤¾Ó �.�=ªy� ¿ §��.���D�
D′ ⊆

⋂

P∈ΘDP
ÇRª^»D�/����� U �wÓ×���©�����

�.�=ªy� ¿ §��.���D�ÖÇÖ¼b�<����ÏO�y��ª^»=Ã
D′ =

⋂

D′
M ′

¶ Ú
M ′ ⊂ D′

¶ �.�=�«���º��Á$��§�§��.Á$���.� Û(¶ ��ÏO�y���º�
Ï ¿ ����� ¡GÛ �bÆ��D�

D′
M ′

ÇR�D�y�º�/� ½ �b��ÁÈ�
DP
ÏO�y�tN ¿ ���.ª^»=�

P ∈ Θ
¸

±�ÛÝ®È� ��ÊDÊD�/��Á$��§��b�º�0Á��b§����������Èª^»D�
A′ ⊆ AD′

¸Å­ �
{Mσ}σ∈Σ

Ç��wÓÔ�º�D§��º�yÁ��$�=�yÆb�º�
�.�=�«���º�}ÁÈ��§�§��ºÁÈ���º���=�

D′
¶�� �.�º�b���

A′ =
⋂

σ∈Σ A
′D′

Mσ

¸�­ �
Pσ = Mσ ∩ D

¶ ���º�.�b���
D′
Mσ

= DPσ

¶ ÏO�y���bÆb�D�
σ ∈ Σ

¸ Â ¿ �º�D�D� ¶
A′D′

Mσ
= A′DPσ

¶ ��§��
x ∈ A′DPσ

¶
x = a′/v

Ï"�<�CN ¿ ���ºª^»D�
a′ ∈ A′

¶
v ∈ D − Pσ

¸ ���D�b�©����� ¶
A′ ⊆ D′ ⊆ DPσ

¶ ª<�b§��ºªyª^»DÃ
a′ = d/u

Ï"�<�pN ¿ ���ºª^»D�
d ∈ D

¶
u ∈ D− Pσ

¸}� �.�º�b����§��%»U�
d = a′u ∈ A′ ∩D = A�

x = a/uv ∈ ADPσ
= AD′DPσ

= AD′D′
Mσ

¸ Â ¿ �º�D�D� ¶
A′D′

Mσ
= AD′D′

Mσ

ÏO�y�
�bÆb�=�

σ ∈ Σ
¶ �.�Üª^»=���ºÁ$ÏD�º�.ªy�

A′ = AD′


ÒÛÝ®'� ���DÏ ¿ ����� ±bÛ §��<Æ ¿ �*ª^»D�*�bÆ��D�=�º�D�«���º�£ÏD���.Á���ÏD���bÏD���.���D�
D′ Ç*�D�<�.�.� ½ �b��ÁÈ� PD′

¶
ÏO�y��N ¿ ���.ª^»D�

P ∈ Θ
¸7­ � ¶ ¼3�.ª<�<¼b�<��§�� ¶

P ∈ Θ
¶ ���.�º�b���

D′ ⊆ DP

�
PDP ∩D′ Ç ¿ ��.�=�«���º��Ï=���.Á��RÏD����ÏD���º���D�

D′ �����.��ª^»D� PDP ∩D
′ = [PDP ∩D

′ ∩D]D′ = PD′
¸

�

ËDÌI± ² × ÐÕÛZMDÐÕÛHÎdÑpØX�
(S)

ÒÕÑ¥Î Ó§MON Î:ÒÕÎ ÓÕÎL¥ Û�¦§�*ÑpÛ

­ �/�
D
¿ �B�D�bÁ��.�D�º�ãªy��� ªy��Á$ÏO�X�D�<�}N ¿ �b¬y�º�y�����

K
¸ � ÊDÊD�/��Á$�XÁ��b§����������

ª^»D�
D
ÇÈ�.�����<Æb�����ºÁ$�<������ª^»D� ¿ §��É§�� ¶ ��§��b�©�^��������§��

D
Ï ¿ YÉ�y§�§��<��������ÏDÏD���<§��<�Ò�������

ªy��Á$� ¿ �%Ó �.�����<��§��<¬y�º�b�D�È�=�[§ ¿ �b�m§��5¼3�����D�<�.�º�m�=�m¼���� ¿ �^��¬<�.�b�=� Ú ªy�b���b�.�.�����º� ¡b¸Ô±=¸
�bÛ(¸�­ �
H = {Vλ}

Ç ¿ �È�º�D§��º�yÁ����=�O§��5¼M�����D�<�.�.�U�=�:¼���� ¿ �^��¬y�.���D�*�D�
D
¶ �^���º�Dª^»D�

D =
⋂

λ Vλ
¶

�D�ºªy�/��Á$�>ª^»=�
Vα ∈ H

Ç �«ý+�;�Òúd³'ý�ûA�D�y�º�/�ã����ÏDÏD���y§��y���^��¬<�.�b�=�
D =

⋂

λ Vλ
¶ §��

D =
⋂

λ6=α Vλ
¶ �5¼Ò¼b�y���X§����wÓÔ��Á$�º§�§��º�b�D���D�

Vα
�U���º�·Ó �.�����<��§��<¬y�º�b�D���D�b�hªy��ÁÖÊD�.�á�º�

�M¡



���º§ ¿ �©�^����� ¸ ¤��á����ÏDÏ=���y§��y���^��¬y�.���D�
D =

⋂

λ Vλ
Ç��D�<���^� ¶ �.��¼b�<ªy� ¶ ÿÀúGúµÿwü�ûOø�ü+!Uø"ù �

§��Ñ�D���ë�<§��º§������D�Å�.�
H
�D�bÁ��.�D�[�D�£¼���� ¿ �^��¬<�.�b�=�È§ ¿ Ï"�<�[´ ¿ � ¸ ­ �

D
��Á�Á$�(����� ¿ �U�

����ÏDÏD���<§��<�Ò����¬y�º�b�D�m�.�����.�=�b�D�U������� ¶ �D�º���yÁ��*ª^»D�
D
Æb�3�D�}�D�y�º�/�7ÏD���bÏD���.�<��Ð

(S)
¶ �<���bÆ��D�

����ÏDÏD���<§��<�Ò����¬y�º�b�D�[�.�����.�D���D�U�������}�=�
D
§�����Ð�ª^»D�/��Á$����� ¿ �U�

S E ú*!J�>��ú����Q�MøOù !DþÒÿÀû"ø+� ¸�£�b�=§��.�=�y���<���<Á$�
S
¢ ����Ï=ÏD���<§��y������¬y�º�b�D���D�*�D�bÁ��.�=�*�D��¹¾��Ä ½ �y� ¸ � ���.ª<�b���D�.��Á��

ª^»D� ¿ �Å�D�bÁ��.�=�.�È�=�}¹}��Ä ½ �<�
D
Ç�ªy�����µ�����<���º¬y¬«�µ�����U���.�/�$ÏD���bÏ=���.�(�^Ð�ª^»D� ¶ §��

V
Ç ¿ �

§��5¼3�����D�y�º�.�u�D�Ü¼���� ¿ �^��¬<�.�b�=���D�
D
¶ ���.�º�b���

V = DP

¶ �D�5¼b�
P
ÇR�.�"ªy�<�Ò�������D�

V
§ ¿
DÚ ���y�b���yÁ$� ¡b¸��=¸©¡GÛ(¸R� �����yÁ�� ¿ �D��ªy�b�D�=�.¬y�º�b�D���D�yª<�y§�§������.���Ö§ ¿ P�ª<�.�y�����u�4P��Dª^»DÃ ¿ �

�D�bÁ��.�=�.�R�D�O¹}��Ä ½ �<�
D
¼b�y���º¨Uª^»=�Ü�/�RÏD���bÏD���º�<��Ð

(S)
U �.��ÏU�������.ª<�b�/�����*Á$��§������y���yÁ���ª^»D�

§��
D
Æb�3�D�T�D�y�º�/�ÖÏD���bÏD���.�<��Ð

(S)
¶ ���.�º�b���

D
»U� ¿ �%Ó ¿ �D�ºª«�

S
¢ ����ÏDÏD���y§��<���^��¬<�.�b�D� ¸

��ÏD���.Á��}���º§ ¿ �©�^�����}���.Æ ¿ �����D���D�Ñ�.� Ø ������§ ½ �b��Á$������ÙÖ�=� ¿ � �.�D�y���.� ¶�¿ �>ªy�b�=ªy�<�����
�.�������3�D���������U� � ��Æ��µ�^�����D�<� ¡5Ë�³��=®
ÝÕ�8IZø�ÿ@þÒÿÀûOø��õ�#Þ � Þ(�#Þlß�à�á

D ä âõè/ã*íÙà�â#àeã}înã*âåî�á�í¡ù#ãCè/ædà � ä ã��:àeædâ#ê(à K ëpß�à�á
I ⊆ D

ä âÉà�è/æ�á�ç�æ:ë � çañhó�7;4[�&ô?ó6?i7�ñnô è�à
I ÷ è/æ � â#à�ê-ã ænéné æ ø æ ⋃n≥1 In ö è/ã]
�æ

In = [D :

In]K = {x ∈ K : xIn ⊆ D}
ë

���¾������§ ½ �b��ÁÈ�������=�
I
Ç ¿ �>§��5¼3�����=�y�.�º�0�D�

D
¸ ���XÏU���]���ºªy�b�.����� ¶ §����·Ó �.�=�«���º�

IÇ��.��¼b�<�����ºÊD�.�º� ¶ ���º�.�b���
I1
ÇÑ�·Ó �.��¼b�<��§��Å�D�

I
� ¶ ÏO�y�u�bÆ��D�

n
¶
In = (In)−1

¸F­ �
I
Ç

�.��¼��y�����.ÊD�º�.���
T
Ç	�º�Ü������§ ½ ����Á$�������D�

I
¶ ���.�.�����

IT = T
¸

wµ���M�M!"�#Þ � Þ � Þaß�à�á
I ä âAà�è/æ�á�ç�æpà�â;
�æ ø ê(à� :à�ç�æCè�à ä â è/ã*íÙà�â#àeã

D
æaédà�á

T
à�ç?ê ø á*é�þ9ã ø��íõá�ê^ãåè�à

I
ëtßZæ

P ⊆ D ÷Dä â"à�è/æ�á�ç�æpù ø à�íåã ö á�ç�ç�ã ø á I ⊆ P⇐⇒PT = T
ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ
⇒) :
­ �
I ⊆ P

¶ ���.�º�b���
T = IT ⊆ PT

¶ ª<�b§��ºªyª^»DÃ
PT = T

¸
⇐)
®Z­ �

PT = T
¶ ��ÊDÊD�.��Á���ª^»D�

1 =
∑n

i=1 piti
¶ �D�5¼b�*�bÆb�=�

pi ∈ P
�y���bÆ��D�

ti ∈ T
¸

� ���º�/�T�D�(¨U�D�.¬<�.�b�=���=�
T
¶ �y§��.§]��� ¿ �È�º�Ò���y����ÏO�b§��©���©¼b�

m
�^���.�*ª^»D�

tiI
m ⊆ D

Ï"�<�[�bÆ��D�
i = 1, . . . , n

¸	­ �
x ∈ Im

¶ ���º�.�b���
x =

∑n
i=1 pi(tix) ⊆ P

¸T­ �yÆ ¿ ��ª^»D�
Im ⊆ P

�
ÏO�b�.ª^»DÃ

P
ÇRÏD���.Á�� ¶

I ⊆ P
¸

�

� ���Öªy�b�D§��.�D�<���<���yÁ��u�.�Ü������§ ½ �b��Á$�����Ö�D� ¿ �Ñ�.�=�«���º���D� ¿ ���D�bÁ��.�=�.���=��¹¾��Ä ½ �y� ¸
� Ó �b�����º��ÏO�b� ¶ ¨U�D�����.�/��¨U�D���D�y��ÏU������Æb��� ½ � ¶

D
è/ædâ©ã*ê^æ ø jåé ædí¡ù ø æ ä â è/ã*íÙà�â#àeãAè�à

¢ ø9® þ9æ ø înã*â î�á�í¡ù#ã£è/ædà � ä ã��:àeædâ#ê�à K ¸
� ]�y _w|e{dbQkpih`:c(baz�g&�*~dµ¥s-bd`4z�~�q�ce_d|(iHg
`¤�
�d�-���¦h­Ù��³>_w{Q_wce_*�

A treatise on the
�T�w�

th problem of Hilbert
��­}ihkO�_¶�bdq
q��A« shgW�§·�`�g�m��

z�¸dbdc(bp�d�*�&®��T�:�w�:¯��*_d{t�w���
�b�



�	úµû��}û��«ÿÀþÒÿ@ûOø+� �#Þ � Þ � Þ�ß�à�á
I ä â"à�è/æ�á�ç�æ[â©ã*â"â ä ç�ç�ã ö>� â#à�ê�á�íåædâ#ê^æ+
/ædâ©æ ø á�ê^ã£è�à ä âè/ã*íÙà�â#àeã0è�à ¢ ø9® þ9æ ø D ö æÙédà�á
T

à�çµê ø á*é�þ9ã ø íõá�ê-ã è�à
I
ë ßZæ

P ÷õä â à�è/æ�á�ç�æ¡ù ø à�íåã
ù ø ãnù ø àeã"è�à

D ö á�ç�ç�ã ø á T ⊆ DP ⇐⇒ I * P
ë ßZæ

{Pα} ÷ ç.áMînã*ç�ç�æ��:àeã*â©æåè/æ�
�çûà
à�è/æ�á�çûà�ù ø à�íÙà·è�à

D
â©ã*â înã*â#ê-ædâ©ædâ#ê�à

I ö á�ç�ç�ã ø á T =
⋂

αDPα

ë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ�¹��b�.ª^»DÃ

D
ÇÖ�D�Z¹}��Ä ½ �y� ¶

I
Ç��.��¼b�<�����ºÊD�.�º� ¸ ¹��y���º���º�yÁ�ÁÈ� ¡b¸×ÌM¸ �3¶

PT = T ⇐⇒ P ⊇ I
¸ ¹��y���.�%���<�b���<ÁÈ� ¡b¸��=¸ �3¶

PT = T ⇐⇒ DP + T
¸ �������<� ¢

���<ÁÈ� ¡�¸
�=¸×� Á��b§������Ö���Dª^»D�Tª^»D�
T =

⋂

βDQβ

¶ �=�G¼��
{Qβ}

Ç��wÓÔ�º�D§��º�yÁ��&�D�<Æb�.�O�.�=�«���º�
ÏD���.Á��U�D�

D
�^���.�Uª^»D�

T ⊆ DQβ

¸ ¹��y�[�.���b§�§��y�]¼���¬y�.���D�:ÏD���<ªy�y�=�y�����
{Qβ} = {Pα}

¸
�

wµ���M�M! �#Þ � Þ 6 Þ¡ß�à�á�â©ã
B

æ
C

è ä æ¢à�è/æ�á�çûà � â#à�ê�á�íåædâ#ê^æ�
/ædâ©æ ø á�ê�àaè�à ä â è/ã*íÙà�â#àeã
è�à ¢ ø9® þ9æ ø D ë��¡ç�ç�ã ø á B ∩ C

æ
(B : C) = {d ∈ D : dC ⊆ B}

é ã*â©ã � â#à�êeá�íåædâ#ê^æ

/ædâ©æ ø á�ê(à�ë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­ �O»U�	ª^»D�

BC = (B ∩C)(B+C)
¶ Ú ¯°¡5 �´w¶D�b³3¸ � Ú � Û�Û(¸¾� §�§��y�D�D�

BC
�.��¼��y�����.ÊD�º�.� ¶ ���Dª^»D�

B ∩ C
Ç$�º��¼b�y�]���ºÊD�.�º� ¶ �åN ¿ �º�D�D� ¶ ÏO�y�	�.�}���<�b���<ÁÈ� ¡b¸×³M¸Ô±=¶ Ç

¨U�D�©�^��Á��y�����ÈÆb�<�D�y������� ¸ ���D�b�º����� ¶ �b§�§��y�]¼3�/��Á���ª^»D�
(B : C) = ((B ∩ C) : C)

¶ �
ÏO�b�.ª^»DÃ

C
Ç��º��¼b�y�]���ºÊD�.�º� ¶ �<§��.§]��� ¿ �á�.�=�«���º�

A
�^���.�Öª^»D�

CA = B ∩ C
¸u­ �yÆ ¿ �uª^»D�

A
Ç��.��¼b�<�����ºÊD�.�º����ª^»D�

A = ((B ∩ C) : C)
¸ Â ¿ �.�D�D�

A = (B : C)
Ç�¨D�D�º����Á$�<�����

Æb�<�D�y������� ¸
�

­ �
ξ
Ç ¿ ���y�.�<Á$�<�������D�

K −D
¶ ���º�.�b�����D�(¨U�D�.��Á$�

Aξ = {d ∈ D : dξ ∈ D}
¸

Aξ
� ¿ ���.�=�«���º���D�

D
�T§��

ξ = a/b
¶ ª<�b�

a, b ∈ D
¶ ���.�º�b���

Aξ = ((b) : (a)) = {d ∈

D : da ∈ bD}
¸

wµ���M�M! �#Þ � ÞW	3Þ
D[ξ] ÷ à�ç3ê ø á*é�þ9ã ø íõá�ê^ã£è/ædç�ç�ÿ à�è/æ�á�ç�æ

Aξ
ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­ �.�
T
�.��������§ ½ ����Á$�����$�D�

Aξ
¶ ÏO�y���/�ÈÏD���bÏO�b§��º¬y�.���D� ¡�¸ ÌM¸Ô±

T =
⋂

αDPα

¶ �D�5¼��
{Pα}
ÇR�wÓÔ�º�D§��º�yÁ����D�yÆ��.���.�=�«���º�ÜÏD���.Á��%�D�b��ªy�b�����y�D�<�Ò���

Aξ
¸£� � ¶U¿ �

�.�=�«���º��ÏD���ºÁ$�
P
�D�
D
�D�b�áªy�b�����.�y�=�

Aξ ⇐⇒ ξ ∈ DP

¶ ªy�º�MÇ�§�� ¶ �u§��b�º����������§��
D[ξ] ⊆ DP

¸ ¹��y���.�Ü���y�b���yÁ$� ¡b¸
�M¸ � §��<Æ ¿ �Rª^»D�
D[ξ] =

⋂

αDPα
= T
¸

�

��±



�	úµû��}û��«ÿÀþÒÿ@ûOø+� ��Þ � ÞWFZÞOß�à�á
{Pα} ∪ {P} ä âMà�âJédàeædíåæÙè�àaà�è/æ�á�çûà3ù ø à�íÙàpè�à ä â è/ã �íÙà�â#àeãMè�à ¢ ø9® þ9æ ø D ëA�¡ç�ç�ã ø á ⋂αDPα ÷ înã*â#ê-ædâ ä ê�áMà�â

DP ⇐⇒
ã�
�â#àOà�è/æ�á�ç�æ

� â#à�êeá�íåædâ#ê-æ+
/ædâ©æ ø á�ê^ãÕînã*â#ê-ædâ ä ê^ã=à�â
P ÷ înã*â#ê-ædâ ä ê-ãõà�â � ä á�ç�î �#æ Pα ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­M¿ ÏDÏ"���D�/��Á��Ñª^»D�È�<§��º§��^� ¿ �>�º�D�«���.�Ö¨U�D�©�^��Á��y������Æ��y�D�<�������
A�.�

P
¶ ª^»D���D�b��Ç�ª<�b�����<� ¿ �����º�u�D�y§�§ ¿ �

Pα
¸¾­ �.�

T
�.�M������§ ½ �b��ÁÈ�����T�D�

A
¸ ¤��RÏ=���bÏO� ¢

§��º¬y�º�b�D� ¡b¸×ÌM¸Ô± Á$�b§]�����Öª^»D�
T ⊆

⋂

αDPα

�
T * DP

¸ Â ¿ �º�D�D� ¶ ⋂
αDPα

�D�b�ÑÇRªy��� ¢
���<� ¿ ���$�.�

DP

¸¹u �.ª<�<¼b�<��§�� ¶ § ¿ ÏDÏO�b�D�.��Á���ª^»=� ⋂
αDPα

�D�b��§��.��ªy�b�����<� ¿ ���$�.�
DP

¸
­ ª<�yÆb�º�/��Á��

ξ ∈ (
⋂

αDPα
)−DP

¸ ¹��y�*�º�Ü�º�yÁ�ÁÈ� ¡b¸×ÌM¸ ³3¶
Aξ = {d ∈ D : dξ ∈ D}

Ç
¨U�D�©�^��Á��y������Æb�<�D�y������� ¶ N ¿ �.�D�=�

ξ /∈ DP

�
Aξ
Ç�ªy�b�����y� ¿ �����º�

P
¸ ¹����.ª^»DÃ

ξ ∈ DPα

¶
ÏO�y���bÆb�D�

α
¶
Aξ
�=�b��ÇRª<�b�����y� ¿ ���$�º�Ñ�D�y§�§ ¿ �

Pα
¸

�

) û:úµû�����!=ú�ÿÀû �#Þ � Þ � Þ[ßZæ
{Pα} ÷åä â à�âJédàeædíåæAè�à�à�è/æ�á�çûà;ù ø à�íÙà¡è�à ä â è/ã*íÙà�â#àeã"è�à

¢ ø9® þ9æ ø D ö á�ç�ç�ã ø á D =
⋂

αDPα
⇐⇒

ã�
�â#à3à�è/æ�á�ç�æ;ù ø ãnù ø àeã � â#à�ê�á�íåædâ#ê^æ1
/ædâ©æ ø á�ê-ãè�à
D ÷ înã*â#ê^ædâ ä ê-ãõà�â � ä á�ç�î �#æ Pα ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­ �<Æ ¿ �R�D�.���<���^��Á��y�����T�D���.�.��ÏD����Ï"�b§��.¬<�.�b�D� ¡�¸ ÌM¸��=¸
�

wµ���M�M! �#Þ � ÞWKZÞCß�à�á
{P} ∪ {Pγ} ä â à�âJédàeædíåæDè�àlà�è/æ�á�çûà�ù ø à�íÙà;è�à ä â è/ã*íÙà�â#àeãõè�à

¢ ø9® þ9æ ø D ö êeá�çûà+î �#æ D = DP∩(
⋂

γ DPγ
) ö æaêeá�çûà+î �#æ

D ÷ ù ø ãnù ø à�á�íåædâ#ê^æ¥înã*â#ê-ædâ ä ê-ãà�â ⋂
γ DPγ

ë��¡ç�ç�ã ø á P ÷õä â à�è/æ�á�ç�æÙíõá*énédà�íõá�ç�æAæ�è ænédà�édê^æ ä â à�è/æ�á�ç�æ � â#à�êeá�íåædâ#ê-æ

/ædâ©æ ø á�ê-ã A înã*â#ê-ædâ ä ê^ãõà�â

P
î �#æ[â©ã*â ÷ înã*â#ê^ædâ ä ê^ãõà�â á�ç�î ä â Pγ ë ¢ æ ø ã�
�â ä â©ãåè�à

êeá�çûà¥à�è/æ�á�çûà
A � â#à�êeá�íåædâ#ê-æO
/ædâ©æ ø á�ê�à ö P ÷ ç�ÿ ä â#àeînã à�è/æ�á�ç�æÙíõá*énédà�íõá�ç�æõè�à

D
î �#æõçûà

înã*â#ê�àeædâ©æ:ë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ£¹��y�7�.��ÏD���bÏ"��§��.¬<�.�b�=� ¡b¸×ÌM¸��=¶ �<§��º§���� ¿ ���.�D�y���.��¨U�D�©�^��Á��y������Æb�<� ¢
�y�������

A ⊆ P
¶ Á$�$�D����ªy�b�����y� ¿ �����º�0�D�<§�§ ¿ �

Pγ
¸�­ �

M
Ç ¿ ���.�=�«���º��Á$��§�§��.Á$���.�

ªy���Ò���y�D�<�����
A
�&§��

x ∈M
¶ ���.�º�b���RÏ"�<�£�º�Oª<�b�����.�/�����.� ¡�¸ ÌM¸×Ì ��Ê=ÊD�/��Á��	ª^»D�

A+ (x)
Ç

ªy���Ò���y� ¿ �����º�
P
�T�º�¢N ¿ ���.ª^»=�

Pγ
U ÏO�b�.ª^»=Ã

A * Pγ
¶ ª<�b�Dªy� ¿ �D�.��Á$�&ª^»D�

A+(x) ⊆ P�*ª^»D�
M = P

¶ �pN ¿ �º�D�D�
P
Ç*Á$��§�§��.Á$���.�¾�y��Ç*�wÓ ¿ �D�.ª<��Á$��§�§��.Á$���.�mªy�b�����y�D�<�Ò���

A
¸

�

� �y�D�����/��Á$�*ª<�b�
M
�wÓÔ�º�D§��º�yÁ��'�D��� ¿ ������Æ��.���º�D�«���.�µÁÈ��§�§��ºÁÈ���º�

M
�=� ¿ �R�D�bÁ��.�D�º�

�D�M¹}��Ä ½ �<�
D
ª^»D�£»U���D�D���.��§��yÆ ¿ �y�����[ÏD���bÏ=���.�(�^Ð ® �<§��.§]��� ¿ ���º�D�«���.�¾�D�

D
¨U�=�º�^��Á$�<�Ò���

Æb�<�D�y�������
A
¶ �����.��ª^»=�

M
ÇR�·Ó ¿ �D�ºªy��Á$��§�§��.Á$���.�&�D�

D
ª^»D���º�uªy�b�����º�y�D� ¸

�4




� �Òû:ú���� ! �#Þ � Þ��ZÞ;ß�à�á
{Pβ} ä âõà�âJédàeædíåæ¥è�à�à�è/æ�á�çûà�ù ø à�íÙà©è�à ä âAè/ã*íÙà�â#àeãOè�à ¢ ø9® þ9æ ø

D
ê�á�çûà;î �#æ

D =
⋂

βDPβ

ë�ßZæCç.á ø ádù8ù ø æné ædâ#ê�á��:àeã*â©æ D =
⋂

βDPβ
÷ à øwø à�è/ã*â�è8á�â#ê^æ öá�ç�ç�ã ø á {Pβ} = M

ë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ0���¾�.�<Á$Á$� ¡b¸ Ì3¸×Í Á$�b§]������ª^»D�È�bÆb�D�

Pβ ∈ M
¶ �$�D���.�.�ÑÏ=���bÏO� ¢

§��º¬y�º�b�D� ¡b¸×ÌM¸�� §��yÆ ¿ ��ª^»D�
{Pβ}
�D�b�ÑÇRªy�b�����y� ¿ ���$ÏD����ÏD���.��Á$�<�����T�.�

M
¸

�

) û:úµû�����!=ú�ÿÀû �#Þ � Þ(�&13Þ£ì�â è/ã*íÙà�â#àeãÙè�à ¢ ø9® þ9æ ø D �Já=ç.á}ù ø ãnù ø àeædêkj (S) ⇐⇒ D =
⋂

M∈MDM

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ7Â7��§]�^�u��ÏDÏ=�.�.ªy�������/�ÖÏD���bÏ"��§��.¬<�.�b�=� ¡b¸×ÌM¸
� �R�º�"���<�b���<ÁÈ� ¡b¸×ÌM¸ÔË=¸
�

) û:úµû�����!=ú�ÿÀû �#Þ � Þ����#ÞOßZæ ä â è/ã*íÙà�â#àeãÔè�à ¢ ø9® þ9æ ø D �JáÔç.á=ù ø ãnù ø àeædêkj (S) ö á�ç�ç�ã ø áç.á ø ádù8ù ø æné ædâ#ê�á��:àeã*â©æ=è�à
D

înã*íåæ ä â©ÿ à�â#ê^æ ø é æ��:àeã*â©æÙà øwø à�è/ã*â�è8á�â#ê-æ=è�à�é ã]
 ø á�â©ædç�çûà¥è�à

*á�ç ä ê�á��:àeã*â©æ ÷Dä â#àeî�á8ë
� �Òû:ú���� ! �#Þ � Þ�� � Þ � â ä â è/ã*íÙà�â#àeã=è�à ¢ ø�® þ9æ ø D ç�æOé æ�
 ä ædâ#ê�àµá[ºOæ ø íõá��:àeã*â#à+é ã*â©ã
æ � ä à�
*á�ç�ædâ#ê(à�����
D

�Já£ç.áDù ø ãnù ø àeædê�j (S)
ë

��� ��
�â#à¢à�è/æ�á�ç�æAù ø ãnù ø àeã è�à
D � â#à�ê�á�íåædâ#ê^æ(
/ædâ©æ ø á�ê-ã ÷ înã*â#ê-ædâ ä ê-ã à�â � ä á�ç�î �#æ

M ∈ M
ë

���§¢ æ ø ã�
�â#àpà�è/æ�á�ç�æ¡ù ø ãnù ø àeã A è�à
D � â#à�ê�á4íåædâ#ê-æO
/ædâ©æ ø á�ê^ã ö ænédà�édê-æ ä â à�è/æ�á�ç�æ

B

� â#à�êeá�íåædâ#ê-æ�
/ædâ©æ ø á�ê-ã ö ê�á�ç�ætî �#æ
A+B ÷ înã*â#ê^ædâ ä ê-ãCà�â ä â ä â#àeînã¡à�è/æ�á�ç�æ�íõá*énédà�íõá�ç�æ

è�à
D

ë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ¡GÛ

⇒
�bÛ(®'­ �

D
»U�R�/�RÏD����ÏD���º�<��Ð

(S)
¶ ���.�.�������.�:ª<�b���b�º�/�����.� ¡�¸ ÌM¸©¡5 

Á��b§�������ª^»D�
D =

⋂

M∈MDM

¸ ¹��<��ªy�WY ¶ ÏO�y���.��ªy�b���b�.�.�����º� ¡b¸ Ì3¸ ÌM¶ �bÆb�=���.�D�y���.�¾ÏD���bÏD���º�
¨U�D�©�^��Á��y�����TÆb�y�D�<�������$ÇRª<�b�����y� ¿ ���È�º�ÕN ¿ ���.ª^»D�

M ∈ M
¸

�bÛ
⇒
±�Û(®�­ �.�

A
¿ �ë�.�D�y���.�ÈÏD���bÏ=���.��¨D�D�º����Á$�<������Æb�<�D�y�������á�D�

D
�Ñ§��.�

M ∈ Mªy���Ò���y�D�<�����
A
¸�� ���.�.�È�D�(¨U�D�.¬<�.�b�=�Ö�D�

M
�<§��º§���� ¿ �á�º�D�«���.��¨D�D�º����Á$�<�����ÖÆb�<�D�y�������

B
¶ �^���º�Zª^»D�

M
Ç}�·Ó ¿ �D�ºªy�*Á$��§�§��.Á$���.��ªy�b�����<�D�y�����

B
¸
A+B

Ç ¿ �R�.�=�«���º�'¨U�D�©�^��Á��y�����
Æb�<�D�y���������y�

M
ÇR�wÓ ¿ �=�.ªy��Á$��§�§��.Á$���º��ª^»D�	�.�uªy���Ò���.�<�D� ¸

�b³



±�Û
⇒
¡GÛ(® ¤��Åªy���D�D�.¬<�.�b�=� ±bÛ �ºÁ$ÏD�º�.ªy�0ª^»D�0��Æb�D���.�D�y���.�ÑÏD���bÏD���.�É¨U�D�©�^��Á��y������Æb�<� ¢

�y�������0�D�
D
Ç�ªy�b�����y� ¿ ���É�º�MN ¿ ���ºª^»D�

M ∈ M
¸ ���mªy�����b�º�/�����.� ¡b¸×ÌM¸ Ì Á$��§�������ª^»D�

D =
⋂

M∈MDM

¸ Â ¿ �.�=�D� ¶ ÏO�y�*�º�%ªy�����b�º�/�����.� ¡�¸ ÌM¸©¡5 =¶
D
»D���.�ÖÏD���bÏ=���.�(�^Ð

(S)
¸

�

) û:úµû�����!=ú�ÿÀû �#Þ � Þ�� � ÞOßZæ ä â è/ã*íÙà�â#àeãAè�à ¢ ø9® þ9æ ø D �JáÔç.á¢ù ø ãnù ø àeædê�j (S)
æúé æ

A

÷0ä â à�è/æ�á�ç�æ � â#à�êeá�íåædâ#ê^æ�
/ædâ©æ ø á�ê^ãMè�à
D ö ê�á�ç�æ î �#æ

A ÷ înã*â#ê^ædâ ä ê-ã é ã*ç�ã à�â ä ââ ä íåæ ø ã � â#à�ê-ã=è�àHà�è/æ�á�çûà
M1,M2, . . . ,Ms ∈ M ö á�ç�ç�ã ø á M1,M2, . . . ,Ms

é ã*â©ãP
�çûà
ä â#àeîdà;à�è/æ�á�çûàlíõá*énédà�íõá�çûà;è�à

D
î �#æÙînã*â#ê-ædâG
/ã*â©ã

A
ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­M¿ ÏDÏ"���D�/��Á���ª^»D�
N
§��/� ¿ �ë�.�D�y���.��Á$��§�§��.Á$���º�$�D�

D
¶
N /∈

{Mi}
s
i=1

¶ �$§��/�
y ∈ N − (

⋃s
i=1Mi)

¸$� �.�º�b���È�wÓÔ�º�D�«���.�
B = A + (y)

�D�b�áÇ�ªy�b� ¢
���<� ¿ ���$�.���D�<§�§ ¿ �

M ∈ M
¸ Â ¿ �.�D�=�

B = D
�
A
�=�b��ÇRª<�b�����y� ¿ ���È�º�

N
¸

�

© �9�Q�3ú��J!DþÒÿ@ûOø+� �#Þ � Þ�� 6 ÞOßZæ�
 ä æ=è8á�ç�ê^ænã ø ædíõá � ëk»�ë �$� î �#æúé æ
D ÷¢ä â è/ã*íÙà�â#àeãAè�à

¼¢æ�è/æ ½*à�â�è ö á�ç�ç�ã ø á D �JáÔç.á¢ù ø ãnù ø àeædê�j (S)
æÙç�ÿ ä â#àeî�á S �^ø ádù8ù ø æné ædâ#ê�á��:àeã*â©æ¤è�à

D ÷
⋂

λDMλ
ö è/ã]
�æ

{Mλ} ÷ ç�ÿ à�âJédàeædíåæÕè�à�ê ä ê�ê(à�
�çûàCà�è/æ�á�çûàtíõá*énédà�íõá�çûàCè�à
D

ë ¢ ã*àeî �;«
{DMλ

} ÷ ç�ÿ à�âJédàeædíåæ¤è�à�ê ä ê�ê�àaà;é ã]
 ø á�â©ædç�çûà�è�à¹
*á�ç ä êeá��:àeã*â©æ¢è�à
D

â©ã*âa ná�â�á�çûà ö D =
⋂

λDMλ
÷nö à�â9þQá�ê(ê�à ö ç�ÿ ä â#àeî�á ø ádù8ù ø æné ædâ#ê�á��:àeã*â©æ£è�à

D
înã*íåæõà�â#ê^æ ø é æ��:àeã*â©æåè�àpé ä ã*àé ã]
 ø á�â©ædç�çûàµè�àS
*á�ç ä ê�á��:àeã*â©æOâ©ã*â= ná�â�á�çûà�ë

���
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H=Ì:Ë ¥ Û`MúÐÕÛ>ÎQÑpØX� Ñ¥ÜdÑ�N ÑtÒ=Ø�×}Û>Î

­ �/�
C
�.�3ª«��Á�ÏO���D�y�M� ¿ Á$�<���Dª<�bÁ�ÏD�.�<§�§�� U

C
Ç ¿ �D�R§�ÏD��¬y�º��Á$�(�����.ªy��ªy�b���D�º§������ ¢

¬«�
d(z, w) = |z − w|

¶ �D�5¼b�
z, w ∈ C

¸	­ ��»U���D�D��ÏO�y�������������º���D�b¬<�.�b�=��§]�^���D�D�����
�D�}�º�D§��º�yÁ��Z��ÏO�y�]���}��ª^»D� ¿ §�� ¶ �=�Zªy�bÁ�ÏU�������<¬y¬«� ¶ �=�}ªy�b�D�=�y§�§��.�b�=� ¶ �D�}ªy�b��¼��y��Æ��y�D¬y���
�D��ª<�b�����.� ¿ �©�^Ð U è�ÿ ã ø áõà�â á$
*á�â#ê(àµè/ædâ©ã*ê^æ ø ædíåãAînã*â

Ω ä â ádù#æ ø ê-ãåè�à
(C, | · |)

¸
¥��U� ½À¿ �=¬y�.���D�

f : Ω → C
¶ �5¼Ò¼b�<��� ¿ �D� ½À¿ �D¬<�.�b�=�$ª<�bÁ$Ï=�.�y§�§��Ñ�D�}¼������.��ÊD�.�º�

ªy��Á$ÏD�º�y§�§�� ¶ Ï ¿ Y��<§�§��<����¼3�º§��^�È���Dª^»D�Öª<�bÁ�� ¿ �D� ½À¿ �D¬<�.�b�D���U� ¿ �É��ÏO�y�������D�
R2 �.�

R2
Ú �º�D�y�����©¨Uª«���D�D�

z = x + iy ∈ C
ªy�b�ñ�/�Åªy�bÏDÏ=�/�

(x, y) ∈ R2
Û � N ¿ �.�=�D�&§��

ÏO�������yÊDÊO��ÏU�����/�������D�O�D�W�"�y���y�D¬<�/��ÊD�º�.�©�^Ð��D�
f
�&�D�OÁ$�������.ªy�HÁ���ª<�bÊD�.���U�R�D�

f
¸}� ÓÔ���º�����

ÏU���]�����º�
C
Ú ���=�W�"�y���<�D¬«���=�

R2
Û ¼3�ZÇ��D�<¨D�D�º��� ¿ �ÉÏD���3�D���������U�µ� ¿ �����.����� ¿ �?N ¿ �

»U�u§��<�D§��$ÏU�����.�������D������Ï=Ï"�b�]���u�.�=ªy���<Á$�<���^���º���R�D���D�y���º¼���ÊD�º�.�©�^Ð ®
ÝÕ�8IZø�ÿ@þÒÿÀûOø�� � Þ��#Þ(�#Þ¤ì�â�á�þ ä âG�:àeã*â©æ f : Ω → C

édà+è�àeînæOô^:(ô^? ôJó��m7"ãO<©ò�ó�ï-n^7Â¨8ï-:(ò
�Tï^ðA4&ò�ðZ48ôi0�ô^?_B`:(ò$4648ôm�0ï^ðA33ðiBZ33ðHñnô

z0 ∈ Ω ö é æúænédà�édê^æCà�ç�çûà�íÙà�ê^æOè/ædç ø ádù8ù#ã ø ê-ãà�â©î ø ædíåædâ#ê�á�ç�æ
lim
z→z0

f(z) − f(z0)

z − z0
.

� â ê�á�çCî�á*é ãMænéné ã édà[è/ædâ©ã*êeá înã*â
f ′(z0)

ã înã*â df
dz

(z0)
ë
f

édà[è�àeînæ0ôY:(ô^? ô?ó[�t7 ã
<©ò�ó4ï-nY7Ã¨&ï-:�òD�Tï^ðÄ48ò�ðZ48ôD0�ô^?_B`:(ò$4648ôm� à�â

Ω ö é æDç�ã ÷ à�âMã�
�â#à�ù ä â#ê^ãåè�à
Ω
ë

���D�D�ºª^»D�y���yÁ��$�.�Öªy�.��§�§��	�=�%� ¿ �����R�.� ½À¿ �=¬y�.���D�%�b�º�bÁ$��� ½ ���º�
Ω
ªy���

H(Ω)
¸

�bÌ



© �9�Q�3ú��J!DþÒÿ@ûOø+� � Þ��#Þ � ÞúßZæ
f ∈ H(Ω)

æ
g ∈ H(Ω) ö á�ç�ç�ã ø á f + g ∈ H(Ω)

æ
fg ∈ H(Ω) ö édà�
�æ ø à � î�á�þQá/îdà�çûíåædâ#ê^æ¢î �#æ

(H(Ω),+, ·) ÷}ä â á�â©ædç�ç�ã�ë
ÝÕ�8IZø�ÿ@þÒÿÀûOø�� � Þ(�#Þ � Þ�.+æµþ ä âG�:àeã*â#à�ã*ç�ã*íåã ø þ9æ[à�â"ê ä ê�ê-ã£à�çJù�à�á�â©ã¢édàµè�àeînã*â©ãÙï^ðlñ�ò�ó ò öæ¤è/ædâ©ã*ê^æ ø ædíåãÙç�ÿ á�â©ædç�ç�ãõè/ædç�ç�æµþ ä âG�:àeã*â#àlà�â#ê-æ ø æ¢înã*â_ÅDë

2}�:�/�M��ÿ-B

•
¹��y�

n ∈ N
¶
n ≥ 1
¶ �.� ½À¿ �D¬<�.�b�=��ªy�bÁ�ÏD�º�y§�§��Ö�D�"¼������/��ÊD�.�º�&ª<�bÁ$Ï=�.�y§�§��

z → znÇR�.�����y�����R�.��§]���<§�§��È��ªyªy���D�	Ï"�<�*�bÆb�D� ½À¿ �D¬y�º�b�D�TÏO�b�.�º�D�bÁ��/���º�
f : C → C

¸
• f : z → 1

zn

ÇÈ�b�º�bÁ$��� ½ ���.�
{z ∈ C : z 6= 0}

ÏO�y����Æb�D�¾�U��� ¿ �����º�
n ≥ 1

U
�º�ãÆb�<�D�y�����.�$§��

f1, f2 ∈ H(Ω)
¶ ���.�º�b��� f1

f2

Ç$�D�<¨D�D�º�����y�X���.�bÁ��b� ½ ���º�ã�bÆb�=�
��ÏO�y�]���uªy���Ò���y� ¿ ���È�D�<��§��������b�º�D§��º�yÁ����D�yÆ��.�

z ∈ Ω
�����.�"ª^»D�

f2(z) 6= 0
¸

•
¤�� ½À¿ �D¬<�.�b�D�Ñ�<§�ÏO�b�D�y�=¬y�/���.�ÑÇ ¿ �U� ½À¿ �D¬y�º�b�D�Ñ�.�����<��� ¶ �.�Å§]���y§�§��á¼����.�ÑÏ"�<�u�.�
½À¿ �=¬y�.���D�=�����.Æb���D�bÁ��<�����.ª^»D�

sin z
�

cos z
�*ÏO�y�}�º� ½À¿ �D¬<�.�b�D�M�.ÏO�y��Ê"�b�º�.ª^»D�

sinh z�
cosh z

¸
•
� �/��Á����b��� ¿ ���<§��<Á$ÏD�º���D� ½À¿ �D¬<�.�b�D�[ªy�bÁ�ÏD�º�y§�§����D�Ò¼������.��ÊD�.�º�}ªy�bÁ�ÏD�º�y§�§����D�b�
�D�<���©¼���ÊD�.�º� ¸�­ �/�

f(z) = z̄
¶ �=�G¼����/��ÊU������� ¶ ª<�bÁ����%Ó ¿ §���ª<�bÁ ¿ �=� ¶ �D�<�D�����È�.�

ª<�bÁ$Ï=�.�y§�§�� ªy�b�D� ¿ Æ������ ¸ � §�§��y�]¼M�.��Á�� ª^»D�0§��
f
Ç��D�y���º¼���ÊD�º�.���.�

z0
¶ ���º�.�b���

ª<�bÁ ¿ �?N ¿ ��§��*§�ªy�<�.Æ�� ¿ �U�É§ ¿ ªyª<�y§�§��.�b�=�0�D�7� ¿ Á��y���*ªy�bÁ�ÏD�º�y§�§��
zn → z0

¶ §��
»U� f(zn)−f(z0)

zn−z0
→ f ′(z0)

¸ ² �º§�§��.��Á��
z0
�Åªy���D§��º�D�y���/��Á��X�.�É§ ¿ ªyª<�y§�§��.�b�=�

zn = z0 + 1
n

�
wn = z0 + i 1

n

¸¾­ �O¼b�<���º¨Dª«���ºÁ$Á��y�D�.���^��Á$�<�Ò���*ª^»D�
zn → z0

¶
wn → z0

�
z̄n − z̄0

zn − z0
= 1,

w̄n − z̄0

wn − z0
= −1.

� �úN ¿ �y§�����§��<Æ ¿ ��ª^»=���/� ½À¿ �D¬<�.�b�D�
z → z̄

�D�b��Ç&�D�y���º¼���ÊD�º�.�*�.�È���.ª ¿ �ÈÏ ¿ ����� ¸

­ �
f : Ω → C

ÇT�D�<���º¼���Ê=�.�.���.�
z ∈ Ω
¶ ���.�º�b������ÊDÊD�.��Á$��ª^»=�

f ′(z) = lim
h∈R,h→0

f(z + h) − f(z)

h
= lim

h∈R,h→0

f(z + ih) − f(z)

ih
.
Ú �M¸©¡b¸©¡GÛ

�£�bÁ��$�=�<�����0ÏD���yª<�y�D�<�Ò���yÁ��y����� ¶
f
Ï ¿ Y0�y§�§��<���È¼3�.§]�^�Ñªy�bÁ�� ¿ �U� ½À¿ �D¬y�º�b�D���U� ¿ �

��ÏO�y�]���Ö�D�
R2 �.� R2

¶ �º�D�y�����©¨Uª«���D�D�
z = x+ iy

ª<�b���/�Rªy��ÏDÏD�/�
(x, y)

�y�È�O¼����º�b���U�D�
��Í



f
ª<�b�

(u, v)
¶ Ú �D�5¼b�

u ≡
���

f
�
v ≡
��Á

f
Û(¶ ªy��§��.ª<ª^»DÃ

f(z) = u(x, y)+ iv(x, y)
¸ ���

�^����ªy��§����.� Ú �M¸º¡�¸º¡GÛ �.Á�ÏD�º�.ª«�Öª^»=�Ö�.� ½À¿ �D¬<�.�b�D�
u
�
v
��Á$Á��<�����b�D���D�<���º¼�������ÏD����¬<�/���º�

�Rª^»D�
f ′(z) = ux(x, y) + ivx(x, y) = vy(x, y) − iuy(x, y) ,

Ú �M¸©¡b¸×�bÛ
�R� ¿ �?N ¿ �	ª^»D�

ux(x, y) = vy(x, y) e vx(x, y) = −uy(x, y) .
Ú �M¸©¡b¸Ô±�Û

Õ����.�%�QN ¿ ��¬y�º�b�D��§��b�D���D�����Tª<�bÁ��ú��� ���Üý�!DþÒÿÀûOø�ÿ£ü�ÿ ) !Uý�'*)ÂÆ E L�ÿ��/�M!Dø�ø ¸
���D�b�©����� ¶ §��

w = h + ik
¶ �U���.�.� Ú �M¸©¡b¸×�bÛ � Ú �M¸©¡b¸Ô±�Û §��<Æ ¿ �	ª^»D�

f ′(z)w = (uxh− vxk) + i(vxh+ uxk) = (uxh + uyk) + i(vxh+ vyk) ,

���<�/��¬<�.�b�=��ª^»D��������Á��º���R�·Ó �.�D�<�Ò���º¨Uªy��¬y�º�b�D�	�D�
C
ª<�b�

R2 Ï ¿ Y��y§�§��<�������º§�ª<���º���^��ªy�bÁ��§��<Æ ¿ � ®
f ′(z)w =

(

ux uy

vx vy

)(

h

k

)

≡
∂(u, v)

∂(x, y)

(

h

k

)

Â ¿ �.�=�D� ¶ é æ
f ÷ è/æ ø à�
*át :à�ç�æ&E�à�â é ædâJé ã înã*í¡ù�ç�ænéné ã � à�â

z ö á�ç�ç�ã ø á ç�ÿ ádù8ù�çûàeî�á��:àeã*â©æ
(x, y) → (u, v) ÷ è�à ºOæ ø ædâG�:à�át :à�ç�æúà�â

(x, y)
¸ou �.ª<�<¼b�<��§�� ¶ �.��N ¿ ���������y§��yÁ�ÏD�.���D�<�.�.�

ÏU��Æ��.�U�	ÏD���<ªy�y�=�y�����TÁ��b§������	ª^»D�¢ç.áÙâ©ã��:àeã*â©æ}è�àHè/æ ø à�
*át :à�çûà�êkj¢à�âÕé ædâJé ã£înã*í¡ù�ç�ænéné ã ÷ù�à�Ç¥þ9ã ø ê-ætè/ædç�ç.áDâ©ã��:àeã*â©æ¥è�à3è�à ºOæ ø ædâG�:à�át :à�çûà�êkjDè/ædç�ç�ÿ ádù8ù�çûàeî�á��:àeã*â©æaá*éné ã îdà�á�êeá
(x, y) →

(u, v)
® �.� ½ �µ�����m�/� ½À¿ �D¬<�.�b�D�

(x, y) → (x,−y)
ÇÈª^»=�/������Á$�<�����È�=�W�"�y���<�D¬y�.��ÊD�º�.��§ ¿

R2
¶ ÁÈ���.� ½À¿ �D¬y�º�b�D�Tª<�bÁ$Ï=�.�y§�§������Ñ�y§�§�����§�§��Mª<�/�����

f : z → z̄
¶ ªy�bÁ���¼3�.§]��� ¶ �=�b��Ç

�D�<���º¼���Ê=�.�.���.�����.ª ¿ �ÑÏ ¿ ����� ¸
­ � ¶ �º�Ò¼��yª<� ¶ §���»D�áª^»D�

(x, y) → (u, v)
ÇÑ�D�.�Ü�<���<�D¬y�.��ÊD�.�º���.�

(x, y)
�Ñ§��

u�
v
§��3�D�D�.§ ½ ���D�ë�.�Å�:N ¿ ��¬y�.���D���=���7� ¿ ª^»8� ¢ ���º�yÁ$���D�B�U����� �U���.�º� Ú �M¸©¡b¸×±bÛ(¶ ���º�.�b���

f(z) ≡ u + iv
Ç��=�y���©¼���ÊD�.�º���º�

z = x + iy
U �º�0�^���'ª«��§��Ñ�.� ½ �µ����� ¶ §��

w = h + ik
¶

ÏO�y���/���D�.�Ü�<���y�=¬y�/��ÊD�.�º�º�^Ð
(x, y) → (u, v)

�	ÏO�y�*�º� Ú �M¸©¡b¸Ô±�Û(¶ §���»U�

f(z + w) = f(z) + (uxh+ uyk) + i(vxh+ vyk) + o(w)

= f(z) + (uxh− vxk) + i(vxh+ uxk) + o(w)

= f(z) + αw + o(w), con α ≡ ux + ivx� Ê=ÊD�/��Á���� ¿ �JN ¿ ���D�ºÁ$��§������������.�Ö§��<Æ ¿ �y������ÏD���bÏ"��§��.¬<�.�b�=� ®

��Ë



�	úµû��}û��«ÿÀþÒÿ@ûOø+� � Þ��#Þ 6 Þ�¼úá�ê^æúè ä æµþ ä âG�:àeã*â#à (x, y) → u(x, y) ö v(x, y) ETæ�è£à�è/ædâ#ê�à �
� î�á�â�è/ã

R2 înã*â
C ö á*éné ã îdà�á�â�è/ã=á

(x, y)
à�çZâ ä íåæ ø ãåînã*í¡ù�ç�ænéné ã

z = x+ iy
� ö înã*â �è�à��:àeã*â©æúâ©ænînænéné:á ø à�á æúé ä üýîdàeædâ#ê-æ¢áTü â©î �;«úç�ÿ ádù8ù�çûàeî�á��:àeã*â©æ

z → f(z) ≡ u(x, y) +

iv(x, y)
è/æ � â#à�é î�á ä â�áOþ ä âG�:àeã*â©æõã*ç�ã*íåã ø þQáAà�â

z = x + iy ÷ î �#æ
(x, y) → (u, v)édà�á=è�à ºOæ ø ædâG�:à�át :à�ç�ætà�â

(x, y)
æDî �#æ�à�âÔêeá�ç�ù ä â#ê^ãO
*á�çs
8á�â©ãDç�æ}æ � ä á��:àeã*â#à�è�à¹Èµá ä î �GÉ �Êtàeædíõá�â#â è8á�ê^æúè8á�ç�ç�æ¡E � ë � ë ��� ë

­ �<ÊDÊO�y�D�&�/�T�D�.§�ª ¿ §�§��º�b�D�&��ÏDÏO�y�U� ½ �������TÏ"�b§�§�� ½ ���¾Ï"�<�D§������&ª^»=�&�wÓ×���D���.�º§��=�=�y�.�º�
½À¿ �D¬<�.�b�=��ª<�bÁ�ÏD�.�<§�§����D��¼������.��ÊD�.�º�Tªy�bÁ�ÏD�º�y§�§��$§��/�����U���º�bÆ��u�£N ¿ �<�.�/�u�D�<�.�.� ½À¿ �D¬<�.�b�=�
�D�'¼������/��Ê=�.�.�R���«���º� ¶ �=�y�.�º��§�� ¿ �D�º���D�y�º�.� ½À¿ �D¬y�º�b�D���b�.�bÁ��b� ½ ����Ï=ÏU���.���D�È§]�������b���D�º�U�����
½ �y�=�bÁ$�<�D� ¶ ���u�y§��<Á$Ï=�.� ¶ �(¼3�.�D�<�D¬y�º�y���<Á$�R�º� ½ �������Tª^»D� ¿ �D� ½À¿ �D¬y�º�b�D�7�b�º�bÁ��b� ½ ���.� ¿ �
��ÏO�y�]���

Ω
�D�

C
Ç�����ÏDÏD���y§��y���^��Ê=�.�.��ªy�bÁ�� Ø §��<���º���D��ÏO�����<�D¬y�ÝÙ��=�y�.�wÓÔ�º�����b���D�$�=���bÆ��D�

Ï ¿ �������D�
Ω
¸ ���D�º¬y�/��Á$����ª<�b�D§��.�D�<������� ¶ ���.�º�b��� ¶ §��y���º���D�ZÏO�����<�D¬y�u�º�Éª«��Á�Ï"�Èªy�bÁ ¢

ÏD�º�y§�§�� ¶ �5¼Ò¼b�y���È§��y���º�T�D�y�º�/� ½ �b��ÁÈ� ∑
n an(z − z0)

n
¶ ªy�b�

an
¶
z0
� ¿ Á��y���%ªy�bÁ�ÏD�º�y§�§��

�
z
¼������/��ÊD�º�.��ªy�bÁ�ÏD�º�y§�§�� ¸ R

ÝÕ�8IZø�ÿ@þÒÿÀûOø�� � Þ��#Þ�	ZÞ¤ì�â�á·þ ä âG�:àeã*â©æ f : Ω → C
édà+è�àeînæ�7�ð�7>:�ï-ñhï�0C7"ï^ðË33ðlB`33ðlñ�ô

z0 ∈ Ω ö é æÕænédà�édê-æ ä â�á é æ ø àeæ£è�àHù#ã*ê-ædâG�*æ ∑∞
k=0 ak(z − z0)

k î �#æAînã*â;
�æ ø 
/æ£á*éné ã �ç ä ê�á�íåædâ#ê^æ¤ù#æ ø |z − z0| < r ö ù#æ ø � ä á�ç�î �#æ r ∈ R ö r > 0 ö æAê�á�ç�æ î �#æåédà¡át � :à�á
f(z) =

∑∞
k=0 ak(z − z0)

k ö ∀z ∈ D(z0; r)
ë
f

édàCè�àeînæ§7#ðS7;:�ï-ñ-ï�0C7 ï^ð
Ω

é æ
f ÷á�â�á�çûà�ê�àeî�á£à�âMã�
�â#à�ù ä â#ê-ãåè�à

Ω
ë

¤���§��yÆ ¿ �y������Ï=���bÏO�b§��º¬y�º�b�D�Èª<�£�D�ºªy�$ª^»D��§��b�=�Å���U���º�º���ºª^»D�u� ¿ �������º� ½À¿ �D¬<�.�b�=�
�D�(¨U�D�º���R�U��§��y���.�T�D��ÏO�����<�D¬y� ®
�	úµû��}û��«ÿÀþÒÿ@ûOø+� � Þ��#ÞWF3Þúß�à�á

a ∈ C
æ
f(z) =

∑

k≥0 ak(z − a)k ä â�áMé æ ø àeæ è�à
ù#ã*ê^ædâG�*æCînã*â;
�æ ø 
/ædâ#ê^æ¥á*éné ã*ç ä êeá�íåædâ#ê-æ�â©ædç�è�à�é înã[ádù#æ ø ê^ã D(a; r)

ù#æ ø � ä á�ç�î �#æ r > 0
ë

�¡ç�ç�ã ø áúç.á·þ ä âG�:àeã*â©æ¥ç.á;þ ä âG�:àeã*â©æ f : D(a; r) → C
è/æ � â#à�êeá¤è8á�ç�ç.áOé æ ø àeæ ÷ á�â�á�çûà�ê�àeî�á8ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ � �b��Ç����y§]�����©�����º¼b��§ ¿ Ï=Ï"�b������ª^»=�
a = 0
¶ �CN ¿ �.�D�=�Üª^»D��§��Ü��ÊDÊD�/�

f(z) =
∑

k≥0 akz
k �º� D(0; r)

¸'­ �/�
z0 ∈ D(0; r)

�£§��/�
s > 0

�����.�[ª^»D�
|z0|+s < r

¸
­ ª<���º¼3�.��Á$�

z = z0 + (z − z0)\h§>m9m9g
_dkaiT`:c(i�~�`4_>z(ih|eg�i�o g9�4bdc(ih`*fhi
f(z) =

∑

n an(z−z0)
n
shbd`9mdiT|({Qih`:c(i#g
`·~*`·o gxz(shb>_w��ih|(c(b

D(z0; r) = {z ∈ C : |z − z0| < r}
�J�4iT|·´:~*_wqxs�u�i

r ∈ R
�
r > 0

�Jo iyÌ*`*g
zes-i¥~�`4_¡r@~�`�fhg
bd`*ito�_
D(z0; r) ⊂ C

g
`
C
� bnm9mQih|eb�~�`4_·r@~*`�fhg
bd`�iµshbdkp��q
iTzez(_ao g&mn_d|(gx_wv�g
q
iHshbdkp��q
iTzez(_*�

±b 



�[N ¿ �.�D�=�
zk = [z0 + (z − z0)]

k .
¹���§�§��.��Á���ÏO�y�]�^�������$���.§�ª<���©¼b�y���

f(z) =
∑

k≥0

ak

[ k
∑

j=0

(

k

j

)

zk−j0 (z − z0)
j

]

.
Ú �M¸©¡b¸�
ÒÛ

­ �
|z − z0| < s

���.�º�b���
|z0| + |z − z0| < r

�AN ¿ �.�D�=�[�.��§��<���º� Ú �3¸º¡b¸�
ÒÛ ªy�b��¼b�<��Æb�
��§�§��b� ¿ �^��Á��y�����0�0ÏO�b§�§��/��Á$� §�ª«��ÁÖÊD�/�������·Ó �b���D�º�D�Ñ�D�y�º�/�á§��bÁ�ÁÈ�µ���b���/� ¶ �������y�D�<�D�D�
ª^»D�	�/��§��<���º�

∑

j≥0

[

∑

k≥j

ak

(

k

j

)

zk−j0

]

(z − z0)
j

Ú �M¸©¡b¸×³bÛ
ªy���Ò¼��y��Æb�Ö��§�§��b� ¿ �^��Á$�<�Ò���R���

f(z)
Ï"�<�

|z − z0| < s
¸

�

¤��T�D�(¨U�D�º¬y�.���D� �M¸©¡b¸©¡ � �M¸º¡�¸ ³ §����D�u�:N ¿ �º¼����º�y����� ¶ �D�<��§��<�D§���ª^»D� ä â�átþ ä âG�:àeã*â©æ
f : Ω → C ÷ ã*ç�ã*íåã ø þQá¢à�â

Ω
é æ ö æ�é ã*çûêeá�â#ê^ãúé æ ÷ á�â�á�çûà�ê(àeî�á¤à�â

Ω
¸¾� Á��<�����y���yÁ����.�

�D�ºÁ$�b§]������¬y�º�b�D�¾ªy�bÁ�ÏD�º�<�^���D�Ò�^���º� ½ ������� ¶ �.� ½ �������3Á��y�������£�=�.Á��b§����������[�wÓÔ�ºÁ$ÏD�º�.ªy��¬y�º�b�D�
Ø ���U���.�©���ºª«�

⇒
�b�.��Á$�b� ½ �µÙ&ÇRÏD� ¿ �����b§]���u§��<Á$Ï=�.�.ª<� Ú �	§��<Æ ¿ �	�D�y��ÏD���b§�§��.Á������<�b���<ÁÈ� ÛÝ¶

�/�T¼3�/�TÏD���$ÊD���<¼���ÏO�y�m�D�.Á��b§����������*�.�D¼3�.ª<�<¼��y��§���Ç�N ¿ �y�º�/�R�D� ¿ ���º�.�º¬y¬«�����*�.�M���y�����yÁ$�R�D�
�7� ¿ ª^»8� Ú ¯×�M¡<´·¶ ÏD��Æ ¸m��±�
�Û(¶ ª^»=�	ª<�b�D� ¿ ªy�	��� ¿ �%Ó �.Á�Ï"�����^���Ò��������ÏDÏD���<§��<�Ò����¬y�º�b�D�R�.� ¢
���<Æb�����.���=�y�.�º� ½À¿ �D¬y�º�b�D�O�b�.�bÁ��b� ½ � ¸ Â[�.§���Æb�D�y���yÊDÊO� ¶ � ¿ �?N ¿ � ¶ §�¼3�º� ¿ ÏDÏD����� ¿ �U�����<�b���.�
�D�<�.�·Ó �.�����yÆb����¬y�º�b�D�*�D�<ªy�y§�§������/�Ö�[N ¿ �y§]���Ö§�ªy�bÏO����ªy�WY	¼������:�D�:�/ÐT�D�y�O�D�b§]�������bÊD�º�<����� ¢
¼b�ÈÏD���º�Dªy�ºÏU���.� ¶ ª^»D��ÇúN ¿ �<�.�.�u�D� ¿ �=�È§�� ¿ �D�º�$�D�<�.�.�u§]��� ¿ ��� ¿ ���$���.Æb�<ÊD���ºª«���D�<�.�·ÓÔ���D�<�.�º�
�D�<�.�.� ½À¿ �D¬y�º�b�D�%�º�Ò���y��� ¸
� �Òû:ú���� ! � Þ���Þ � ÞúßZæ

f ÷ á�â�á�çûà�ê�àeî�á à�â
Ω ö á�ç�ç�ã ø á f ÷ ã*ç�ã*íåã ø þQá à�â

Ω
æ�è
f ′ ÷

ø ádù8ù ø æné ædâ#ê�át :à�ç�æCíåæ�è�à�á�â#ê^æ�é æ ø àeæOè�à?ù#ã*ê-ædâG�*æCà�â
Ω
ë ¢ à�Çúù ø ænîdà�é:á�íåædâ#ê-æ ö édà�á a ∈ Ω öé æ¥ù#æ ø z ∈ D(a; r)

f(z) =
∞
∑

k=0

ck(z − a)k ,
Ú �M¸©¡b¸���Û

ù#æ ø ê�á�çûà
z
édàZ�JáÕá�â©î �#æ

f ′(z) =

∞
∑

k=1

kck(z − a)k−1 .
Ú �M¸©¡b¸×ÌbÛ

±=¡



ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ7¤���§��y���.� Ú �3¸º¡b¸���Û ª<�b��¼b�y��Æb���º�
D(a; r)

U �.�"ªy���©���<���.�u�D�<�.�.�Ö�����D�ºªy�
Ú ¯Ô�b�µ´w¶Ü�M¸
�bÛ Á��b§�������ª^»D�Ö���=ª^»D�Ö�/�u§��<���º� Ú �3¸º¡b¸×ÌbÛ ªy���Ò¼��y��Æb���.�Ñ�^���º���=�.§�ª<� ¸ ¹��b�=�/��Á��
a
�T  Ú §��<�D¬«�ëª^»D� ª<��Y �.Á�ÏD�º�.ª^»D�&�D�y§�§ ¿ �U�ë���<§������.¬<�.�b�D� Û(¶ �Å�º�D�D�.ª^»=�/��Á��>�/�X§��bÁ$Á$�
�D�<�.�/��§��<���.� Ú �M¸©¡b¸×ÌbÛ ª<�b�

g(z)
¸T² �º§�§��/��Á�� ¿ �

w ∈ D(0; r)
�Ö§�ª<�yÆb�º�/��Á��

ρ
�����.�	ª^»D�

|w| < ρ < r
¸

­ �
z 6= w

¶ ��ÊDÊD�/��Á$�
f(z) − f(w)

z − w
− g(w) =

∞
∑

n=1

cn

[

zn − wn

z − w
− nwn−1

]

.
Ú �M¸©¡b¸ÔÍ�Û

� ¼b�	Ï"�<�
n
�Ö¡b¶ �wÓÔ�<§�ÏD���y§�§��.�b�=�R������ÏU�����y�����<§���Ç  =¶ Á��y�������	ÏO�y�

n ≥ 2
Ç ¿ Æ ¿ ���.�R�

(z − w)

n−1
∑

k=1

kwk−1zn−k−1.
Ú �M¸©¡b¸ÔË�Û

­ �
|z| < ρ

¶ �.�"Á$�3� ¿ �º���D�y�º�/�Ö§��bÁ$Á$�Ö�.�
(2.1.9)

ÇTÁ$�º�D�b���T�D�
n(n− 1)

2
ρn−2 ,

ªy��§��.ª<ª^»DÃ
∣

∣

∣

∣

f(z) − f(w)

z − w
− g(z)

∣

∣

∣

∣

≤ |z − w|
∞
∑

n=2

n2|cn|ρ
n−2.

Ú �M¸©¡b¸º¡« �Û
¹����.ª^»DÃ

ρ < r
¶ N ¿ �y§]�«Ó ¿ �º���.Á$�É§��y���.��ª<�b��¼b�y��Æb� ¸ Â ¿ �.�D�=�7�.�7Ï=���.Á��ÉÁ��yÁÖÊD���Å�D�y�º�/�

Ú �3¸º¡b¸©¡5 �Û ���y�D�=�ã�   ÏO�y�
z → w

¸ Â ¿ �<§����F§��ºÆb�D�º¨Dª«�>ª^»D�
f ′(z) = g(w)

¶ �Å�.�
�D�ºÁ$�b§]������¬y�º�b�D��ÇRªy��§��Zªy��Á$ÏD�º�<��� ¸

�

© �9�Q�3ú��J!DþÒÿ@ûOø+� � Þ��#ÞWK3ÞlßZæ
f ÷ á�â�á�çûà�ê(àeî�á�à�â

Ω ö ù#ã*àeî �;« f ′ é ã:è8è�à�é�þQáCç�æ;édê^ænéné æ·à
ù#ã*ê-ænédà
î �#æOé ã:è8è�à�é�þQá=ç.á

f ö à�çZê-ænã ø ædíõá[ù ø ænînæ�è/ædâ#ê^æaù ä;� ænéné æ ø æDádù8ù�çûàeî�á�ê^ãõá8è
f ′ ë��Dæ}é æ�
 ä æî �#æ ö à�â ä â à�â#ê-ã ø â©ã0è�à

a ∈ Ω ö f �Já è/æ ø à�
*á�ê^æ£è�àpê ä ê(ê�à	
�çûàCã ø è�à�â#à ö î �#æAîdà�á*é î ä â�áè/æ ø à�
*á�ê�á ÷Aø ádù8ù ø æné ædâ#êeát :à�ç�æÕè8á ä â�á é æ ø àeæÔè�à;ù#ã*ê-ædâG�*æ æ î �#æõé æ�
*á�ç�æÕç.á
(2.1.6) öá�ç�ç�ã ø á

f (k)(z) =

∞
∑

n=k

n(n− 1) · · · (n− k + 1)cn(z − a)n−k.
Ú �M¸©¡b¸º¡�¡GÛ

¼úá � ä ænédê�ÿ ä çûê�à�íõáõédàµè/æ�è ä înæ¤î �#æ
k! ck = f (k)(a)

Ú �M¸©¡b¸©¡G�bÛ
înã*â

k ∈ N � înã édàeînî �;«
∀a ∈ Ω ö �y§��.§]�����<�ëÇ ¿ �D�.ªy� ç.á é ä înînænénédàeã*â©æ {cn}

ù#æ ø ç.á
� ä á�ç�æP
*á�ç�æ[ç.á

(2.1.6)
ë

±��



� ���^���·Ó �:N ¿ �©¼����.�<�D¬«� Ø ���U���º�º���ºª«�
⇐⇒

�b�º�bÁ��b� ½ ��Ù ¶ �%Ó �b�����º�ÉÏ"�b� ¶ Ï"�<�R§��yÁ ¢
ÏD�º�.ªy�©�^Ð ¶ �U�µ��� ¿ �B��ÏO�y�����

Ω ⊆ C
¶ ª<�b�

H(Ω)
�º�D�D�ºª^»D�y���yÁ�� ���Dª^»D�Å�.� ½À¿ �D¬y�º�b�D�

���U���.�º���.ª^»D���.�
Ω
¸

2}�:�/�M��ÿ-B

•
¤�� ½À¿ �D¬<�.�b�D�

f : C − {1} → C
�=�<¨U�D�©�^���U�

f(z) =
1

1 − zÇ	���U���.�º���.ªy���.�
C − {1}

�R�.�%§ ¿ �$§]¼3�.� ¿ ÏDÏ"���º�Ñ§��y���.�R�D�<�.�·Ó �b���.Æb�º�D�&Ç
f(z) =

∑

k≥0

zk

Õ����.�É§��y���.�É»U�X����ÆbÆb�.�ã�D��ªy���Ò¼��y��Æb�y�D¬y�
r0 = 1

�"N ¿ �º�D�D������ÏDÏD���y§��y���^� �/�
½À¿ �=¬y�.���D�

f
�D�y�7�=�.§�ª<�

D(0; 1)
¸ �£�b�=§��.�=�y���.��Á����b��� ¿ � N ¿ ��� ¿ �?N ¿ �ÑÏ ¿ �����

b ∈ D(0; 1) − {0}
¸�� ���º�/�È�D�ºÁ$��§�������¬y�º�b�D���D�y�º�/�ÈÏD���bÏO�b§��º¬y�.���D� �M¸©¡b¸�� §��<Æ ¿ �

ª^»D�	�.��§]¼3�.� ¿ ÏDÏ"�u�º��§��y���.�R�D�
f(z)
�.�
b
Ç

f(z) =
∑

j≥0

[

∑

k≥j

(

k

j

)

bk−j
]

(z − b)j.
Ú �M¸©¡b¸º¡«±�Û

¤���§��y���.�}������ÏD�����<�Ò���y§��/N ¿ ���D���mªy�b��¼��y��Æ��£�
(1−b)−(j+1) �µN ¿ �.�=�D���.��§�¼3�º� ¿ ÏDÏO��D�

f(z)
�º�
b
§���Ï ¿ Y�§�ªy���º¼b�<���	ªy�bÁ�� ®

f(z) =
∑

j≥0

(1 − b)−(j+1)(z − b)j

�R�.�Ü����ÆbÆ��.�Ö�D��ª<�b��¼b�<��Æb�<�D¬«�
rb
�D�©N ¿ �y§����$§��y���º�RÇ	�D�����u�U��S

1

rb
= lim

j→∞
(|1 − b|−(j+1))

1
j = |1 − b|−1

ª<�.�3Ç
rb = |1 − b|

¶ ª^»D�RÇ	�.�Ö�D�.§]�^���=¬«�u�D�
b
�U����Ï ¿ ����� ¡b¸

•
�£���D§��º�D�y���/��Á����/� ½À¿ �D¬<�.�b�=�

f : R → R
ª<�b§��}�D�(¨U�D�©�^� ®

f(x) =

{

e−
1

x2
§��
x 6= 0

0
§��
x = 0

�w� �d���&ceihbQ|(iTkp_p� � �a�*_w{¥�*�
±b±



f
»U���=�y���©¼������7ª<�b�����º� ¿ �*�D�D�bÆb�=�=�b���D�.�=�£�

f (n)(0) = 0
Ï"�<�Z�bÆb�=�

n
¸ ¹��y�]�^�������

f
�D�b�ÉÇ�����ÏDÏD���y§��y���^��Ê=�.�.���º�É§��<���º���D�ZÏO�����<�D¬y���º� ¿ �Å�.�����b���D���D�  M¶ Ï"�<��ª^»DÃ
�.��§ ¿ ��§��y���.�$�D�[Õ��9�3�.�b���.�   Ç��/��§��y���.�$� ¿ �.�/� ¸ Â ¿ �<§����0�y§��<Á$Ï=�.���D�ºÁ$��§������
ª<�bÁ$���/�Ñ�D�.�Ü�<���y�=¬y�/��ÊD�.�º�º�^Ð����·ÓÔ���U���.�º���.ª<�º�^Ð$�D�b�ãª<�b�.�=ªy�.�=�b�D��Ï"�<� ½À¿ �=¬y�.���D�¾�D�
¼������/��ÊD�º�.�&���«���.� ¸

H=ÌIH Í"ÑpÛ>Î ÓÕÎ&TÔÒÔ× �$TÔÒÕÖpÎ�M¤ÒÕÑQMDÜ�M�N M[ÛZ�4×

ÝÕ�8IZø�ÿ@þÒÿÀûOø�� � Þ � Þ���Þ}ß�à�á�â©ã
Ω ⊆ C ä â ádù#æ ø ê-ã"æ�è

f ä â�á¢þ ä âG�:àeã*â©æ£è�à
Ω

à�â
C
ë

ì+âÕù ä â#ê^ã z0 ∈ Ω
ê�á�ç�æÙî �#æ

f(z0) = 0
édà;è�àeînæ ä â©ã'p/ò�ó�ô è�à

f
ë

� �Òû:ú���� ! � Þ � Þ �FÎ �	ú�ÿ@ø�'�ÿ���ÿ@ûÅü+�/�a��úµû��@ý�ø+$�!#�M�3ø"ù5û !Uø+!#�wÿòùGÿ�'bûÐÏ�Þ;X
ß�à�á�â©ã

Ω ⊆ C ä â£ádù#æ ø ê^ã}înã*â#â©ænéné ã ö z0 ∈ Ω
æ�è
f ∈ H(Ω)

ë�.+æ;é æ�
 ä ædâ#ê(à©înã*â�è�à��:àeã*â#àé ã*â©ãÕæ � ä à�
*á�ç�ædâ#ê(à��E�à �
f (k)(z0) = 0 ö ù#æ ø ã�
�â#à

k ≥ 0
ë

E�à�à �
f ÷ à�è/ædâ#ê�àeî�á�íåædâ#ê^æ[â ä ç�ç.á£à�â ä â"à�â#ê^ã ø â©ã£è�à

z0
ë

E�à�à�à �
f ÷ à�è/ædâ#ê�àeî�á�íåædâ#ê^æ[â ä ç�ç.á£à�â

Ω
ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ
(i) ⇒ (ii)

¸¾­ �/�
f(z) =

∑∞
k=0 ak(z−z0)

k �.�T§�¼3�º� ¿ ÏDÏO�T�.��§��y���.��D�
f
�.�
z0
¸ ¹��b�ºª^»DÃ

an = f(n)(z0)
n!

, (∀n ∈ N)
¶ §��yÆ ¿ ��ª^»D�

ak = 0, ∀k ∈ N
¶ �DN ¿ �º�D�D�

f(z) = 0
�.� ¿ ���.�����b���D�u�D�

z0

¸
(ii) ⇒ (i)

�
(iii) ⇒ (i)

§��b�D�u�5¼3¼3�º� ¸
(ii) ⇒ (iii)

¸¾� �bÊDÊD�.��Á����D�.Á��b§�����������ª^»D�	�·Ó �.�D§��.�<Á$�

∆ = {a ∈ Ω : f
Ç	�º�D�y�����.ª«��Á$�<�Ò���T� ¿ �.�.�Ö�.� ¿ ���.�����b���D���D�

a}

ªy���.�Dª<�.�D�Rªy���
Ω
¸*� §�§��y�]¼3�/��Á��$ª^»=�

z0 ∈ ∆
�[N ¿ �º�D�D�

∆ 6= ∅
¸ ¹��y�]�^������� ¶ ÏO�b�ºª^»DÃ

ΩÇRªy�b�=�D�y§�§�� ¶ §�����Ðu§ ¿ P�ªy�º�y�����	�D�ºÁ$�b§]����������ª^»=�
∆
Ç���Ï"�<�����u�Rª^»D� ¿ §����.�

Ω
¸

∆
Ç	��ÏO�y�]���uÏ"�<���D�<¨U�=�.¬y�º�b�D� ¸
­ �.�

c ∈ ∆̄
¸�� �.�º�b�����<§��.§]��� ¿ �U��§ ¿ ªyª<�y§�§��.���D�

cn → c
�^���º��ª^»=�

cn ∈ ∆
¸ ���>�bÆb�=�

Ï ¿ �����
cn
Ç7¼��y���©¨Uª«�µ�^�T�/��ª<�b�D�D�º¬y�º�b�D�

(ii)
¶ �¥N ¿ �.�=�D�U���Dª^»=���.�

(i)
¶ ª<�.�3Ç

f (k)(cn) = 0ÏO�y���bÆ��D�
k ≥ 0

��ÏO�y���bÆ��D�
n
¸R� �����.�.����� ¶ �y§�§��<�D�D�Ñ�.���D�y���º¼������

f (k)(z)
½À¿ �=¬y�.���D�

�w� �d���&ceihbQ|(iTkp_p� �
�l�*_w{t�w�*�
±�




ªy���Ò���.� ¿ � ¶ §��}»U�Ñ���Dª^»D�
f (k)(c) = 0

ÏO�y�R�bÆb�=�
k
¶ ªy�º�MÇ��.�

c
Ç�§��M�D�=�.§ ½ �µ���^���.��ªy�b� ¢

�D�º¬y�.���D�
(i)
¸u� �����.�.�����È���Dª^»D���/�

(ii)
Ç�§��M�D�=�.§ ½ �µ���^� ¶ ªy�.�3Ç

c ∈ ∆
¶ �ÙN ¿ �º�D�D�

∆
Ç

ª^»D� ¿ §�� ¸
�

) û:úµû�����!=ú�ÿÀû � Þ � Þ � Þ[ß�à�á
Ω ⊂ C ä â ádù#æ ø ê^ã înã*â#â©ænéné ã�ëÔßZæ

f, g ∈ H(Ω)
înã*à�â©îdà �è/ã*â©ãÕà�â ä â à�â#ê-ã ø â©ãÕè�à ä â ù ä â#ê-ã z0 ∈ Ω ö á�ç�ç�ã ø á înã*à�â©îdà�è/ã*â©ã£à�è/ædâ#ê(àeî�á�íåædâ#ê^æ¢à�â

ê ä ê�ê-ã Ω
ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ£Â7��§��^�u��Ï=ÏD�.�ºª«�������.�:���<�b���<ÁÈ��ÏD���yªy�<�D�y���������º�/� ½À¿ �D¬y�º�b�D�
f − g
¸

�

ÝÕ�8IZø�ÿ@þÒÿÀûOø�� � Þ � Þ 6 Þ}ß�à�á
f ä â�á¢þ ä âG�:àeã*â©æAá�â�á�çûà�ê�àeî�á à�â ä â ádù#æ ø ê^ã înã*â#â©ænéné ã

Ωâ©ã*âAà�è/ædâ#ê�àeî�á�íåædâ#ê-æpâ ä ç�ç.áõæaédà�á
a ä â¤ù ä â#ê^ãúè�à

Ω
ëtß�à�á

f(z) =
∑∞

k=0 ak(z−a)
k à�ç

é ä ã¢é�
 à�ç ä ù8ù#ã¢à�â é æ ø àeæ}à�â
a
ë�Ñ�ÒxôJóC<#ï^ð·òÓ<#ï

f
ï^ð
a ÷ è/æ � â#à�ê-ã£înã*íåæOà�ç/ù�à�Ç¤ù�àeînînã*ç�ã

æné^ù#ã*â©ædâ#ê^æ
k

êeá�ç�æÙî �#æ
ak 6= 0 ö æOédà·è/ædâ©ã*êeáÔînã*â

oa(f)
ë

� �Òû:ú���� ! � Þ � ÞW	 Î �	ú�ÿ@ø�'�ÿ���ÿ@ûÅü�ÿ7ÿ@ü��3ø"ù5ÿÀù ��ü��/�����0��ý�ø�þÒÿÀû"ø�ÿ�!Dø�!#�@ÿòùGÿ('*)+�;Ï Þl�
ß�à�á�â©ã

Ω ⊂ C ä âÔádù#æ ø ê^ã¢înã*â#â©ænéné ãDæ
f ∈ H(Ω)

â©ã*âåà�è/ædâ#ê(àeî�á�íåædâ#ê^æpâ ä ç�ç.á ö á�ç�ç�ã ø áç�ÿ à�âJédàeædíåæAè/æ�
�çûà¹�*æ ø àOè�à
f ÷åä â à�âJédàeædíåæåè�à�é î ø ædê-ã ö îdàeã ÷ ê ä ê�ê(àCàté ä ã*àlù ä â#ê�àté ã*â©ã

à�é ã*ç.á�ê�à�ë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­ �/�

a ∈ Ω
¿ �D�Ñ¬y�y���Ñ�D�

f
¶ ª<�.�3Ç

f(a) = a0 = 0
¸Ö­ �.ª<ªy�bÁ��

f�D�b��ÇR�.�D�<�����.ªy��Á��y�����T� ¿ �º�/�Ö�.�ÔN ¿ ��� ¿ �?N ¿ �R�.�����b���D�u�D�
a
¶ ÏO�b§�§��/��Á$��§�ªy���©¼b�<���

f(z) =
∑∞

k=0 ak(z − a)k = (z − a)h
∑∞

k=h ak(z − a)k−h
¶

�D�5¼b�
h = oa(f) > 0

¸
¤��X§��y���.� ∑∞

k=h ak(z − a)k−h
ªy�b��¼b�<��Æb�á�.� ¿ � �º�Ò���b���=�X�D�

a
��� ¿ �U� ½À¿ �D¬y�º�b�D�

���U���.�º���.ªy�
g(z)
¸

¹����.ª^»DÃ
g(a) = ah 6= 0

¶
∃ r ∈ R

¶
r > 0,

�����.�Ñª^»D�
g(z) 6= 0, ∀z ∈ D(a; r)

¸
� �É���º�.�b���

f(z) = (z − a)g(z) 6= 0, ∀z ∈ D(a; r) − {a}
¸ Â ¿ �º�D�D�

a
ÇÈ�.§��b�/�µ���

�D�<�.�·Ó �.�=§��.�<Á$���D�yÆb�º�%¬y�<�����D�
f
¸

�

���0¼3�.�]�I���D�y��ÏD���<ªy�<�D�y�����Ö���y�b���yÁ$�$ÏO�b§�§��/��Á���ªy�b�Dª<� ¿ �=�y����ª^»D�Aç�ÿ á�â©ædç�ç�ãåè/ædç�ç�æ
þ ä âG�:àeã*â#à·ã*ç�ã*íåã ø þ9æ}à�â ä â ádù#æ ø ê^ãåînã*â#â©ænéné ã

Ω ⊆ C ÷[ä â è/ã*íÙà�â#àeãÙè�àHà�â#ê^æ�
 ø à�êkjÔæ�è
à�âåùJá ø ê(àeînã*ç.á ø æ[ç�ã ÷ (

Å
,+, ·)
¸

� � �d���&ceihbQ|(iTkp_p� � �a�*_w{t�Q� �
±�³



H=Ì[e ÔõÎQÒÕÚOMDÜ:×}Û>ÎdØX� ÓÕÑ¥ÜdÜQÑÕ�$TÔÒÕÖpÎ�M¤ÒÕÎLMúÜ�MON MDÛ`�4Ñ×Ö
�6TÔÒÕÖpÎ�MúÒÕÎËN ÑpÛZMON MDÛ`�*Ñ

ÝÕ�8IZø�ÿ@þÒÿÀûOø�� � Þ � Þ��#Þúß�à�á
Ω ⊂ C ä âÉádù#æ ø ê-ã�ë ßZæ

a ∈ Ω
æ
f ∈ H(Ω − {a}) öß�à¤è�àeînæ"î �#æ

f
�Já ä â�á&4*ï^ðg8�ô^:�7#ó�ï-ñ[Ø�ï-48ôY:�7�ñ[7 â©ædçlù ä â#ê^ã a ë ßZæ

f
ù ä;� ænéné æ ø æænédê^æné:á á8è

a
à�â"íåã:è/ãÕî �#æDç.áCþ ä âG�:àeã*â©æÙã*ê(ê^ædâ ä ê�á£édà�á ã*ç�ã*íåã ø þQáåà�â

Ω ö è�à ø ædíåãÕî �#æ
ç.áõédà�âG
/ã*ç.á ø à�êkj ÷ òm:�ï-? ï^ðS7Ã¨8ï-:(ò&ë
� �<�.�.�á�D�ºÁ$��§�������¬y�º�b�D���D�<�����y�b���yÁ$� §��yÆ ¿ �<����� ¿ ���.�º�.¬y¬<�y���yÁ�� �wÓÔ�ºÁ$ÏD�º�.ªy��¬y�º�b�D�

Ú ª^»=���D���0��Ê=ÊD�/��Á��Ö�D�ºÁ$��§���������� Û Ø
f
�b�º�bÁ��b� ½ �

⇒ f
���U���º�º���.ª«�RÙ ¸

� �Òû:ú���� ! � Þ � Þ � Þt�Aß�à�á�â©ã
Ω ⊂ C ä â ádù#æ ø ê^ã ö a ∈ Ω

æ
f ∈ H(Ω − {a})

ë"ßZæ
f ÷ çûà�íÙà�ê�á�êeáAà�â

D(a; r) − {a}
ù#æ ø � ä á�ç�î �#æ r > 0 ö á�ç�ç�ã ø á f �Já ä â�á£édà�âG
/ã*ç.á ø à�êkjædçûà�íÙà�â�át :à�ç�æ[à�â

a
ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ � �(¨U�D�/��Á$�
h : Ω → C

¶ ÏO�b�D�<�D�D�

h(z) = (z − a)2f(z), z 6= a

h(a) = 0
§���»U��ª^»D� ¶ �y§�§��y�D�=�

f
ÇR�.�.Á��º���������.� ¿ ���º�Ò���b���=���=�

a

lim
z→a

h(z) − h(a)

z − a
= lim

z→a
(z − a)f(z) = 0.

Ú �M¸×±M¸º¡9
�Û
¹��<�����������

h
ÇR�b�.�bÁ��b� ½ ���.��� ¿ �����

Ω
�DN ¿ �º�D�D�

h
Ç	���U���º�º���ºª«���º�

Ω
¸

¹����.ª^»DÃ
h(a) = 0 = h′(a)

¶ §���»D��ª^»D�R�º� ¿ ���º�Ò���b���=���=�
a

h(z) =
∞
∑

k=2

ck(z − a)k.

¹����D�y�D�=�
f(a) = c2

¶ �=�<¨U�D�.��Á�� ¿ �%Ó �y§]���y�=§��.���D�$�=�
f
��� ¿ �����

Ω
ª^»D�uÇu���U���º�º���ºª«� ¶

ÏO�y��ª^»=Ã��º� ¿ ���º�Ò���b���=���=�
a
§���»U�

f(z) =

∞
∑

k=0

ck+2(z − a)k. �

¦w� �d���&ceihbQ|(iTkp_a��� � � �4_w{*���:�
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���M���y�b���yÁ$��§��yÆ ¿ �y�����*�DÐ ¿ �U��ªy�.��§�§��º¨Uªy��¬y�º�b�D�[�D�y�º�.�£§��.�DÆ��b�/�����º��Ð��D�<�.�º� ½À¿ �D¬<�.�b�=�
���U���.�º���.ª^»D� ®
� �Òû:ú���� ! � Þ � Þ � Þ�ß�à�á�â©ã

Ω ⊂ C ä â ádù#æ ø ê-ã ö a ∈ Ω
æ�è
f ∈ H(Ω − {a})

ë/�¡ç�ç�ã ø áédàZ�Já ä â�á ö æ�è ä â�áÙé ã*ç.áÕè/ædç�ç�æOé æ�
 ä ædâ#ê�à�ù#ã énédà� :à�çûà�ê�jt�E�à �
f

�Já ä â�áõédà�âG
/ã*ç.á ø à�ê�jÔædçûà�íÙà�â�át :à�ç�æ}à�â
a
ë

E�à�à ��% édà�édê^ã*â©ã ä âMà�â#ê-æ ø ã m > 0 ö æ
a−1, a−2, . . . , a−m ∈ C

înã*â
a−m 6= 0 ö êeá�çûà

î �#æ
f(z) −

m
∑

k=1

a−k
(z − a)k

át � :à�á ä â�áõédà�âG
/ã*ç.á ø à�êkjÔædçûà�íÙà�â�át :à�ç�æOà�â
a
ë

E�à�à�à �
∀r > 0

ê�á�ç�æ¤î �#æ
D(a; r) ⊂ Ω ö ç�ÿ à�âJédàeædíåæ

f(D(a; r) − {a}) ÷ è/ædâJé ã=à�â
C
ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­M¿ ÏDÏO�b�D�.��Á$��ª^»D�
(iii)
�=�b�>§��.��¼b�<���©¨Uª«����� ¸0� �.�º�b�����y§��.§]���b�D�

r > 0, δ > 0
�
w ∈ C

�����.�"ª^»D�
|f(z) − w| > δ, ∀z ∈ D(a; r) − {a}

¸ ¹��b�=�/��Á��

g(z) =
1

f(z) − w
(z ∈ D(a; r) − {a}).

� �º�.�b���
g ∈ H(D(a; r) − {a})

�
|g(z)| < 1

δ

�.�
D(a; r) − {a}

¸�� �������y�b���yÁ$�
ÏD���yªy�<�D�y������§��<Æ ¿ �	ª^»D�

g
§����<§����y�D�D����� ¿ �U� ½À¿ �D¬<�.�b�=�R���U���º�º���.ª«���.�

D(a; r)
¸

­ �
g(a) 6= 0

¶ �U���º�/�Ö�D�(¨U�D�º¬y�.���D�R�D�
g
¶ §��yÆ ¿ ��ª^»D�

f
Ç	�.�ºÁ$�©�^�������º�

D(a; r) − {a}
�

§��.��Á����D�y��ªy��§��
(i)
¸

­ �
g(a) = 0

¶ §��/�
m = oa(g) > 0

¸}� �.�.�����

g(z) = (z − a)mg1(z),

ªy���
g1 ∈ H(D(a; r))

¶
g1(a) 6= 0

¸ ¤�� ½À¿ �D¬<�.�b�D�

h(z) =
1

g1(z)

ÇRÊ"�<���=�<¨U�D�©�^���y�����U���.�º���.ªy���.� ¿ ���D�.§�ªy�
D(a; s)

¶ ÏO�y�tN ¿ ���ºª^»D�
s ∈ (0; r]

¶ �R§���»U�

f(z) − w = (z − a)−mh(z).

±�Ì



� �����.�º�b��� ¶ �<§�§��<�D�D�$�.� ¿ ���.�����b���D�u�D�
a
¶

h(z) =
∞
∑

j=0

bj(z − a)j, b0 6= 0

�R§��.��Á$���=�y��ª«��§��
(ii)
¶ ª<�b�

a−m = b0

a−m+1 = b1

· · ·

a−1 = bm−1.� ª<��Yuªy�b�=ªy� ¿ �D�R�/�Ö�D�ºÁ$�b§]������¬y�º�b�D� ¸
�

­ ��§��.��Á$�u�D�<��ªy��§��
(ii)
�D�.���yÁ��$ª^»=�

f
»U� ¿ �0�}û��@ûÉ�D���b���D�.�=�

m
�D�y��Ï ¿ �����

a
¶ �5¼Ò¼b�y���Èª^»D�

a
Ç ¿ � �}û��@û Ú �3� ¿ �U�õ�«ÿwø+$:û���!Dúµÿòù �"�}û���!=ú*� Û �D�������D�º�D�

m
ÏO�y�

f
¸

¤�� ½À¿ �D¬y�º�b�D�
m
∑

k=1

a−k
(z − a)k

§����D�ºªy�5�>!=úGù9� ��úµÿ@ø>'�ÿ���!#�����D�
f
�.�
a
¸

­ �	�.� ¿ ���.�����b���D�u�D�
a
§���»D� ®

f(z) −
m
∑

k=1

a−k
(z − a)k

=

∞
∑

k=0

ak(z − a)k

§�ª<���©¼b�y���yÁ��
f(z) =

∞
∑

k=−m

ak(z − a)k

�D�5¼b���º��§��yª<�b�D�D��Á��yÁÖÊ=���È§��'ª^»D�.��Á$�å����ÿ��@ý����}ûëÿwø �:�Òúµÿ��áü�ÿ+wµ!Uý�ú*�3ø"ùu�=�
f
�=�y�

Ï ¿ �����
a
¸

­ �	§��.��Á$���D�y��ª«��§��
(iii)
�D�º���<Á$��ª^»D�

a
Ç ¿ �U�£�yÿwø+$:û���!Dúµÿòù � �/�9�:�3ø�þÒÿ�!#���ÈÏO�y�

f
¸

ÝÕ�8IZø�ÿ@þÒÿÀûOø�� � Þ � Þ 6 Þ¤ß�à�á
Ω ⊂ C ä â ádù#æ ø ê^ã�ë ì+â�áõþ ä âG�:àeã*â©æ f ∈ H(Ω − S) öè/ã]
�æ

S ⊂ Ω ÷=ä â é ã*ê(ê^ã*à�âJédàeædíåæõè�à�é î ø ædê^ã ö êeá�ç�æAî �#æ
f

ù#ã énédàeæ�è8á ä â�áÕédà�âG
/ã*ç.á ø à�ê�jædçûà�íÙà�â�át :à�ç�æ ãnù8ù ä/ø æ ä âMù#ã*ç�ã à�â ã�
�â#àaù ä â#ê-ãMè�à
S ö édàDè�àeînæ_? ò�ó�ô^? ô?ó[�t7 à�â

Ω
ë

.[ÿ à�âJédàeædíåæúè/ædç�ç�æ;þ ä âG�:àeã*â#àlíåæ ø ã*íåã ø þ9æ[à�â
Ω

édà·è/ædâ©ã*êeáÔînã*â
M(Ω)

ë
±bÍ



� ���º�/�É�D�(¨U�D�.¬<�.�b�=�0���U�������.§ ¿ �º�������£ÏD���<ªy�y�=�y������§��yÆ ¿ ��ª^»D� ¶ §��
f ∈ M(Ω)

¶
∀a ∈ Ω

¶ �.� ½À¿ �D¬<�.�b�D�
f
ÏO�b§�§��.�<�D� ¿ �D��§�¼3�.� ¿ ÏDÏO���.�Ñ§��<���.�R�D�<�.�.� ½ �b��Á$� ®

f(z) =

∞
∑

k=ν

ak(z − a)k aν 6= 0,
Ú �M¸Ô±=¸©¡G³bÛ

�D�5¼b�
ν ≥ 0

¶ §��
f
ÇÑ���U���º�º���ºª«���bÏDÏ ¿ ����»U� ¿ �U��§��.�DÆb���/�����º�^Ð��y�º�.Á��.�U��Ê=�.�.���º�

a
U

Á��y�������
ν < 0

§��
f
»U� ¿ ��ÏO�b�.���º�

a
¸

�£�b����Ê ¿ §��&�D�Ò�º�.�DÆ ¿ ��ÆbÆb�º�£ª^»D�.��Á$�<���<Á$���/�
(2.3.15)

�º��§]¼3�.� ¿ ÏDÏ"���º�	§��y���.�¾�D�3¤�� ¿ ���<���
�D�
f
�º�
a
¶ N ¿ ��� ¿ �?N ¿ ��§��/�

ν
¸ �£»D�/��Á$�<���yÁ��

ν
�·Ó �b���D�.�D���D�

f
�.�
a
¶ ���.�	�D�y�D�����y���yÁ��

ªy���
oa(f)
¸m­ �%¼b�<���º¨Dª«�uª^»D�

(M(Ω),+, ·)
Ç ¿ �����D�y�º�.��ª<�b�����y�=�y�����

H(Ω)
¸

� �Òû:ú���� ! � Þ � ÞW	3Þ�ßZæ
Ω ⊂ C ä â ádù#æ ø ê^ãAînã*â#â©ænéné ã ö á�ç�ç�ã ø á M(Ω) ÷[ä âMî�á�í¡ù#ã�ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ¹��y���D�ºÁ$�b§]����������ª^»=�
M(Ω)

Ç ¿ �Fª«��Á�ÏO� ¶ ÇÑ§ ¿ P�ªy�.�<������¼�� ¢
���©¨Uª«�����Ñª^»D�0��Æb�D� ½À¿ �D¬<�.�b�=��Á��y���bÁ��b� ½ � ¶

f
�D�b�ë�.�D�<�����.ªy��Á��y�����Ñ� ¿ �.�.� ¶ Ï"�b§�§��º�y�D�

�.��¼��y��§��$�º�
M(Ω)

¸
­ �.�

S ⊂ Ω
�·Ó �.�=§��.�<Á$�m�D�<�=ÏO�b�.�3�D�

f
¸'� �.�º�b���

f
Ç*���U���.�º���.ªy���º�

Ω−S
ª^»D�*Ç7ª<�b�D�D�<§�§�� ¶

ÏO�y��ª^»=Ã
S
Çu�D�.§�ªy���<��� ¸ ¹��b�ºª^»DÃ

f
�=�b�ãÇu�.�=�y�����ºª«��Á��y�����u� ¿ �º�/� ¶

∀a ∈ Ω
¶
f
�D�b�ãÇ

�.�=�y�����ºª«��Á��y�����£� ¿ �.�/�&�.� ¿ ���º�Ò���b���=���D�
a
¸ Â ¿ �.�D�D�

f
�D�b�u»U��ÏO�b�.�3�.�

D(a; r)−{a}
¶

ÏO�y�tN ¿ ���.ª^»=�
r > 0
¶ �T� ¿ �?N ¿ � 1

f

ÇRÊO�y���D�<¨D�D�º���u�<�0���U���.�©���ºª«���º�
D(a; r) − {a}

¸
f
�«¼M��Ð ¿ �D��§�¼3�º� ¿ ÏDÏO���.��§��y���.�T�D�%¤�� ¿ ���<�Ò���º�

a
ª<�bÁ$���D�y�º�/�

(2.3.15)
¶ ªy���

aν 6= 0
¸

¹���§�§��.��Á������.§�ªy���©¼b�<���R�/�
(2.3.15)

ª<�bÁ$�

f(z) = (z − a)ν
∞
∑

k=ν

ak(z − a)k−ν,

� �/�ñ§��y���.� ∑∞
k=ν akT

k−ν »U�h����Æ�Æb�.�h�=�Öªy�b��¼��y��Æ��y�D¬y� ÏO�b§��©���º¼��h� �b���=�.�D�>¬<�y��� ¸­ �.� ∑∞
k=0 bkT

k �/�ñ§ ¿ � �.��¼b�<��§����º� C{{T}}
¶ �wÓ×���=�y�.�º�h�D�<�.�.� §��<���.�Xª<�b��¼b�<��Æb�<�Ò���

�D�<�.�·Ó �.�=�D�<���y��Á��.�D���^�
T
¸�°$� �.�º�b���

(z − a)−ν
∞
∑

k=0

bk(z − a)k,
Ú �M¸Ô±=¸º¡9��Û

Ç ¿ �D�Ö§��y���.��ª^»=�Tªy�b��¼b�<��Æb�R��§�§���� ¿ ����Á$�<�������º�
D(a; r)−{a}

¶ �D�5¼b�T»D�ÖÏ"�<�7§��bÁ�Á$�
�/� ½À¿ �D¬y�º�b�D� 1

f

¸ Â ¿ �º�D�D�m�/�
(2.3.16)

Ç��.�0§�¼3�.� ¿ ÏDÏO�0�.�ã§��y���.���=�7¤�� ¿ ���y�����D� 1
f

�.�
²yÙ?ih|3q
iµz�iT|(g
i>r@bd|ekp_dq�g&o�g&�4bdc(iT`�fhiµshbd`*z(~�q�ce_w|eia� �Q���/�*_d{¡�h�e��� �
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a
® �.� ÏU�������ºªy�b�.����� 1

f

»U� ¿ �U� §��º�DÆb�b�.�����©�^Ðá�y�.�ºÁ$�º�U��ÊD�º�.���bÏ=Ï ¿ ��� ¿ �BÏO�b�.�>�º�
a
�

oa(
1
f
) = −oa(f)

¸
¹����.ª^»DÃCN ¿ �y§���������Æ��.�b�U��Á$�<�Ò���R§��OÏ ¿ YÖ��ÏDÏD�.�ºª«������Ï"�<�[�bÆ��D�:Ï ¿ �����

a
�D�

Ω
¶ �D�<� ¿ ªy�.� ¢

Á���ª^»=� 1
f

Ç	Á��y���bÁ��b� ½ �Ö�º�
Ω
¸

�

� �y�'ÏD���b§�§��ºÁ$��ÏD������Æ���� ½ ���=�.Á��b§������y���yÁ��Èª^»D�
M(Ω)

���º§ ¿ �©�^���y§�§��y���$ÏD���bÏD���.�
�.�Üª«��Á�Ï"�u�D�<�3N ¿ �b¬y�º�y�������=�

H(Ω)
¸

2}�:�/�M��ÿ-B

•
¤�� ½À¿ �D¬<�.�b�=�

f
�D�(¨U�D�©�^���U�

f(z) = 1
zn

»U� ¿ �áÏ"���.���D�}�b���D�.�=�
n
�.�  =¶ ÏO�y�

�bÆ��D�
n > 0
¸

•
¥����y§��yÁ�ÏD�.���D�"§��º�DÆb�b�.�����©�^ÐT�y§�§��y�=¬y�/���.�TÇ��U�µ�^���U���ÜÏ ¿ �����   Ï"�<�7�/� ½À¿ �D¬y�º�b�D�
f
�D�<¨D�D�º���u�D�

f(z) = e
1
z

�º� ½ �������%�.����Æb�D����ÏO�y�]���u�D�y�º�/� ½ �b��ÁÈ�
D(0; r) − {0}

§���»D��ª^»D�

f(z) =
∑

k≥0

1

k! zk
.

­ �£�D�£�D�<� ¿ ª<�7ª^»D�7ÏO�y���bÆb�D�
n > 0

�.� ½À¿ �=¬y�.���D�
zne

1
z

�D�b�Ö»U� ¿ �U��§��.�DÆb���/�����º�^Ð
�<�.�.Á��.�D��ÊD�.�º���.�

z = 0
¶ �}N ¿ �.�=�D��»U� ¿ �U��§��º�DÆb�b�.�����©�^Ð��<§�§��<�D¬y�.���.�T�º�

z = 0
¸

•
­ �/�

g
¿ �U� ½À¿ �D¬y�º�b�D��Á��y���bÁ��b� ½ ���.� ¿ �É�º�����b���D���D�  =¶ �Ö�=���^�����È�D� ¿ �ÉÏ"���.�

�º�  M¸}� �.�º�b���Ö�.� ½À¿ �D¬<�.�b�D�
f
�D�(¨U�D�©�^���U�

f(z) = eg(z)

»U� ¿ �U��§��.�DÆb���/�����º�^Ð��y§�§��y�D¬<�/���º�R�D�y��Ï ¿ �Ò���  �U �.� ½ �µ�����Ü§���»U��ª^»D�

F (z) = eg(z) = 1 + g(z) +
1

2
g(z)2 +

1

3!
g(z)3 + · · ·

�*ª<�bÁ$�[�D�y�º�·Ó �y§��yÁ�ÏD�.�&ÏD���<ªy�y�=�y������§��=�D�y� ¿ ªy�*ª^»D�*ÏO�y�Z��Æb�D�
n > 0

�/� ½À¿ �D¬y�º�b�D�
znf(z)

�D�b��»U� ¿ �U�u§��.�=Æb�b�/�����º��Ð��<�.�.Á��.�D��ÊD�.�º���.�
z = 0
¸


� 



H=Ì-� Úå×[Ø3ØgM[ÛHÎdÖpÖ¥×[ÖpÎ�M¤ÒÕÑ ÓÕÎi�6T ÒÕÖpÎ�MúÒÔÎËMDÜ�MON MDÛ`�*Ñ
² ��ªyª<�/��Á����b���=N ¿ ���.ª^»D�Rªy���D§��º�D�y����¬y�º�b�D������Ï"�b�º�bÆb�ºª«� ¸
�	úµû��}û��«ÿÀþÒÿ@ûOø+� � Þ 6 Þ��#Þ¤ß�à�á

Ω ⊆ C ä â ádù#æ ø ê^ã înã*â#â©ænéné ã�ëÁ��
�â#àCé ã*ê�ê-ã*à�âJédàeædíåæ
ádù#æ ø ê-ãåè�à

Ω ÷ ç�ÿ ä â#àeã*â©æúè�à ä â�áõé ä înînænénédàeã*â©æ {Kn}
è�à�înã*í¡ùJá�ê�ê�à;ê�á�çûàaî �#æ��

á �
Kn ÷ înã*â#ê^ædâ ä ê^ãõâ©ædç�ç.á[ùJá ø ê^æDà�â#ê-æ ø â�áAè�à

Kn+1 ö ù#æ ø n = 1, 2, . . .  � ��
�â#à>é ã*ê�ê-ã*à�âJédàeædíåæ¤înã*í¡ùJá�ê(ê^ã£è�à
Ω ÷ înã*â#ê^ædâ ä ê^ã=à�â � ä á�ç�î �#æ Kn

ë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ7¹����D�/��Á�� ¶ Ï"�<�

n = 1, 2, . . .
¶

A(n) = {z ∈ C : |z| > n}
¶

§��.�
Vn = A(n) ∪

⋃

a/∈Ω

D

(

a ;
1

n

) Ú �M¸�
D¸º¡5ÌbÛ
�Ñ§��.�

Kn = C − Vn
¸ ­ �yÆ ¿ �Ñª^»D�

Kn
Ç ¿ �ë§����������.�D§��.�yÁ��Èª^»=� ¿ §�� ���º�.Á��º�^�µ��� Ú �

N ¿ �.�=�D�Üª<�bÁ$ÏD������� Û �D�
Ω
¶ �

Ω =
⋃

Kn

¸m­ �
z ∈ KN

�
r = 1/N − 1/(N + 1)

¶ §��
¼b�<���©¨Uª«� ½ ��ªy�º�.Á��y������ª^»D�

D(z; r) ⊂ KN+1

® N ¿ �y§]���ÈÏ=���5¼����.�
a)
¸

¹��<�7ªy���D§��<Æ ¿ �y�=¬«�
Ω
Ç��wÓ ¿ �D�.�b�=���=�"ÏU�������:�º�Ò���y���D�

Wn

�D�y�
Kn

¸m­ �
K
Ç ¿ ��§��������b�.� ¢

§��º�yÁ��7ªy��Á$ÏU�µ�����T�=�
Ω
¶ ��ÊDÊD�.��Á��

K ⊂ W1∪W2∪· · ·∪WN

ÏO�y� ¿ �
N
�bÏ=Ï"�b�]� ¿ �=� U

N ¿ �.�=�D�
K ⊂ KN

¸
�

ÝÕ�8IZø�ÿ@þÒÿÀûOø�� � Þ 6 Þ � ÞCß�à�á
Ω ⊆ C ä â ádù#æ ø ê-ãÕînã*â#â©ænéné ã�ëCß�à�è�àeînæÙî �#æ ä â�áõé ä înînæné �édàeã*â©æ

{fj}
è�à&þ ä âG�:àeã*â#à>à�â Ω

0�ôJðZn#ò�ó 8�ò§33ðHïÛ�/ôJó$? ò$? ò�ðlñ�òÜ7Â<
f

4]33ï!0�ô^?_BÝ7�ñTñ-ï
è�à

Ω ö é æpá8èúã�
�â#à3înã*í¡ùJá�ê�ê^ã
K ⊂ Ω

ætá8èúã�
�â#à
ε > 0

înã øwø à�é^ù#ã*â�è/æ ä â N = N(K, ε)êeá�ç�æÙî �#æ
|fj(z) − f(z)| < ε, ∀z ∈ K, j > N

ë
¹��<�Ö�y§��yÁ�ÏD�.���/��§ ¿ ªyª<�y§�§��.���D�

{zn}
ªy�b��¼b�<��Æb� ¿ �D� ½ �b��Á$�<Á$�<�����$�   § ¿ �£§���� ¢

�����.�D§��.�yÁ��Üª<�bÁ�ÏU�������Ü�D�
D(0; 1)

¶ ÁÈ�Ö�.�Öªy�b��¼��y��Æ��y�D¬y�
non
Ç ¿ �D� ½ �b��Á����.�

D(0; 1)
¸

� �Òû:ú���� ! � Þ 6 Þ � ÞDß�à�á
Ω ä â ádù#æ ø ê-ã înã*â#â©ænéné ã è�à

C
ë ß�à�á�â©ã ö ù#æ ø j = 1, 2, . . .

fj ∈ H(Ω)
æ�è
fj → f ä â#à þ9ã ø íåædíåædâ#ê^æOé ä àlé ã*ê(ê^ã*à�âJédàeædíÙà�înã*í¡ùJá�ê�ê(à�è�à

Ω
ë��¡ç�ç�ã ø á

f ∈ H(Ω)
ë


D¡



ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ[¹��b�.ª^»=Ã*�/��ªy���Ò¼��y��Æb�y�D¬y��Ç ¿ �=� ½ �b��Á$�[§ ¿ ªy�/��§�ª ¿ ���=�.§�ª<�Rªy�bÁ�ÏU��� ¢
�����=�

Ω
¶
f
Ç�ªy�b�����º� ¿ � ¸m­ �.�

∆
¿ �������.���DÆb���.���º�

Ω
U
∆
Ç�ªy��Á$ÏU�µ����� ¶ �ON ¿ �º�D�D�Ü§��Ü»U�

ÏO�y���.�Ü���y�b���yÁ$���D���7� ¿ ª^»8� Ú ¯Ô�M¡(´·¶ ÏU��Æ ��±�
ÒÛ
∫

∂∆

f(z) dz = lim
j→0

∫

∂∆

fj(z) dz = 0.

���}���<�b���<ÁÈ���D� � �����y��� Ú ¯×�3¡<´w¶ ���y�b���yÁ$� ¡« =¸º¡5ÌbÛ �.Á�ÏD�.�ºª«�È�=�}ªy�b�D§��yÆ ¿ �y�D¬y��ª^»D�
f ∈

H(Ω)
¸

�

­ �/���=�
Ω ⊆ C

¿ ����Ï"�<�����*�<�
f : Ω → C

¿ �U� ½À¿ �D¬<�.�b�=�}ªy�bÁ�ÏD�.�<§�§��7�D��¼������.��ÊD�º�.�
ªy��Á$ÏD�º�y§�§�� ¸ ���=�D�.ª^»D�<���<Á$���%Ó �b�����.�áÏ"�b�}ª<�b�

Zf
�wÓÔ�º�D§��º�yÁ��

{z ∈ Ω : f(z) = 0}
¶

ªy�º�MÇR�wÓÔ�º�D§��º�yÁ����D�yÆ��.��¬y�<�����D�
f
�.��ª ¿ ��Æb�º�%¬y�<����Á ¿ �©���ºÏD�.�O§��b�=�È���ºÏ"�(� ¿ ��� ¸m� �(¨U�D�/��Á$�

�.�=�b�º�����mªy�b�
Z∗
f

�.��§ ¿ ªyªy�<§�§��.�b�D���D�<Æb�.�3¬y�<���M�D�.§]���.�����M�D�
f
¶ Ï=���y§��D�D�<�.�·Ó �b���D�.�D�¾�D�MÁ$��� ¿M¢

�.�uª<���y§�ªy�<�Ò��� ¸*² �.�D�b������ÊDÊD�.��Á��Ö�����5¼�������§��b�.� ¿ �0���º§ ¿ �©�^�����Öªy���Dªy�<���D�<�Ò�����wÓÔ�º�D§��º�yÁ��
�D�<Æb�.�%¬<�y���

Zf
�D� ¿ �U� ½À¿ �D¬<�.�b�D�

f
���.�bÁ��b� ½ ���D�b��ª<�b§����������R�.� ¿ ����Ï"�<������ª<�b�D�D�<§�§��

Ω ⊆ C
® ÏD���<ªy�.§���Á��y�����T§���Ç�¼M�º§�����ª^»=�

Zf
�D����»D�����.ª ¿ ��Ï ¿ �������.�ºÁ$�©�����.�

Ω
¸[� ���

¼b�<�D���<Á$�Éª^»=�ÕN ¿ �y§����ÉÇÈ� ¿ ����� N ¿ �������É§��mÏ ¿ YÉ�=�.���$�D�
Zf
§����D�b�X§��£�.Á�ÏO�b�DÆb�b�=�

ªy���D�D�.¬<�.�b�=� ¿ �©���<���.���������.�.� ½À¿ �=¬y�.���D�
f
U ªy��YÈ�D�.ÏO�y�D�=�Ö�U�������y�����yÁ$�È�D�XÞã�<�.�<��§�������§�§ ¶

§��<ªy�b�=�D��ª ¿ ���bÆb�D�
A ⊂ Ω

ÏD���º¼��$�D��Ï ¿ �������.�ºÁ$�©�����º�
Ω
ÇR�.�

Zf
�D� ¿ �U�u�bÏDÏO�b��� ¿ �U�

½À¿ �D¬<�.�b�=�����.�bÁ��b� ½ � U §�� ¶ ���á�y§��<Á$Ï=�.� ¶
A = {αn}

¶ �wÓÔ�º�D�«��ÏO�y�Rª<�b§���� ¿ �º��� ¿ �U� ½À¿ � ¢
¬y�º�b�D�R§��.�%�µ���^� ¶ ªy�b�=§��.§]���	�D�y�º�.�u§�ª<�yÆb�º�.�<���R�D�y�º�.� ½À¿ �=¬y�.���D�

fn
�º�
H(Ω)

ªy�.��§�ª ¿ �U�uªy�b�
¿ ��§��b�º�u¬y�y���$�º�

αn
¶ �Rªy�b�=§��.�=�y�������R�.�%�º�.Á��º���&ÏO�y�

n→ ∞
�D�<��ÏD���3�D�������

pn = f1f2 · · · fn.

ß �D�yª<�y§�§������.� ½ ����§��mª^»D���.�$§ ¿ ªyª<�y§�§��.�b�=�
{pn}
ªy���Ò¼��y��Æ������ ¿ �U�

f ∈ H(Ω)
��ª^»=�

�/� ½À¿ �=¬y�.���D�T�.�ºÁ$�©���
f
§������D� ¿ �º�.�Ü§��b�º���������u�D�<��Ï ¿ ������ÏD���y§�ªy���©�����

αn
¸

ß Ï"�<�������������bÏ=Ï"�b�]� ¿ �=�0ªy��Á$�º�Dªy�.�����uªy���>�.��§�� ¿ �D�/���������.ª ¿ �D�$Ï=���bÏD���.�(�^Ð�Æ��y�D�<�����º�
�D�<��Ï=���3�D�������%�.�M¨U�D�º��� ¸
ÝÕ�8IZø�ÿ@þÒÿÀûOø�� � Þ 6 Þ 6 ÞCß�à�á

{un} ä â�áõé ä înînænénédàeã*â©æ[è�à;â ä íåæ ø à�înã*í¡ù�ç�ænénédà�ë ¢ ã édê-ã

pn = (1 + u1)(1 + u2) · · · (1 + un),
Ú �M¸�
D¸º¡«Í�Û

é ä ù8ù#ã*â#à�á�íåãAî �#æ¢ænédà�édêeá
p = lim

n→∞
pn,


Ò�



é î ø à�
�æ ø ædíåã£á�ç�ç�ã ø á
p =

∏

n≥1

(1 + un).
Ú �M¸�
D¸º¡«Ë�Û

�
pn

é ã*â©ã à�B>ó�ôm<©ô#ñhñ-ï�BÐ7#ó]p�ï�7;:�ïúè/ædç©ù ø ã:è/ã*ê�ê^ã à�â � â#à�ê-ã (2.4.19)
ë_¼[à ø ædíåã î �#æõà�ç

ù ø ã:è/ã*ê(ê^ãÙà�â � â#à�ê^ã (2.4.19)
0*ôJðZn#ò�ó98�òÙé æ ö æCé ã*çûê�á�â#ê^ãDé æ ö înã*â;
�æ ø 
/æCç.áÙé ä înînænénédàeã*â©æ

{pn}
ë
� �y�º�.�$§�� ¿ �D�.���D�<�.�º��§��<���º�Ö� ¿ Á$�<���ºª^»D�Ö�.�M¨U�D�º��� ∑

n an
»U���.Á�Ï"�����^���D¬«���/�È��� ¢

ÏD�º�D�º��Ð�ªy����ª ¿ �"Æb�.�
an
���y�=�D�b�D���  JU ���D���.�bÆb��Á$�<����� ¶ �D�<�.�º��§�� ¿ �D�º���D�<�ÜÏD���M�D�������O�.� ¢

¨U�D�©��� ¶ Ç��º�����y���y§�§���������¼��y�D�<���T§���� ½ �������b���:§��b�D�����D�b��§����D�ÖÏD���b§�§��.Á��Ü��� ¡�U N ¿ �<§����
§�Ï=�.�yÆb���/�&�=���^��¬<�.�b�=�£ÏD���yªy�<�D�y����� ®

1+un
Ç£ÏD���b§�§��ºÁ$����� ¡ §��

un
Ç7ÏD���b§�§��.Á������º�.�  =¸

wµ���M�M! � Þ 6 ÞW	3ÞtßZæ
u1, u2, . . . , uN

é ã*â©ã=â ä íåæ ø à�înã*í¡ù�ç�ænénédà·æ}é æ

pN =

N
∏

n=1

(1 + un), p∗N =

N
∏

n=1

(1 + |un|),
Ú �M¸�
D¸ �� �Û

ø à�é ä çûêeá
p∗N ≤ e|u1|+|u2|+···+|uN | Ú �M¸�
D¸ �3¡GÛ

æ
|pN − 1| ≤ p∗N − 1.

Ú �M¸�
D¸×�b�bÛ
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ[¹��y�

x ≥ 0
¶ �.�	�D�º§ ¿ Æ ¿ ��Æb�º�/���D¬y�

1+x ≤ ex
Ç ¿ �U��ª<�b�D§��yÆ ¿ �<�D¬«�

�.Á�Á��y�D�.���^�È�=�y�.�º��§�¼3�.� ¿ ÏDÏO�Ñ�D�
ex
�º�á§��y���.�u�D�}ÏO�����<�D¬y���D�

x
¸È­ �b§����º� ¿ �y�D�=�

x
ªy�b�

|u1|, |u2|, . . . , |uN |
��Á$���º���ºÏD�.�ºª«���=�D�Å�.�0�=�.§ ¿ Æ ¿ ��Æb�º�/���=¬y���������y� ¿ ��� ¶ §����������º�y�D���/�

(2.4.21)
¸

¹��<�
N = 1

¶ �.�
(2.4.22)

Ç�ÊU���U���.� ¸ ���¾ª«��§��0Æb�<�D�y�����.�u§��yÆ ¿ �$Ï"�<�R�.�D� ¿ ¬y�.���D� ® Ï"�<�
k = 1, 2, . . . , N − 1,

pk+1 − 1 = pk(1 + uk+1) − 1 = (pk − 1)(1 + uk+1) + uk+1,

ªy��§��.ª<ª^»DÃ ¶ §����.�
(2.4.22)

¼����.��ª<�b�
k
�.�Ñ� ¿ �bÆb���D�

N
¶ ���º§ ¿ �©�^�

|pk+1 − 1| ≤ (p∗k − 1)(1 + |uk+1|) + |uk+1| = p∗k+1 − 1.

�


�±



� �Òû:ú���� ! � Þ 6 ÞWFZÞ¥ß�à�á
{un} ä â�áÙé ä înînænénédàeã*â©æOè�à�þ ä âG�:àeã*â#àµînã*í¡ù�ç�ænéné æCçûà�íÙà�êeá�ê-æ�é ä

ä â à�âJédàeædíåæ
S ö ê�á�ç�æÕî �#æ ∑

|un(s)|
înã*â;
�æ ø 
8á ä â#à þ9ã ø íåædíåædâ#ê^æ¢é ä S ë � â � ä ænédêeáà
ù#ã*ê^ænédà ö à�ç�ù ø ã:è/ã*ê(ê^ã

f(s) =
∞
∏

n=1

(1 + un(s)), (s ∈ S)
Ú �3¸�
D¸×��±�Û

înã*â;
�æ ø 
/æ ä â#à þ9ã ø íåædíåædâ#ê^æ�é ä S ö æ�è
f(s0) = 0

ù#æ ø � ä á�ç�î �#æ s0 ∈ S
é æ ö æ�é ã*çûêeá�â#ê-ã

é æ ö un(s0) = −1 ö ù#æ ø � ä á�ç�î �#æ n ë� â©ã*çûê ø æ ö é æ
{n1, n2, . . . } ÷"ä â�á � ä á�ç
édà�á*édàtù#æ ø í ä ê�á��:àeã*â©æ"è�à

{1, 2, . . . } ø à�é ä çûêeáá�â©î �#æ
f(s) =

∞
∏

k=1

(1 + unk
(s)).

Ú �M¸�
D¸×�4
ÒÛ

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ>¤}ÓÔ�ºÏ"�����y§��[�ºÁ$Ï=�.�.ªy��ª^»=� ∑
|un(s)|

Ç��º�.Á��º�����^��§ ¿
S
¶ ��§��

pN�.�=�D�.ªy���wÓ
N
¢ §��.Á���ÏD���3�D��������ÏU����¬<�/���º�T�D�

(2.4.23)
¶ Ï"�<�&�º���.�yÁ�Á$�ÖÏD���<ªy�y�=�y������ÏO�b§ ¢

§��.��Á��0ªy���Dªy� ¿ �D�y���Èª^»D�È�y§��º§���� ¿ �U��ªy�b§]�^�������
C < ∞

�����.�uª^»D�
|pn(s)| ≤ C

ÏO�y�
� ¿ ������Æ��.�

N
�TÏO�y�*� ¿ ������Æ��.�

s
�.�
S
¸

² �º§�§��µ���
ε ∈ (0, 1/2)

¶ �<§��.§]��� ¿ �
N0
�����.��ª^»=�

∞
∑

n=N0

|un(s)| < ε (s ∈ S).
Ú �3¸�
D¸×�b³bÛ

­ �.�
{n1, n2, . . . }

¿ �U�0ÏO�y��Á ¿ �^��¬y�.���D�$�=�
{1, 2, . . . }

¸0­ �
N ≥ N0

¶ §��
M
Ç$ªy�b§e�

Æb�����D�D�Rª^»D�
{1, 2, . . . , N} ⊂ {n1, n2, . . . , nM},

Ú �M¸�
D¸×����Û
�R§��

qM(s)
ÇR�·Ó

M
¢ §��.Á���ÏD���3�D��������ÏU����¬y�.���.���=�y�.�.�

(2.4.24)
¶ ���.§ ¿ �º���

qM − pM = pN

(

∏

(1 + unk
) − 1

)

.
Ú �M¸�
D¸ ��ÌbÛ

Æb�º�
nk
ª^»D��ª<�bÁ�ÏU���.���D���D�<�.�.�

(2.4.27)
§��b�D��� ¿ �����Ü�=�.§����.�����:��§��b�D��� ¿ �����ÜÏD���ÈÆb�����D�D�

�D�
N0

¸ ¹��y�]�^�������È�/�
(2.4.25)

�T�º�%�.�<Á$Á$��ÏD���yª<�y�D�<�Ò����Á��b§��������=��ª^»=�
|qM − pN | ≤ |pN |(e

s − 1) ≤ 2|pN |ε ≤ 2Cε.
Ú �M¸�
D¸×��Í�Û

­ �
nk = k, (k = 1, 2, . . . )

¶ Ç
qM = pN

�R�.�
(2.4.28)

Á��b§]�����uª^»D�
{pN}

ªy�b��¼b�<��Æb�
¿ �D� ½ �b��Á��yÁ��y�����R��� ¿ �U� ½À¿ �D¬y�º�b�D�T�º�.Á��º���

f
¸ ���D���º����� ¶ ÏO�y���.�

(2.4.28)
¶

|pM − pN0 | ≤ 2|pN0|ε (M > N0),


�




ªy��§��.ª<ª^»DÃ
|pM | ≥ (1 − 2ε)|pN0|

¸ Â ¿ �.�D�D�

|f(s)| ≥ (1 − 2ε)|pN0(s)| (s ∈ S),

�.�Üª^»D��Ï=���5¼��uª^»=�
f(s) = 0

§�� ¶ �R§��b�©�^�������u§��
pN0(s) = 0

¸
� ���º�/�

(2.4.28)
§��<Æ ¿ � ¶ �.�=¨D�D� ¶ �/�ãª<�b��¼b�<��Æb�<�D¬«� �D�

{qM}
���.�.� §����y§�§��F�º�.Á��º����ª ¿ �

���<�D�D�
{pN}
¸

�

­ �<Æ ¿ �	�.Á�Á$�<�D�/������Á��y�������.�%§��yÆ ¿ �y�����
) û:úµû�����!=ú�ÿÀû � Þ 6 Þ � Þ¤ß�à�á

Ω ⊆ C ä â ádù#æ ø ê-ã înã*â#â©ænéné ã�ë ß�à�á
fn ∈ H(Ω)

ù#æ ø
n = 1, 2, . . . � é ä ù8ù#ã*â#à�á�íåãÙà�â©ã*çûê ø æ=î �#æúâ©ænéné ä â�áCþ ä âG�:àeã*â©æ fn édà�áAà�è/ædâ#ê(àeî�á�íåædâ#ê^æ
â ä ç�ç.á æÙî �#æ

∞
∑

n=1

|1 − fn(z)|
Ú �M¸�
D¸×��Ë�Û

înã*â;
�æ ø 
8á ä â#à þ9ã ø íåædíåædâ#ê^æDé ä à;é ã*ê(ê^ã*à�âJédàeædíÙàpînã*í¡ùJá�ê(ê�à�è�à
Ω
ë � â � ä ænédê-æ¤à
ù#ã*ê^ænédà�à�ç

ù ø ã:è/ã*ê(ê^ã
f(z) =

∞
∏

n=1

fn(z)
Ú �M¸�
D¸Ô±b �Û

înã*â;
�æ ø 
/æ ä â#à þ9ã ø íåædíåædâ#ê^æaé ä à�é ã*ê�ê-ã*à�âJédàeædíÙà�înã*í¡ùJá�ê(ê�à+è�à
Ω
ë ¢ æ ø êeá�â#ê-ã f ∈ H(Ω)

ë

ÝÕ�8IZø�ÿ@þÒÿÀûOø�� � Þ 6 ÞWKZÞ ¢ ã*â#à�á�íåã
E0(z) = 1 − z

æpù#æ ø p = 1, 2, . . . ö
Ep(z) = (1 − z) e{z+

z2

2
+···+ zp

p
}.

à ä ænédê-æµþ ä âG�:àeã*â#à ö à�â#ê ø ã:è/ã*ê(ê^æ¤è8áiáõædàeæ ø édê ø á*éné ö 
�ædâG
/ã*â©ãÙêeá�ç�ã ø á î �/à�á�íõá�ê^æS�m7�ñhñ�ô?ó4ï
ò$:(òm? ò�ðlñ[7�ó4ïhë

���:�.�b��� ¿ �D�.ª<��¬<�y����Ç��D�y�:Ï ¿ �����
z = 1
¸ ¤��R�.�b��� ¿ ���º�.�º��Ð��D�ºÏ"�<�D�D���U��� ½ �������	ª^»D���<§�§��

§����D��¼3�ºªy�.�=�R��� ¡�¶ §��
|z| < 1

�
p
ÇRÆb�����D�D� ¶ Ï ¿ ���y§�§��<�D�D�

Ep(1) = 0
¸

wµ���M�M! � Þ 6 Þ��3Þ ¢ æ ø |z| ≤ 1
æ
p = 0, 1, 2 . . . ö

|1 − Ep(z)| ≤ |z|p+1.


Ò³



ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ�¹��y�
p = 0

N ¿ �<§�����Çu�G¼Ò¼3�.� ¸ ¹��<�
p > 0

¶�¿ � ª«���ºªy�b�º���=�.���(�����
Á��b§�������ª^»D�

−E ′
p(z) = zp e{z+

z2

2
+···+ zp

p
}

�£�b§e�
−E ′

p

»U� ¿ �D�R¬y�<���T�D�=�b���D�º�D�
p
�º�
z = 0

�*�.�3§ ¿ �	§]¼3�.� ¿ ÏDÏ"���.��§��<���º�7�D�DÏO�����<�D¬y�
�D�
z
»U��ªy�3�QP�ªy�º�y���������«���º�%�D�b���D�yÆb�����©¼M� ¸ ¹����.ª^»DÃ

1 − Ep(z) = −

∫ z

0

E ′
p(w) dw ,

1 − Ep
»U� ¿ �D��¬y�<���u�D���b���D�.�D�

p+ 1
�.�
z = 0
¶ �R§��

φ(z) =
1 − Ep(z)

zp+1
,

��ÊDÊ=�/��Á��ãª^»D�
φ(z) =

∑

n anz
n ª<�b�h� ¿ �����&��ªy�3�QP�ª<�.�y����� an ≥ 0

U ÏO�y��ª ¿ � ¶ §��
|z| ≤ 1

¶
|φ(z)| ≤ φ(1) = 1

¸
�

�	úµû��}û��«ÿÀþÒÿ@ûOø+� � Þ 6 Þ��/13Þ;ß�à�á
{zn}n≥1 ä â�áCé ä înînænénédàeã*â©æpè�à�â ä íåæ ø à3înã*í¡ù�ç�ænénédà ö ê�á�çûàî �#æ

zn 6= 0
ù#æ ø ã�
�â#à

n
æ
|zn| → ∞

ù#æ ø n→ ∞
ë/�¡ç�ç�ã ø á ö à�ç/ù ø ã:è/ã*ê�ê^ãõà�â � â#à�ê-ã

P (z) =
∏

n≥1

En−1

(

z

zn

) Ú �M¸�
D¸×±M¡GÛ

è/æ � â#à�é înæ ä â�á[þ ä âG�:àeã*â©æÙà�â#ê^æ ø á P î �#æO�Já ä â©ã¡�*æ ø ãÕà�â îdà�á*é î ä âÕù ä â#ê^ã zn æÙâ©ã*â
�JáÕá�çûê ø àX�*æ ø àlà�â C

ë
¢ à�Ç0ù ø ænîdà�é:á�íåædâ#ê-æ ö é æ

α
înã*í¡ùJá ø æ m 
�ã*çûê^æåâ©ædç�ç.á0é ä înînænénédàeã*â©æ {zn} ö P �Já ä â©ã�*æ ø ãåè�à�ã ø è�à�â©æ m à�â

α
ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ�¹��b§����
rn = |zn|

Ú Ï"�<�R�bÆb�D�
n ≥ 1

ÛÝ¶ N ¿ ���º§��.��§��
r ∈ R

Ç������.�
ª^»D�

rn > 2r
ÏO�y�*� ¿ �����%Æ��.�

n
¶ ���Ñ�yª<ªy�y¬<�.�b�=���D� ¿ ��� ¿ Á��y����¨D�D�º��� Ú ���%ÏD��� ÛdU N ¿ �.�D�D�
∑

n≥1

(

r

rn

)n

<∞
Ú �M¸�
D¸Ô±��bÛ

² �º§�§��.��Á����b���
r
¸m­ �

|z| ≤ r
¶ �º�%�.�<Á$Á$��ÏD���yªy�<�D�y������Á��b§������Öª^»D�

∣

∣

∣

∣

1 − En−1

(

z

zn

)
∣

∣

∣

∣

≤

∣

∣

∣

∣

z

zn

∣

∣

∣

∣

n

≤

(

r

rn

)n


8�



§��
rn ≥ r

U ªy�WY$ÏO�y��� ¿ ������Æb�º�
n
���0�yª<ªy�<¬y�.���D���D� ¿ ��� ¿ Á$�<���u¨U�D�©�����D���y§�§�� ¸�­ �<Æ ¿ �

�b���u�D���.�.�
(2.4.32)

ª^»D�R�/��§��<���.�
∑

n≥1

∣

∣

∣

∣

1 − En−1

(

z

zn

)
∣

∣

∣

∣

ªy���Ò¼��y��Æb� ¿ �D� ½ ����Á��yÁ��y������§ ¿ Æ��.���.�D§��.�yÁ���ªy�bÁ�ÏU���������D�<��ÏD�.���D� ¶ ���U����ª<�b�����.�/�����.�
ÏD���yªy�<�D�y�������D�º§�ªy�<�D�D�	�·ÓÔ��§�§��y�]��� ¸

�

© �9�Q�3ú��J!DþÒÿ@ûOø+� � Þ 6 Þ����#Þ�.Záåù ø ãnù#ã édà��:àeã*â©æ}ù ø ænînæ�è/ædâ#ê^æ}ù ä>� ænéné æ ø æCþ9ã ø í ä ç.á�ê�á à�â
íõá�â#àeæ ø áDù�à�Ç§
/ædâ©æ ø á�ç�æ ö ã]
�
�æ ø ã ö è8á�êeá ä â�á£é ä înînænénédàeã*â©æ {zn}n≥1

è�à;â ä íåæ ø àaînã*í �ù�ç�ænénédà ö êeá�çûà�î �#æ
zn 6= 0 ∀n

æ
|zn| → ∞

ù#æ ø n→ ∞ � é æ {pn} ÷Oä â�áÙé ä înînænénédàeã*â©æè�à;à�â#ê^æ ø à;â©ã*â â©æ�
8á�ê(à�
 àlêeá�ç�æÙî �#æ
∑

n≥1

(

r

rn

)1+pn

<∞ [∗]

ù#æ ø ã�
�â#à
r > 0 ö ã]
�æ

(rn = |zn|) ö �¡ç�ç�ã ø á ö à�çJù ø ã:è/ã*ê(ê^ãõà�â � â#à�ê-ã

P (z) =
∏

n≥1

Epn

(

z

zn

) Ú �M¸�
D¸×±�±�Û
è/æ � â#à�é înæ ä â�á[þ ä âG�:àeã*â©æÙà�â#ê^æ ø á P î �#æO�Já ä â©ã¡�*æ ø ãÕà�â îdà�á*é î ä âÕù ä â#ê^ã zn æÙâ©ã*â
�Já á�çûê ø à��*æ ø àaà�â

C
ë � âÔùJá ø ê�àeînã*ç.á ø æ ö ù ø ædâ�è/ædâ�è/ã pn = n − 1

ç.á"înã*â�è�à��:àeã*â©æ
[∗] ÷é ædí¡ù ø æOé ã:è8è�à�é�þQá�ê�ê�á8ë

¹¾���.Á$���D�%�=�.Á��b§������������.�O���<�b���<ÁÈ�Ö�D� ½ �������b���º¬y¬«��¬y�.���D���D�ÂÞã�<�.�y��§�������§�§ ¶ �.�M����� ¢
� ¿ ª<�/��Á��u�/�Ö�D��¬y�.���D�T�D�����<Æb�.���D�T§��<Á$ÏD�º�.ª<�yÁ��y�����Tª<�b�D�D�<§�§�� ®
ÝÕ�8IZø�ÿ@þÒÿÀûOø�� � Þ 6 Þ�� � Þ ± ì+âÔádù#æ ø ê-ã¢înã*â#â©ænéné ã

Ω ⊆ C ÷¥ä â�á[ó�ò98Jï�ô?ðµò�48ò$?_B`:�ï�0�òt�
? ò�ðHñnòv0*ôJðHðµòm4]4$7 é æDà�ç�é ä ãÕînã*í¡ù�ç�ædíåædâ#êeá ø æ ö C − Ω ö¥÷ înã*â#â©ænéné ã�ë
¤��$���yÆb�º�b�D�¾§��<Á$Ï=�.�.ª<�yÁ��y�����uª<�b�D�D�<§�§���§]¼b�b�ºÆb�b�D� ¿ �ã� ¿ �b�º��ÏU�������ºªy�b�.����Á��y�����

�.Á�ÏO�b�����������£�=�y�.�.�&���<�b���.���D�<�.�.� ½À¿ �D¬<�.�b�D�M�b�.��Á$�b� ½ �[ÏO�y�'�/������Æb�.���D�£§��yÆ ¿ �<����� ® §��
f
Ç

¿ �U� ½À¿ �D¬<�.�b�=�*�.�����<���TÏD���©¼��R�=�U¬y�y��� ¶ ���º�.�b�����y§��.§]��� ¿ �U� ½À¿ �D¬<�.�b�=�
g
¶ �=�<���<��Á��.�U��¬y�.���D�

���U���.�º���.ªy�u�=�
log f(z)

¶ �U�$ª ¿ �'§��yÆ ¿ ��ª^»D�
f
Ç��D�<�.�/� ½ �b��Á$�

f(z) = eg(z)
¶ Ï"�<���bÆb�=�

z ∈ C. â¶ �
�^���4o iyÌ*`*g�fTg�bQ`�i¥�l�*_w{O�T�Q���ãw�
�^���4s-bd|ebdq
qx_w|eg�bp�·�4_w{O�h�9� �

ÒÌ



� �Òû:ú���� ! � Þ 6 Þ�� �äÎ � �Òû:ú*�/�M!Åü�ÿa��!Mù«ù5û:úµÿ@þ�þ8!DþÒÿÀûOø���ü�ÿ¹åÅ�Mÿ��Òú*�<ù5ú�!#�9�]Ï Þ�ß�à�á
f

ä â�á=þ ä âG�:àeã*â©æåà�â#ê^æ ø á êeá�ç�æ î �#æ
f(0) 6= 0 � é æ

z1, z2, . . . , zn, . . .
é ã*â©ãV
�çûà1�*æ ø àOè�à

f
ædç�ædâ©î�á�ê�àCé ænînã*â�è/ã ç.á ç�ã ø ã íåã*çûê^æ^ù�çûàeîdà�êkj ö ænédà�édê^æ ä â�áõþ ä âG�:àeã*â©æÕà�â#ê^æ ø á g æ ä â�áé ä înînænénédàeã*â©æúè�àlà�â#ê^æ ø à;â©ã*â â©æ�
8á�ê(à�
 à

{pn}
êeá�ç�æÙî �#æ

f(z) = eg(z)
∏

n≥0

Epn

(

z

zn

)

.
Ú �M¸�
D¸×±4
ÒÛ

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­ �/�
P
�.�*ÏD���M�D�������

(2.4.33)
¶m½ �b��Á$�����á�D��Æb�.�£¬y�y���&�=�

f
¸ ¤��

½À¿ �D¬<�.�b�=� f
P

»U�á§��b�º���������á§��º�DÆb�b�.�����©�^Ð0�<�.�.Á��.�D��ÊD�.�º�¾�D�y��ÏD�.���D�Å�0N ¿ �º�D�D�*Ç Ú �áÏ ¿ Y
�y§�§��<���R�y§]���y§��u� Û[¿ �U� ½À¿ �D¬y�º�b�D���º�����y��� ¸ ���D�b�©����� ¶ f

P

�=�b��»U��¬<�y��� U ��ÏO�b�.ª^»=Ã��.�OÏD�.���D�
Ç�§��yÁ�ÏD�.�ºªy�<Á$�<�Ò����ª<�b�D�D�<§�§�� ¶ f(z)

P (z)
= eg(z)

¶ ÏO�y� ¿ �U���bÏ=Ï"�b�]� ¿ �D� ½À¿ �D¬<�.�b�=���.�����y���
g
¸

�

© �9�Q�3ú��J!DþÒÿ@ûOø+� � Þ 6 Þ�� 6 ÞDßZæ
f

�Já ä â©ãÜ�*æ ø ã è�à¤ã ø è�à�â©æ k â©ædç>ù ä â#ê-ã z = 0 ö à�ç
ê^ænã ø ædíõáDù ø ænînæ�è/ædâ#ê^æOédàµádù8ù�çûàeî�áAá f(z)

zk

ë
¤��$�D�ºÁ$��§�������¬y�º�b�D�R�D�<�����y�b���yÁ$� �M¸�
D¸©¡5± §���Ï ¿ Y ½ ��ªy�º�.Á��y�����	���D���������������0��Æ ¢

�D�T�º�D§��º�yÁ��É��ÏO�y����� Ú ¯Ô�M¡<´w¶º¡5³M¸º¡�¡GÛ(¸ �£��Á$�Å��Ï=ÏD�.�ºª«��¬<�.�b�D�&Ï"��§�§��.��Á��>�D�.Á��b§]�����������º�
§��<Æ ¿ �<�Ò���
� �Òû:ú���� ! � Þ 6 Þ���	ZÞ���
�â#à�þ ä âG�:àeã*â©æAíåæ ø ã*íåã ø þQá à�â ä â à�âJédàeædíåæÕádù#æ ø ê-ã Ω ÷åä â� ä ã��:àeædâ#ê-æ[è�à;è ä æ;þ ä âG�:àeã*â#à;ã*ç�ã*íåã ø þ9æ}à�â

Ω
ë � â=ùJá ø ê�àeînã*ç.á ø æ M(C) ÷ à�ç�î�á�í¡ù#ã=è/ædà

� ä ã��:àeædâ#ê(à·è�à`ÅDë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­M¿ ÏDÏ"���D�/��Á��Öª^»D�

f
§��/� ¿ �U� ½À¿ �D¬<�.�b�D�TÁ��y���bÁ��b� ½ �	�.�

Ω
¶ �T§��/�

A
�wÓÔ�º�D§��º�yÁ��¾�D��� ¿ �����3�3ÏO�b�º�3�=�

f
�.�

Ω
¸ ¹��<�'�bÆ��D�

α ∈ A
¶ §��/�

oα(f)
�wÓÔ�����D�º�D�¾�D�y�3Ï"���.�

�D�
f
�.�
α
¸ ¹��y���.�$ÏD���bÏO�b§��º¬y�.���D� �M¸�
=¸º¡5  �y§��.§���� ¿ �D� ½À¿ �D¬<�.�b�D�

h ∈ H(Ω)
ª<�b� ¿ �=�

¬y�<�����D�"Á$���º���<ÏD�.�ºªy�©�^Ð
oα(f)

�.����Æb�D�
α ∈ A

¶ ��§��<�D¬«�u���©�����O¬<�y��� ¸ ¹����D�/��Á��
g = fh

¸
¤���§��º�DÆb�b�.�����©�^ÐT�D�

g
�D�y�"Ï ¿ �����"�D�

A
§��b�D�Ö�<�.�.Á��.�D��ÊD�.�º� ¶ N ¿ �.�D�=�

g
Ï ¿ Y��y§�§��y���T�y§����y§��

�.� Á$�3�D�Ñª^»D�
g ∈ H(Ω)

U N ¿ �º�D�D� ¶
f = g/h

¶ ���º§ ¿ �©�^���y§�§��y�����.�;N ¿ ��¬y�.�<�����È�=�m� ¿ �
½À¿ �D¬<�.�b�=���b�.�bÁ��b� ½ ���.�

Ω
¸

�

� �.Á��b§������.��Á$� ¶ �.�=¨U�=� ¶ �.��§��yÆ ¿ �y�����Å���<�b���<ÁÈ� ¶ ª^»D�Å§�¼��b�.Æ��ÉÏ"�<���.� ½À¿ �D¬<�.�b�=�
Á��y����Á$�b� ½ ���.�Ü� ¿ �b�º���D�y�%���y�b���yÁ$���D�ÐÞã�<�.�<��§�������§�§�Ï"�<���º� ½À¿ �D¬<�.�b�D�Ü�b�.�bÁ��b� ½ � ®


�Í



� �Òû:ú���� ! � Þ 6 Þ(�/F Î � �3û:ú��/�M!�ü�ÿSæ ÿòù«ù !?$ E w·�tçM�3úmÏ�Þ�ß�à�á
{bν} ä â�á¤é ä înînænénédàeã*â©æè�àDâ ä íåæ ø à¢înã*í¡ù�ç�ænénédà}ê�á�ç�æ î �#æ

limν→∞ bν = ∞ ö æ0édà�á
ξ → Pν(ξ) ä â�áAþ ä â ��:àeã*â©æõù#ã*çûà�â©ã*íÙà�á�ç�æÙù ø à�
*á è�àDê-æ ø íÙà�â#àÙînã édê�á�â#ê�à�ëè�¡ç�ç�ã ø áÉænédà�édê^æ ä â�áAþ ä âG�:àeã*â©æ fíåæ ø ã*íåã ø þQá à�â

C ö înã*â ù#ã*çûàaà�â îdà�á*é î ä â bν æ£înã*â0ùJá ø ê-æúédà�âG
/ã*ç.á ø æ¢à�â
bν

è8á�êeá è8á
Pν(

1
z−bν

)
ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ�¤�� ½À¿ �D¬y�º�b�D�
Pν(

1
z−bν

)
Ç����U���.�º���.ªy�Ö�D�y���D�.§�ªy�

{z : |z| < |bν |}
¶

N ¿ �.�=�D� ¶ �D�y�º�·Ó �.���������D���D�<�.�·Ó �b���.Æb�º�D�ZÏO�b§�§��/��Á���§�������������Æb�º�b�.��§ ¿ ��ÏO�b�.�º�D�bÁ��.�7�=�3Õ��9�3�.�b� ¶
pν(z)
¶ �D��Æb�����D�

Nν

¸£­ ���.Á��/��Á$�	�b�����º���D�W�"�y���y�D¬y���.�����<Æb�����º���U�������U���Ü���y�b���yÁ$�Ö�D�
Õ�� �3�º�b��é ®

Pν

(

1

z − bν

)

− pν(z) =
zNν

2πi

∫

ξ=
|bν |
2

Pν(
1

ξ−bν
)

ξNν(ξ − z)
dξ.

Ú �M¸�
D¸×±b³bÛ

¹'��§�§����D�D� ���TÁ��M� ¿ �.� ¶ �áÏ"�b�=�y�D�D�
Mν = sup

|z|≤
|bν |
2

|Pν(
1

z−bν
)|
¶ ��ÊDÊD�/��Á$� ª^»D�

�.��Á��M� ¿ �.�á�D�y�º�/� �=�W�"�y���<�D¬«� Ú �M¸�
D¸×±b³bÛ(¶ ÏO�y�$� ¿ ������Æb�.�
z
�^���.��ª^»D�

|z| ≤ |bν|/4
¶ Ç

Á$��ÆbÆb�º�b�������Ö�U�

|z|NνMν
1

( |bν |
2

)Nν−1

4

|bν|
≤ 2Nν+1Mν

(

|z|

|bν |

)Nν

≤
1

2Nν
2Mν.

­ ª<�yÆb�º�/��Á������.�º�b�����º�}Æb�����=�0�D�<�mÏO�b�º�.�D�bÁ��.�È�D�¾Õ'�9�3�.�b�T�����.�uª^»D� 1
2Nν

2Mν ≤ 1
2ν+1

®
ªy���������.�T§�ªy�y�©�^�

|Pν(
1

z−bν
) − pν(z)| ≤

1
2ν+1

¸ Â ¿ �.�=�D�%�/��§��y���º�
N
∑

ν=1

Pν

(

1

z − bν

)

− pν(z)

ªy���Ò¼��y��Æb� ¿ �=� ½ �b��Á$�<Á$�<�Ò����§ ¿ ��ªy�bÁ�ÏU�������%�D�
C − {{bν}ν≥1}

¶ �}N ¿ �º�D�D�
∞
∑

ν=1

Pν

(

1

z − bν

)

− pν(z)

Ç¾���U���.�º���.ªy�[�.�
C−{{bν}ν≥1}

�y�R»U�7ÏU�������}§��.�DÆ��b�/�����
Pν(

1
z−bν

)
�º�
bν
Ï"�<��ªy�b§]��� ¿ ¬y�.���D� ¸

�

êw�
�^����c(ihbQ|(iTk¥_a�a�*_d{O���d���
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Ã aÅÄ oOr�ipg%i ë

Ç t�i Äqt�o%e r_ì apgÐídeäîqt�o�öðïfe jfehg�g�`bapcfeñg�g%i

jfehg�g%e kml cfnëo%i cqo o�csr�eFt�e

e£Ì:Ë ¥ Û`MúÐÕÛ>ÎQÑpØX� ÓÕÎ ÓÕÎ�h£Î�U+Î�ñÔÎQÜdÎwØX�

���D�.¬<�/��Á��0�º��§�� ¿ �D�º���D�y�º�.�$ÏD���bÏ=���.�(�^Ð����.Æb�<ÊD���ºª^»D���D�<�.�·ÓÔ���D�<�.�º���D�<�.�º� ½À¿ �D¬<�.�b�=�
�.�����y���R§��yÆ ¿ �<�D�D�$�.�%�.�5¼��b�����=� ��¸:Î �y�ºÁ$�<� ¯©¡«±�´·¸
ò�ûUù !=þÒÿ@ûOø+��B ���=�D�.ª^»D�<���<Á$�$ªy�b�

K
¿ �É����ÊD�º���������.��§��������Mªy��Á$ÏO���D�

C
U ªy���

K〈z〉�·Ó �.�=§��.�<Á$� �D�<�.�º� ½À¿ �D¬y�º�b�D� �.�����<��� �y§�Ï=���.Á��.Ê=�.�.�Uª<�bÁ���§��<���.�T�=�%Ï"�����y�=¬y�T�D�<�Ü���ºÏ"�
∑

n anz
n ªy�b� an ∈ K

¸
ÝÕ�8IZø�ÿ@þÒÿÀûOø�� � Þ��#Þ(�#Þ}Rõß�à�á

f(z) ∈ K〈z〉
ë ßZæ

Zf ÷ ç�ÿ à�âJédàeædíåæåè/æ�
�çûà	�*æ ø à¡è�à
f öè�à ø ædíåã¢î �#æ

Zf ÷ 44ï-?=? ò�ñ-ó�ï�0�ô=é æ1
�çûà>ædç�ædíåædâ#ê(à3è�à
Z∗
f

é ã*â©ãúè�à�édê ø à�  ä à�ê�à©édà�íÙíåædê ø à �î�á�íåædâ#ê^æ ø à�é^ù#ædê�ê-ãOá�ç�ç�ÿ á*éné æ ø æ�á�ç�ætæµé æ¥è ä æaâ ä íåæ ø àZînã*í¡ù�ç�ænénédà�înã*â#à ä 
8á�ê(àZînã*í¡ùJá�àeã*â©ã
înã*â"ç.á=édê^ænéné:áåíåã*çûê-æ^ù�çûàeîdà�ê�j8ë
�	úµû��}û��«ÿÀþÒÿ@ûOø+� � Þ��#Þ � ÞpS ì+âMædç�ædíåædâ#ê^ãåè�à

K〈z〉 ÷ à�â;
�æ ø ê(à� :à�ç�æ}é æ ö æ}é ã*çûêeá�â#ê^ãõé æ ö
÷ è/ædç�ç.á�þ9ã ø íõá

cef(z) ö înã*â
c ∈ K, c 6= 0 ö æ

f(z) ∈ K〈z〉, f(0) = 0
ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ£¥����<�.�yÁ��y�������.��¼b�<�����ºÊD�.�º���D�
K〈z〉

�D�b�Ñ»U��¬<�y�����}N ¿ �º�D�D�%�=�<¼b�
�y§�§��<���7�D�<�.�.� ½ �b��ÁÈ�

eg(z)
¶ �5¼Ò¼b�<��� ¶

cef(z)
¶ �=�G¼��

c = eg(0)
�
f(0) = 0

U ÊU��§��^��ÏD���5¼������
\��
�T�������*_d{dg
`*_��d�:����w�
�T����� c(iTbd|eihk¥_C�d�
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ª^»D���U§ ¿ ���Uªy�3�QP�ªy�º�<���=§��b�D�	�.�
K
¸Z� P��Dª^»DÃ�ªy��YR§��/��¼b�<��� ¶ Ç��D�yª<�y§�§������.�	��§ ¿ P�ªy�º�y�����

ª^»D�
c
�T��ªy�3�QP�ªy�º�y�������=�

ef(z) = 1 +
a1z + a2z

2 + · · ·

1!
+

(a1z + a2z
2 + · · · )2

2!
+ · · ·

Ú ±=¸©¡b¸©¡GÛ
ªy�º�MÇ

a1, a2 +
1

2
a2

1, a3 + a1a2 +
1

6
a3

1, . . .
Ú ±=¸©¡b¸×�bÛ

§��.���D���º�
K
¸ ß ª^»=�/������ª^»D�T�.�CN ¿ �������º��Ð Ú ±=¸©¡b¸×�bÛ ��ÏDÏU���]���y�=Æb�b�D�u�

K
§�� ¶ ��§��b�º���������

§�� ¶
a1, a2, . . . ∈ K

¸
�

­ �
Z ⊂ C

Ç ¿ ���.�D§��.�<Á$�	�D�.§�ªy���<��� ¶ �º��¼3�.�]�I�0�=�y�����y�����yÁ$� �3¸�
D¸©¡5 =¶ ÏO�b§�§��/��Á��
ªy��§���� ¿ �.��� ¿ �U� ½À¿ �=¬y�.���D�

f
�º�"2p�^���.��ª^»=�

Z = Zf
¸ ���D���º����� ¶ §��

Z
Ç�§��ºÁ$Á��<�����ºªy� ¶

§��'Ï ¿ Y������5¼������
f ∈ R〈z〉

¸ ���Z§��yÆ ¿ �y�������º�yÁ�ÁÈ��Á$�b§]�����Èª^»D��§��'Ï ¿ Y��.Á�ÏO�b����� ¿ �D�
½ �b�]���R���<§������.¬<�.�b�D�T§ ¿ ��ªy�3�QP�ª<�.�y����� ®
wµ���M�M! � Þ��#Þ � Þ�X�ß�à�á

K ä â î�á�í¡ù#ãOè�à©â ä íåæ ø à�à�íÙíõá�
�à�â�á ø àeã ö ù#æ ø æné ædí¡ù�àeã
Q(i) �á�ç�ç�ã ø á ö ù#æ ø ã�
�â#àté ã*ê(ê^ã*à�âJédàeædíåæ0è�à�é î ø ædê^ã Z è�à

K ö ænédà�édê^æ ä â�á=þ ä âG�:àeã*â©æ f(z) ∈

K〈z〉
ê�á�ç�æ¢î �#æ

Z = Zf
ë � â©ã*çûê ø æ ö é æ Z ÷ édà�íÙíåædê ø àeînã ö êeá�ç�æµþ ä âG�:àeã*â©æ ÷ à�â

Q〈z〉
ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ[¹��y�m�D�.Á��b§]���������7�º�=���<�b���<ÁÈ� ¶ ÊD��§����	ÏD���5¼�������ª^»D���bÆb�D� ½À¿ �D¬y�º�b�D�
�.�����y���

f(z) ∈ R〈z〉,C〈z〉
¶ Ï ¿ Y��y§�§��y����Á��b�º���.ÏD�º�.ªy���^�TÏO�y� ¿ �Ñ�y�º�yÁ��y�������º��¼b�y�]���ºÊD�.�º�

eφ(z) �.�0Á$���D�º�y���uª^»=� g(z) = eφ(z)f(z)
��Ê=ÊD�/����ª<�M�dP�ªy�.�<����� ¶ ���º§�ÏO�<�����º¼���Á��y����� ¶ �.�

Q
���.�

K
¶ �D�5¼��

K
Ç ¿ ��ªy��Á$ÏO���.Á�Á$��Æb�.�D�����º� ¸�­ �/���D� ®

f(z) =
∑

n

anz
n , g(z) =

∑

n

bnz
n , φ(z) =

∑

n

λnz
n .

Ú ±=¸©¡b¸Ô±�Û
¹���§�§��.��Á��É��§�§ ¿ Á��y���

f(0) = a0 6= 0
Ú ���©�����.Á��y����� ¶ §��/���=�

f(z) = zs · f1(z)
ªy�b�

f1(0) 6= 0
¶
g1(z) = eφ(z) · f1(z)

¶ �
g(z) = zs · g1(z)

Û(¸ ���D�b�©����� ¶ �U����� ª^»D�
�/��Á��b�©���.Ï=�.�.ªy��¬y�º�b�D��ÏO�y� ¿ �U��ªy�b§]�^���������D�b�Åª«��Á�ÊD�/�ÈÆ��.��¬y�y��� ¶ ÏO�b§�§��/��Á$����§�§ ¿ Á$�<���
a0 = 1

¶ �y�����Dª<�b��� ¶ §��.�
λ0 = 0

¶ �º��Á��3�D��ª^»D�
b0 = 1

¸}� ÊDÊD�.��Á$�ÙN ¿ �º�D�D�
e(λ1z+λ2z2+··· )(1 + a1z + a2z

2 + · · · ) = 1 + b1z + b2z
2 + · · ·

Ú ±=¸©¡b¸�
ÒÛ
�£�bÁ�ÏU�������D�D���mª<�M�dP�ªy�.�<�����m�D�

zn
�=�y�.�.� Ú ±=¸©¡b¸�
�Û(¶ �������y�D�.��Á$� ¿ �ÜÓÔ�QN ¿ ��¬y�º�b�D�È�=�y�.�.�

½ �b��ÁÈ�
Pn(a1, a2, . . . , an, λ1, λ2, . . . , λn−1) + λn = bn,

Ú ±=¸©¡b¸×³bÛ
�w�
�T����� c(iTbd|eihk¥_a���

³M¡



�D�5¼b�
Pn
Ç ¿ �%ÓÔ�<§�ÏD���y§�§��.���D�0ÏO�b�.�º�D�bÁ��/���º�u�D�y�º�.�AN ¿ �������º�^ÐÉ�º�D�D�.ªy����� ¶ �áª<�M�dP$ª<�.�<�Ò���

����¬y�.���U���.� ¸ �����D��§������u§�ªy��Ï"��Ç[N ¿ �y�.�º���D���D�(���y��Á$�º�U�����T�
λn
�º�ÑÁ$�3�D�Ö�^���.�Tª^»D�

Ú � Û
φ(z)
§��/� ¿ �D� ½À¿ �=¬y�.���D�T�.�����<��� ¶

Ú �º� Û
bn
§��.���D�u�.�

Q
�u�º�

K
¶ ���.§�Ï"�(�����©¼���Á$�<����� ¸

Ú � Û Çm§��3�D�D�º§ ½ ��������§�� ¶ �[§��b�º����������§�� ¶
limn |λn|

1/n = 0
¸ Â ¿ �<§����&Ç[¼��y���&§�� ¶ Ï"�<���<§��<Á ¢

ÏD�º� ¶ §�ªy�yÆ��.�/��Á$�
|λn| ≤ n−n

¸R� ��� ¿ ���.�º�.¬y¬<�/��Á����.� ½ �������Èª^»=�
Q
Ç ¿ �É§��������b�º�D§��º�yÁ��

�D�<�D§����D�
R
¶ �uª^»D���bÆb�D�'ª«��Á�Ï"�Ñ�ºÁ$Á$��Æb�º�U�����º�uÇ��=�y�D§��0�.�

C
® ÏO�b§�§��/��Á�� ¶ �.� ½ �������

§�ª<�yÆb�º�.�<���R�
λn
¿ �D�$�=�bÏ"�u�wÓ×���©�������.�

R
�u�.�

C
¶ �º�ÑÁ$�3�D��ª^»D�	�/��ªy���D�D�.¬<�.�b�=� Ú � Û §��/�

¼b�<���©¨Uª«����� ¶ �Öª^»D�u��� ¿ Á$�<���
bn = Pn + λn

§��.���D���º�
Q
���.�

K
¶ ���º§�ÏO�<�����º¼���Á��y����� ¸

¤���ª<�b§���� ¿ ¬<�.�b�=�	�=�y�.�.� ½À¿ �D¬<�.�b�D�T�=�y§��º�D�y�����^�
g(z)
Ç ¶ N ¿ �.�=�D� ¶ ª<�bÁ�ÏD�.�(�^����� ¸

�

� �Òû:ú���� ! � Þ(�#Þ 6*Î � �Òû:ú���� ! �éûOø�ü�!?�M�3ø"ù !#���áü�ÿ¥��!=ùyù5û:ú�ÿÀþ�þ8!DþÒÿÀûOø��Éÿ@ø
K〈z〉

Ï�Þ
� ��
�â#à&þ ä âG�:àeã*â©æ f(z) ∈ K〈z〉 ö â©ã*âÔâ ä ç�ç.áåæ¡â©ã*â à�â;
�æ ø ê�à� :à�ç�æ ö ù ä;� ænéné æ ø æ ø ádù8ù ø æ �é ædâ#êeá�ê�á înã*íåæ ä âAù ø ã:è/ã*ê�ê-ãÓE � â#à�ê-ãÕãåà�â � â#à�ê^ã � è�à¥ædç�ædíåædâ#ê�àµà øwø à�è ä îdà� :à�çûà·è�à K〈z〉

ë
ó�á�ç�æ ø ádù8ù ø æné ædâ#êeá��:àeã*â©æ ÷Ôä â#àeî�áMá íåædâ©ã è/ædç�ç�ÿ ã ø è�à�â©æÕè/ædàHþQá�ê(ê^ã ø àúæ0è�à[ædç�ædíåædâ#ê(à
à�â;
�æ ø ê(à� :à�çûà�ë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ7�£�b�=§��.�=�y���.��Á���ÏD���ºÁÈ���º�Üªy��§��u�.��ª ¿ �

K
§��.�Ö�.Á�ÁÈ��Æ��.�U�����.� ¸�­ �/�

f(z) = Czmeψ(z)
∏

k

fk(z)
Ú ±=¸©¡b¸���Û

�/������Ï=ÏD���<§��y������¬y�º�b�D�È�=��Þ �y�º�y��§�������§�§��D�
f(z)
¶ �º�ãª ¿ �¾�.�¾ÏD���3�D�������

(3.1.6)
»U����� ¢

Á��y�D� ¿ � ½ �������b���m�7ÏO�������yÊDÊO�7�«¼b�<���D�*�º�=¨U�D�©��� ¶ �[Æb�.�
fk(z)
Ï"��§�§��º�y�D���D���y§���������Á��y�����

¿ �U�Ñ�����D�.ª<� ¸
C
Ï ¿ YÑ�y§�§��y���$§�ªy�y�©���Ñ�.�ÉÁ$���D�º�y����ª^»D�

ψ(0) = 0
U
C
Ç����.�º�b�����.�ZÏD��� ¢

Á��Xªy�3�QP�ªy�º�y�����É�D�
f(z)
�D�b��� ¿ �º�.�>� ¶ N ¿ �º�D�D� ¶ ��ÏDÏU���]���.�<�D���

K
¸d� �����.�<Á$Á$�

ÏD���yªy�<�D�y����� ¶ �bÆb�=�
fk(z)

Ï ¿ Yá�y§�§��<����Á$�b�©���ºÏD�.�ºª«������ÏO�y� ¿ �ë�bÏDÏO�b��� ¿ �D�á�y�º�yÁ��y�����
�.�M¼b�y�]���ºÊD�.�º�

eφk(z)
¶ �.��Á��M�=��ª^»=�

fk(z)e
φk(z) ��ÊDÊD�.�uª<�M�dP�ªy�.�<�������.� K ¸m­ �

φk(z) =

∞
∑

n=1

λkn
zn ,

�
|λkn

|
�D�<¼��b�D�Ö�<§�§��<���

≤ n−n �&Ï"��§�§����D�Ö�y§�§��<����§�ªy�y�©���"����Ê=�º���������.��Á��y�����*ÏD�ºªyª<�b�.� U �.�ÏU���]���ºªy�b�.����� ¶ ÏO�b§�§��/��Á������ºª^»D�.�<�D�y���	ª^»=�

|λkn
| ≤

1

2knn
.

� �
�T����� c(iTbd|eihk¥_a���
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�£��Y ½ ��§��Zª^»=�
φ(z) =

∑

k

φk(z) =
∑

k

∑

n

λkn
zn =

∑

n

zn
∑

k

λkn

ªy���
|
∑

k

λkn
| ≤

∑

k

|λkn
| ≤

∑

k

1

2knn
≤

1

nn
,

ªy��§��.ª<ª^»DÃ
φ(z)
Ç ¿ �U� ½À¿ �D¬y�º�b�D�T�.�����y��� ¸m­ �R§���ÏO�b�D�

gk(z) = fk(z)e
φk(z) ,

��ÊDÊ=�/��Á��
f(z) = Czmeψ(z)−φ(z)

∏

k

gk(z) .
Ú ±=¸©¡b¸×ÌbÛ

­ ���.�3ÏD���M�D�������R���=�y§������R�D�y�º�/�
(3.1.7)

Ç7¨U�=�º��� ¶ N ¿ �y§]���	��ÏDÏU�������º�y�D���
K〈z〉
¶ ÏO�b�.ª^»=Ã

ªy�.��§�ª ¿ �D�&�D�y� ½ �������b����ªy�3��ÏDÏU�������º�y�D� U ÏO�y��ªy��Y
eψ−φ
��Ï=ÏU�������.�<�D�m�

K〈z〉
¶ �m�.�

(3.1.7)
Ç

�/������Ï=ÏD���<§��y������¬y�º�b�D�7�D�
f(z)
�=�y§��º�D�y�����^� ¸ �£��Y�ÏO�������yÊDÊO�£�D���Ö�y§�§��y���*§��[�.�ÒÏD���3�D�������

ÇR�.�=¨D�D�º��� ¸ ��� N ¿ �y§����Èªy��§�� ¶ §��/�

ψ(z) − φ(z) =

∞
∑

n=1

γnz
n .

¹��<���bÆb�=�
n
¶ §����=�<¼b��§�ªy�<Æb�.�º�y��� ¿ �U��§ ¿ ª<ªy�<§�§��º�b�D���D��� ¿ Á��y���

γ1n
, γ2n

, . . .
�.�0Á��3�D�

ª^»D�	§��.���D��¼b�<���º¨Dª«�����	�º�T§��<Æ ¿ �y������Ï=���bÏD���.�(�^Ð ®
γkn

∈ K,
∑

k

γkn
= γn, |γkn

| ≤ n−n .
Ú ±=¸©¡b¸ÔÍ�Û

Â ¿ �y§]���$ÇTÏ"�b§�§��ºÊD�.�º� ¶ ÏO�y��ª^»DÃ
K
ÇR�D�y�=§����.�

C
¸m­ �/�

ψk(z) =
∞
∑

n=1

γkn
zn .

¹��<�&�.� Ú ±=¸©¡b¸ÔÍ�Û(¶
ψk(z)

Ç ¿ ���y�.�<Á$�<�����u�D�
K〈z〉
¶ �

∑

k

ψk(z) =
∑

n

γnz
n = ψ(z) − φ(z).

Â ¿ �.�=�D�
f(z) = Czm

∏

k

eψk(z)
∏

k

gk(z) = Czm
∏

k

[eψk(z)gk(z)] ,

³�±



�.�ãª ¿ �m�bÆb�D� ½ �������b���È�D�<�[ÏD���M�=������� ¶ ÏO�y���/��Ï=���bÏO�b§��º¬y�º�b�D��ÏD���<ªy�y�=�y������Ç��º�
K〈z〉
¸

Â ¿ �.�=�D� ¶ ���Dª^»=���º� N ¿ �y§����ãªy��§�� ¶ §��.��Á��Å�������º¼������£���.�.�0����ÏDÏD���<§��<�Ò����¬y�º�b�D�Ñ�D�
f(z)�D�<§��.�=�y���µ�^� ¸ �£»D�åN ¿ �y§��yÓ ¿ �º���ºÁÈ��§��.� ¿ �D�ºª«� ¶ ��Á$�<�D���D�<�.�·Ó �b���D�.�D���D�<� ½ �������b���m�È�D�

�y�º�yÁ��y�������º��¼b�y�]���ºÊD�.�º� ¶ ÇT�G¼Ò¼3�.� ¸
� �bÊ=ÊD�/��Á������Dª<�b�������������������u�.�}ªy��§����.�áª ¿ �

K
§��.�����«���º� ¸ ¤¾Ó �.�=§��.�<Á$�

Zf
Ç$���º�.�b���

§��ºÁ$Á��<�����ºªy� ¶ �
f(z)
Ï ¿ Y��<§�§��y���È§�ªy���º�����0�=�y�.�.� ½ ����Á$�

(3.1.6)
¶ �D�5¼b���b�����º�

fk(z)»U���=�D� ¿ � §��.Æ��D�º¨Uªy�������D�©¼b�y��§�� ® �<§�§��È»U���=�D��� ¿ �U�������D�.ª<�$���«���º� ¶ �bÏDÏ ¿ ���È»D���D�D�
¿ �U�Ñªy��ÏDÏD�/���D�}�����D�ºªy�'ª<�bÁ�ÏD�.�<§�§��uª<�b�D� ¿ Æ������ ¸ ���

(3.1.6)
¶
ψ(z)
¶ ªy��Á$��Ï ¿ �����bÆb�D�

fk(z)
Ç����º�.�b���0�.�

R〈z〉
¶ �Ñ�.�7���y§���� �=�y�.�.���D�.Á��b§]������¬y�.���D��ÏD���Mª<�y�D��ªy�bÁ���ÏD���.Á$� ¶

�yª<ªy�(������ÏO�y�&�.�
λkn

¶ ª^»D���D�<¼��b�D� Ú ��ÏO�b§�§��b�D� Û �y§�§��y���Ö§�ª<�y�º���Ö�.�
R
U �.��ÏU���]���.ª<�b�/����� ¶

�/�
(3.1.8)

¼3�.�y�=�	§��M�=�D�.§ ½ ������� ¶ ÏO�y��ª^»DÃ
K
ÇR�D�y�D§��$�º�

R
¸

�

e£ÌIH ô ÜdÎ Î:ÓÕÑt×[ÜQÎ ÓÕÎLõ
² ��ª<ªy�/��Á$�u�b���õN ¿ ���ºª^»D��ª<�b�D§��.�D�<����¬<�.�b�D�R§ ¿ Æb�.���º�D§��º�yÁ��%�D�yÆ��.��¬y�<��� ¸7� ÊDÊ=�/��Á��

¼3�.§]���>ª^»D�ÉÆ��.���y�º�yÁ��y�������.��¼b�<�����.ÊD�º�.�*�D�C2f§��b�=�>�D�y�º�/� ½ �b��Á$�
eg(z)
¶ N ¿ �.�=�D� ¶ �U�µ�^�

f ∈
2 ¶ � ¿ �����Z��§��b�.���'§ ¿ �b�Z�y�º�yÁ��y�����Z��§�§��Mª<�/�����'§����D�Ñ�D�y�'���.ÏO�

eg(z)f(z), ∀g ∈
2 ¶

ÏO�y��ª<��Y�� ¿ � ½À¿ �=¬y�.���D�'��§�§��3ªy�.�����	»U���=�D���.�$§����y§�§����.�D§��.�<Á$�	�D�yÆ��.��¬y�<��� ¶ ��¼3�.ª<�<¼��y��§�� ¸
���Å���©������ÏU�����b�.� ¶ ª�Ó Ç ¿ �D��ªy�b�����.§�Ï"���D�D�y�=¬«�ÈÊD� ¿ �D�©¼b�3ª«�$�����ÈÆb�º���º�D§��º�yÁ����D�yÆb�º��¬<�y���'�
�·Ó �.�=§��.�<Á$���D�y�º�.� ½À¿ �D¬<�.�b�=�%�.�����<���R��§�§��3ªy�.����� U �.��ÏU���]���ºªy�b�.����� ®

•
� �.�.�	ª<�/��§�§����=�yÆb�º�O�<�.�<Á$�<�Ò���:�.�=¼��y�����.ÊD�º�.�U�D��2 ªy�b�����.§�Ï"���D�D�

∅
¶ �.�È���º������ÏU�����b�.� ¶

f ∈
2 Ç ¿ ���y�.�<Á$�<�����u�.��¼b�<�����.ÊD�º�.�

⇐⇒ Zf = ∅
¸

• f ∈
2 ¶

f 6= 0
�R�D�b���.��¼b�<�����ºÊD�.�º� ¶ ÇT�.�����.� ¿ ªy�.Ê=�.�.�

⇐⇒ |Zf | = 1
¸

• f ∈
2 Ç ¿ ��ÏD���3�D�������Ö¨U�D�©���u�D���<�.�yÁ��y�����%�.�����.� ¿ ªy�ºÊD�.�º�

⇐⇒ |Zf | <∞
¸

­ �
I
¿ �È�.�D�y���.���D�b��� ¿ �º�.���D��2 ¶ ÏO�b�D�.��Á$�

Z(I) = {Zf : f ∈ I}
¸¾� �&§��<Æ ¿ � ¶

ÏO�y�¡N ¿ ���Ò������ÏDÏO�y�D�È�D�<����� ¶ ª^»D���/�u�U��� ¿ ���È�D�<Æb�.���º�D�«���.�
I ⊂

2pÇ	ªy��Á$ÏD�º�<����Á$�<�����
�D�(���y��Á$�º�U�����u�D��Æb�.�"�.�D§��.�<Á$�

Z(I)
¸

������ªyª<�b���D��ª<�b���/�	���y��Á$�º�D�b�º�bÆb�/� ¿ §����^�Ö�D� Î �y�=����VÒ§��y� Ú ¯°¡9
�´w¶ �D�(¨U�D�º¬y�.���D� ±�ÛÝ¶
ªy�.��§�§��º¨Uª^»=�/��Á���Æb�.�Ü�.�D�y���.�"�D�y�º�·ÓÔ���D�y�º�.�ú2-ª<�bÁ��T§��yÆ ¿ � ®
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ÝÕ�8IZø�ÿ@þÒÿÀûOø�� � Þ � Þ��#Þ£ì+â à�è/æ�á�ç�æµù ø ãnù ø àeã I ⊂
Å ÷ î �/à�á�íõá�ê^ã	ö�4648ôAé æ ö æCé ã*çûêeá�â#ê-ã

é æ ö ⋂f∈I Zf 6= ∅ � á�çûê ø à�íåædâ#ê�à ÷ î �/à�á�íõá�ê^ã÷:�ï�¨4ò�ó�ô#ë

¤��Ö§���� ¿ ��� ¿ ���Ö�=�yÆb�º�"�º�D�«���º�U¨U§�§��%Ç�ÏD� ¿ �����b§����Ö§��<Á$ÏD�º�.ª<� ¶MÎ �y�ºÁ$�<�£�.���D�(���y��Á$�º�?Y
�D�<�Dªy�b��§��R�D�<�D§ ¿ �R§]� ¿ �D�º�T§ ¿ �º�.�[ÏD���bÏ=���.�(�^ÐT�����º��Á$�(���.ª^»=�[�D�<�.�º� ½À¿ �D¬<�.�b�D�M�.�����<��� ¶ Ú ¯°¡5±µ´w¶
���<�b���<Á$� ÌG¢ ÍG¢ Ë�ÛÝ¸0� Æb�º�[�D����Y�ª^»D��§��

S
Ç ¿ � N ¿ ���º§��.��§��m§��������b�º�D§��º�yÁ���¨D�D�º�����D�a2 ¶

���º�.�b�����bÆb�D� ½À¿ �D¬y�º�b�D�
d ∈

2 �����.��ª^»D�

Zd =
⋂

f∈S

Zf
Ú ±=¸×�M¸ÔË�Û

Ç ¿ ��Á$��§�§��.Á���ª<�bÁ ¿ �È�D�º¼3�.§��b���&�D�y�º�.� ½À¿ �D¬<�.�b�D�O�D�
S
¸ ���=�b�º����� ¶ Á��b§�����YÖª^»D�¡2AÇ ¿ �

�D�bÁ��.�=�.���D��Â£Ã<¬y� ¿ � ¸7� �����<Á$�$���D�<§�§��$�.�T�D�ºÁ$��§�������¬y�º�b�D�"�D���^���º� ½ ������� ¶M¿ ���º�.�.¬<¬«���=�D�
¿ ���.�º�DÆ ¿ ��Æ�Æb�.��ÏD���ÑÁ��M�D�<���D� ¸

�	úµû��}û��«ÿÀþÒÿ@ûOø+� � Þ � Þ � Þúß�à�á�â©ã
f, g ∈

ÅúëË�¡ç�ç�ã ø á g ∈ (f) ⇐⇒ Z∗
f ⊆ Z∗

g

æ
of (z) ≤ og(z) ö ù#æ ø ã�
�â#à

z ∈ Z∗
f

ë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ

(⇒)
®�­ �

g ∈ (f)
¶ ���º�.�b���

g = fh
¶
h ∈

2 ¶ �åN ¿ �.�=�D�
Z∗
g =

Z∗
fh = Z∗

f ∪ Z
∗
h ⊇ Z∗

f

U �º�D�b�©����� ¶ §��
z ∈ Z∗

f

¶
of (z) ≤ ofh(z) = og(z)

¸
(⇐)
® ¹��<���.��ÏD���bÏO�b§��.¬y�º�b�D� �M¸�
D¸©¡5 =¶ �<§��.§]���

h ∈
2 ¶ �^���º��ª^»D�

Z∗
h = Z∗

g − Z∗
f

¶ ªy�b�
oh(z) = og(z) − of(z)

¶ Ï"�<����Æb�D�
z ∈ Z∗

h

¸ Â ¿ �.�=�D� ¶ �<§�§��<�D�D�É�.� ½ �µ���������.¬<¬«��¬<�.�b�=�
¿ �D�ºª«����Á$�<�D�u�D���y�º�yÁ��y�����%�º��¼b�y�]���ºÊD�.�º� ¶ �������y�D�.��Á$��ª^»D�

hf ∼ g
¶ �5¼Ò¼b�<���

g ∈ (f)
¸
�

�	úµû��}û��«ÿÀþÒÿ@ûOø+� � Þ � Þ � Þ�Å ÷Dä âÜø&È`¼ � è/ã*íÙà�â#àeã�ë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­ �yÆ ¿ � ½ ��ª<�.�ºÁ$�<�Ò���uÏ"�<���/��ÏD����Ï"�b§��.¬<�.�b�D� ±=¸×�M¸×��U �.� ½ ������� ¶ ÏD���<§��
ªy��Á ¿ �?N ¿ �

f, g ∈
2 ¶ �D�b�$�y��������ÁÖÊO�&� ¿ �º�.� ¶ §��"»U�	ª^»D�

MCD(f, g) = d
¶ �D�5¼b� ¶ Ï"�<�

�/��ÏD����Ï"�b§��.¬<�.�b�D� �M¸�
D¸©¡5 =¶
d
Ç ¿ �D� ½À¿ �D¬<�.�b�=�È�.�����y�����«¼b�y�����

Z∗
d = Z∗

f ∩ Z∗
g

�ÈÏO�y�
�bÆb�=�

z ∈ Zd
¶
oz(d) = min{oz(f), oz(g)} �

­ �<Æ ¿ � ½ ��ªy�º�.Á��y�������.�Ö§��<Æ ¿ �y������ÏD���bÏO�b§��º¬y�.���D� ®
³b³



�	úµû��}û��«ÿÀþÒÿ@ûOø+� � Þ � Þ 6 Þ�Å ÷ înã*í¡ù�ç�ædêeá�íåædâ#ê-æ}à�â#ê-æ�
 ø á�çûíåædâ#ê^æ¤î �/à ä é ã�ë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­ �/�

h ∈ M(C)
¿ �É�y�º�yÁ��y�����AN ¿ ��§��'�º�����y����§ ¿ 2 ¸�� �º�.�b����ÏO�y�

�/�uÏD���bÏ"��§��.¬<�.�b�=�
1.2.2
�y§��.§������º� 2 ¿ ���<�.�yÁ��y�����

d 6= 0
¶ �^���.�	ª^»D��ÏO�y���bÆb�D���º�Ò���y���

ÏO�b§��©���º¼��
n
¶
dhn ∈

2 ¸'� �.ª<�/��Á���ª^»D�
h = f/g

¶ ª<�b�
f, g ∈

2 ¶ �mÏO�b§�§��/��Á��&§ ¿ ÏDÏO�b�����
ª^»D� � � �

(f, g) = 1
¸�u �bÆb�º�/��Á��RÏD���5¼������Tª^»=�

g
ÇT�º��¼b�y�]���ºÊD�.�º���.�å2 ¸m­ �

g
½ �b§�§�� ¿ �

�y�º�yÁ��y�������D�b���.��¼b�<�����.ÊD�º�.�T�.�Ô2 ¶+U ���º�.�b���
g
�D�b���D�º¼3�º�D�y���yÊDÊO�

f
Ú �úN ¿ �º�D�D�

gn
�D�b�

�D�©¼M�º�D�y���yÊDÊO�
fn
¶ ÏO�y�m�bÆb�=�

n ≥ 1
Û(¶ �<�È�������y�����<Á$Á��Rª^»D�

gn
�D�©¼3�.�D�<���yÊ=Ê"�

d
¶ �5¼3¼��y���

d ∈ (gn)
¶ �DN ¿ �.�D�D� ¶ Ï"�<�&�.��ÏD���bÏO�b§��.¬y�º�b�D� ±=¸×�M¸×�M¶

Z∗
gn ⊆ Z∗

d

�
oz(g

n) ≤ oz(d)
¶ ÏO�y�

�bÆb�=�
z ∈ Z∗

gn

¸ ���D���º�����
Zg
§������<ÊDÊ"�$�D�b�á¼ ¿ ����� ¶ �$ÏD���y§�� ¶ ���º�.�b��� ¶�¿ �D�

z0 ∈ Z∗
g

¶
�������y�=�/��Á���ª^»=� ¶ ÏO�y�[�bÆb�D�:�º�Ò���y����ÏO�b§��©���º¼��

n
¶
z0 ∈ Z∗

gn

�<���.�$ÏU�������.ª<�b�/�����
z0 ∈ Z∗

d

¶
ªy���

oz0(g
n) ≤ oz0(d)

¸�� �
oz0(g

n) = noz0(g) ≤ oz0(d)
¶ Ï"�<�T�bÆb�D�

n
Ï"��§��º���º¼�� ¶ �

N ¿ �y§]���T�D����ÇmÏ"�b§�§��ºÊD�.�º�¾�&Á��y�D�&ª^»D�
oz0(g) = 0

¶ ª<�.�3Ç ¶ �&Á��y�D��ª^»D�
g
§��/���.��¼b�<�����.ÊD�º�.�

�.�
z0
¶ ª^»D��Ç���§�§ ¿ ���D� ¸¾� �º�.�b���

h ∈
2 ¶ Ï"�<�£ª ¿ �©2 Ç�ªy�bÁ�ÏD�.�(�^��Á��y�����&�º�Ò���yÆb�����.Á��y�����

ª^»D� ¿ §�� ¸
�

�£�b�����º� ¿ �/��Á������X���U���.�.¬<¬«�����u�/��§]��� ¿ ��� ¿ ���0�=�yÆb�º�m�º�D�«���.�}�D�·2 ¸ ���[Ï=���b§�§��.Á��
ÏU��§�§��$Ç}N ¿ �y�.�º�u�D���D�.Á��b§]����������ª^»D�D2 Ç ¿ ���D�bÁ��.�D�º�Ö�D��Â£Ã<¬y� ¿ � ¸
� �Òû:ú���� ! � Þ � Þ�	ZÞ ¢ æ ø ã�
�â#à

f, g ∈
Å ö â©ã*âÕædâ#ê ø á�í¡ dæ�â ä ç�ç�æ ö édà�á d = MCD(f, g)

ë
�¡ç�ç�ã ø á=ænédà�édê^ã*â©ã

λ, µ ∈
Å ê�á�çûà+î �#æ

d = λf+µg ö îdàeã ÷ Å ÷pä âÕè/ã*íÙà�â#àeã[è�àÂª�«��*ã ä êeëà ä à�â�è�àaã�
�â#àlà�è/æ�á�ç�æpù ø ãnù ø àeã I è�à`Å � â#à�êeá�íåædâ#ê-æ�
/ædâ©æ ø á�ê^ã ÷S� éné ã�ë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­3¿ ÏDÏO�b�D�/��Á$�F�U��ÏDÏD���.Á$�Fª^»D�

f
�
g
�D�b� ��ÊDÊD�/���D�ñ¬<�y�����.�

ªy��Á ¿ �D� ¶ �G¼Ò¼��y���$ª^»D� � � �
(f, g) = 1

¸}� �.�º�b���
1

fg
= F

Ç ¿ �U� ½À¿ �=¬y�.���D�RÁ$�<���bÁ��b� ½ ���D�<��ª«��Á�Ï"��ªy��Á$ÏD�º�y§�§�� ¶ ��ª ¿ ��ÏO�b�.�%§��b�D�$Æb�.��¬<�y�����D�
f�R�D�

g
U �.�"���y�����yÁ$���D� � �©������Æ ¢ ¤���ù$�<�*ªy����§�§��ºª ¿ ���uª^»=�

F = h1 + h2

�D�5¼b�
h1

�
h2

ÏO�b§�§��.�<�D�b�D�áªy�bÁ��ÑÏ"���.�7Æb�º�£¬<�y�����D�
f
�Ñ�D�

g
¶ ���.§�Ï"�(�����º¼���Á��y����� ¶ �

�·Ó �b���D�.�D�È�D�£�^���.�mÏ"�b�º�[ª<�b�.�=ªy�.�=��ªy�b� �wÓÔ�b���D�.�=�È�D�<Æb�.�[¬y�y���*ªy�b�����º§�ÏO�b�D�D�<�Ò��� ¸ � �"N ¿ �

³��



�D�<� ¿ ªy�.��Á�� ¶ §����º¼���§��º�DÆb�b�.�����©�^ÐÖ�<�.�.Á��.�D��ÊD�.�º� ¶ ª^»D�
fh1

�
gh2

§��b�D� ½À¿ �D¬y�º�b�D���.�����y��� ¶
ÏO�y��ª ¿ �

1 = (fh1)g + (gh2)f.� �<�uª«��§�� Æb�<�D�y�����.�X�º� ª ¿ �
Zf ∩ Zg 6= ∅

¶ §��.�
d = MCD(f, g)

U �U���.�/�hÏ=��� ¢
Á$� ÏD�������É�D�y�º�/�>�D�ºÁ$�b§]������¬y�º�b�D��§��yÆ ¿ �Åª^»D�Å�<§��.§]���b�=�

a1, b1 ∈
2q�^���º��ª^»D�

1 =

a1(f/d) + b1(f/d)
¶ �D�uª ¿ �

d = a1f + b1g
¸

�

Î �<�.Á��y�*�D�º�y�D�	���=ª^»D� ¿ ���<§��<Á$ÏD�º�u�D���.�D�y���.�&¨U§�§��È�D�b��¨U�=�º�^��Á$�<�Ò���TÆb�y�=�y���µ��� ®

2}�:�/�M��ÿÀû�B Ú ¯°¡5±µ´w¶ ���<�b���<ÁÈ� Í�Û

•
­ ��ªy�b�D§��.�D�<�����wÓÔ�º�D�«���º�

S
Æ��y�D�<���������D���.�º��§��<Æ ¿ �y����� ½À¿ �D¬y�º�b�D���.�����y��� ®

f0(z) = sin z, f1(z) = sin
1

2
z, . . . , fn(z) = sin

1

2n
z, . . . (n ∈ N)

È
�5¼Ò¼3�.��ª^»D�   Ç ¿ �D��¬y�y����ªy�bÁ ¿ �D�m�*� ¿ �����}�.� ½À¿ �D¬y�º�b�D�

fn
¶ N ¿ �.�=�D�

S ⊆ (idC)
¶

Á$�
S 6= (idC)

¸ ��� ½ ������� ¶
idC

�D�b�ÉÇ ¿ �É�y�.�<Á$�<�������D�
S
¶ Ï"�<��ª^»DÃu§����º� ½ �b§�§��

�<§��.§]���<���yÊ=Ê"� ¿ �
m ≥ 0

�^���º��ª^»D� ¶ ÏO�y���bÆ��D�
z ∈ C

¶ §����«¼3���yÊ=Ê"�
z = h0(z)f0(z) + h1(z)f1(z) + · · ·+ hm(z)fm(z), con hi ∈

2
.

� �>�<§�§��y�D�D�
Zfn

= {2nkπ
¶
k ∈ Z}

¶ �D�5¼M���yÊDÊO��¼b�<���©¨Uª«����§���ª^»=�
ZidC

⊇

{2mkπ : k ∈ Z}
¶ ª^»D��ÇÈ��§�§ ¿ ���D� ¸�� �º�.�b����§��

S
½ �b§�§���ÏD���.�Dª<�.ÏU���º� ¶�¿ �>§ ¿ �

Æb�<�D�y�����������	�D�5¼M���yÊDÊO�Ö�<§�§��<��� ¿ �U� ½À¿ �D¬y�º�b�D�
f
¶ �^���º�Rª^»D�

f(z) = zg(z)
¶ ª<�b�

g ∈
2 ¶ �D�b� �º�Ò¼��y�]���.Ê=�.�.�$�.� 2Þ�È�����.�Èª^»D�

g(0) 6= 0
¶ �y§�§��y�=�D�  �¿ �D�Å¬y�y���

§��yÁ�ÏD�.�ºªy�*�D�U�bÆ��D�
fn
¸}� �����=ª^»D�tN ¿ �y§�����ªy��§��	Ç*�.Á�Ï"��§�§��ºÊD�.�º� ¶ Ï"�<��ª^»DÃ�§����bÆb�=�

fn ∈ (f)
¶ ���.�º�b����ÏO�y���/�ÑÏD���bÏO�b§��.¬y�º�b�D� ±=¸×�M¸×�

Z∗
f ⊆ Z∗

fn

¶ Ï"�<����Æb�D�
n
¶ ª<�.�3Ç

Z∗
f ⊆

⋂

nZ
∗
fn

= {0}
¶ ªy�.�3Ç

g
�D�5¼3���yÊ=Ê"�	�y§�§��y�����º�Ò¼��y�]���.Ê=�.�.�&�.�Ô2 ¸

© �9�Q�3ú��J!DþÒÿ@ûOø+� � Þ � ÞWF3Þ � çZþQá�ê�ê-ã î �#æ"ænédà�édêeá�â©ã à�è/æ�á�çûàOâ©ã*â � â#à�êeá�íåædâ#ê^æ"
/ædâ©æ ø á�ê(àà�í¡ù�çûàeî�á ö ã*çûê ø æÙî �#æoÅ �D��� ÷Dä â ¢�� ¼ ö á�â©î �#æ¢î �#æoÅA�D�b� ÷ �Dã ædê��#æ ø à�á�â©ã�ë

� �U���.�º¬y¬<�/��Á����b���u�/��§]��� ¿ ��� ¿ ���$�=�yÆb�º���.�D�y���.�%�º�.ÊO�y��� ¸ ���D�U���D¬<��� ¿ �����$¼��y���º¨Uª^»D� ¢
��Á��u�·Ó �y§��º§����y�D¬y�u�=���.�D�y���.�"�.�.ÊO�y��� ®

³bÌ



2}�:�/�M��ÿÀû�B Ú ¯°¡9
�´w¶ �y§��yÁ�ÏD�.�uÏU��Æ ¸*¡5Í=¡GÛ

•
­ �/�

{zn}
¿ �U��§ ¿ ªyªy�<§�§��.�b�D���D��� ¿ Á��y����ª<�bÁ�ÏD�.�<§�§��"�^���º�%ª^»D�

limn→∞ zn = ∞
¸

­ �.�
{SN} = {zN , zN+1, . . .}

¸ �£��§���� ¿ �/��Á$� ¶ ÏO�y�&�bÆb�D��� ¿ Á��y���È�U��� ¿ �����º�
N¿ �D� ½À¿ �D¬<�.�b�D���.�����<���

FN
¶ �^���º��ª^»=�

ZFN
= SN

Ú ÏD���bÏO�b§��º¬y�.���D� �3¸�
D¸©¡5 �ÛÝ¸�­ �/�
I = (FN )N≥1

¸[� ¼3¼3�.��Á$�<�����
I
Ç ¿ ���.�=�«���º���.�ºÊ"�<��� ¸

) û:úµû�����!=ú�ÿÀû � Þ � Þ � Þ��úænéné ä â à�è/æ�á�ç�æ çûà� dæ ø ã I è�à
R ÷÷� â#à�êeá�íåædâ#ê-æ_
/ædâ©æ ø á�ê^ã ö æ

â©ænéné ä â�á�þ ä âG�:àeã*â©æaù#ã*çûà�â©ã*íÙà�á�ç�æDádù8ùJá ø ê(àeædâ©æDá8è ä â"à�è/æ�á�ç�æ[çûà� dæ ø ã�ë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ0¹��b�.ª^»DÃ£2�Ç ¿ �>�=�bÁ$�º�D�.���=�[Â[Ãy¬y� ¿ � ¶ �bÆb�D�¾� ¿ Á��y����¨U�D�©�����D�
�y�º�yÁ��y�������D�

I
»U�È¬<�y����ªy��Á ¿ �D� ¶ N ¿ �º�D�D�

I
�D�b�0Ï ¿ Y��<§�§��<����¨D�D�º����Á$�<�����	Æb�y�D�<������� ¸

­M¿ Ï=Ï"�b�=�/��Á�� ����� ª^»=�
I
ªy���Ò���y�DÆb� ¿ �U� ½À¿ �D¬y�º�b�D��Ï"���.�.�=�bÁ$�.���.�

h
¸ � §�§ ¿ Á��/��Á��

ª^»D�
z1, z2, . . . , zt

§��.���D� Æb�.��¬y�<�����D�.§]���º�Ò�����D�
h
U ÏO�b�ºª^»DÃ ⋂

f∈I Zf = ∅
¶ �y§��.§]���b�D�

f1, f2, . . . , ft ∈ I
�����.��ª^»D�

fi(zi) 6= 0
¸-­ �/�

I0 = (h, f1, f2, . . . , ft)
¸ � �.�º�b��� ¶

⋂

f∈I0
Zf = ∅

¶ ª^»D�ÑÇ ¿ �F��§�§ ¿ ���D� ¶ �U�����Éª^»=���D���ë�<§��º§������D�Å�.�D�y���.�m�.�ºÊ"�<���[¨D�D�º��� ¢
Á��y�����RÆb�<�D�y������� ¸

�

���=�b�º����� ¶ Ç ½ ��ª<�.�º��Á��b§�����������ª^»D� ã�
�â#à�à�è/æ�á�ç�æ£è�à�
 à�é ã ø à�á�ç�æ=è�à¹Å ÷ ù ø à�â©îdà
ùJá�ç�æ ®�.� ½ ������� ¶ §��
I ⊂

2 ÇÖ�º�.ÊO�y��� Ú �¤N ¿ �.�D�D�'�D�b�ÉÏD���.�Dª<�.ÏU���º� ÛÝ¶ ���º�.�b���
I−1 =

2 ¶ ÏO�y��ª ¿ �
I
�=�b� Ç��=�º¼3�.§��b���.���.� Ú �U������ª^»D�õ2 −1 =

2 ÛÝ¶ Á$�<�Ò�����u§��
I ⊂

2 Ç ¿ �Å�º�D�«���º��¨U§�§�� ¶
���º�.�b��� ¶ ÏO�y���.�uÏ=���bÏO�b§��º¬y�º�b�D� �M¸�
D¸©¡5  �y§��.§���� ¿ �U� ½À¿ �D¬<�.�b�D�

g ∈
2 �^���º�Tª^»D�

Z∗
g =

⋂

h∈I Z
∗
h

�
oz(g) = min{oz(f) : f ∈ I}

ÏO�y���bÆb�=�
z ∈ Z∗

g

� ¶ ÏO�y�Öª<�b§���� ¿ ¬<�.�b�=� ¶
I ⊆ (g)

U �.�=�b�º����� ¶
g ∈ (I−1)−1

Ú ÏO�y��ª^»DÃ ¿ �X�y�º�yÁ��y�����
η ∈

M(C)
¶ �D�ºªy�.��Á$�

η = h/t
�$ÏO�b§�§��/��Á��Ñ§ ¿ Ï=Ï"�b����� � � �

(h, t) = 1
¶ ��ÏDÏU�������º�y�D�$�

I−1 ⇐⇒ (h/t)f ∈
2 ¶ ÏO�y�R�bÆb�=�

f ∈ I ⇐⇒ t
�D�©¼M�º�D�

f
Ï"�<�	��Æb�D�

f ∈ I
¶ �

N ¿ �.�=�D� ¶ ÏO�y�¾ªy�b§]��� ¿ ¬y�º�b�D� ¶
t
�D�©¼3�.�D�

g
¶ ÏO�y��ª<��Y

gη ∈
2BÏO�y�m�bÆb�D�

η ∈ I−1 � ¶ §��.ª<ªy�bÁ��
(I−1)−1 = {θ ∈ M(C) : θI−1 ⊆

2
}
¶
g ∈ (I−1)−1

Û N ¿ �.�D�D�¾§��
I
Ç��D�©¼M�º§��b���/���º� ¶

I = (g)
Ç�ÏD���.�Dª<�.ÏU���.� ¸[­ �.���b���

J
Ç ¿ �0�.�=�«���º�T�D�º¼3�.§��b���.���.���D�32 ¶ ���º�.�b���

J = Id−1
¶

ÏO�y��N ¿ ���.ª^»D�	�y�º�yÁ��y�����
d ∈

2 ¶ �	ÏO�y��N ¿ ���ºª^»D���º�D�«���.�
I ⊂

2 ¶ �5¼Ò¼b�<���
I = Jd

¶ Á$�
Iv = (Jd)v = dJv = Jd = I

¶ ªy�.�3Ç ¶ ÏO�y�}N ¿ �������0��Ï=Ï"�<�U���=�<�����
I
ÇuÏD���º�Dªy�ºÏU���.� ¶

�D�ºªy�/��Á$�
I = Ef

¶ �aN ¿ �.�D�D�
J = Efd−1 Ç7�<§�§��R§]���y§�§��RÏD���.�Dª<�.ÏU���º� ¸ ���u���©�����[ÏU�����b�.� ¶

³�Í



2-Ç}N ¿ �y�.�º�uª^»D��Â[� ¿ ��ÊD��VÒ�%�D�<¨D�D�.§�ªy� ¿ ���=�bÁ$�º�D�.�¤�H�:�3ý�ü�û E ��úµÿ@ø>'�ÿ���!#��� � ¸

� �bÏO�$�«¼��y���y§��.ÊD�©���u���ºª ¿ �D��ÏD���bÏ=���.�(�^ÐÖÆb�<�D�y�����.�Ü�D�yÆb�º�Ü�º�D�«���º� ¶ �.�D�D��Æb»D�.��Á$�	Æb�º�
�.�=�«���º�MÏD���.Á��M�*Á$��§�§��.Á$���º���D�y�º�·ÓÔ���D�y�º�.��2 ¸}� �b§������y���yÁ��Rª^»D�*�bÆb�D�M�.�D�y���.� ¶ �D����� ¿ �º�.� ¶
ÏD���.Á��$�	¨U§�§���Ç�Á$��§�§��.Á$���.� U � ¿ ���^�«¼3�/� ¶ �U�����yÁ����y§��<Á$Ï=���D��ÏD���.Á����D�b�0Á$��§�§��.Á$���º� ¶
�T���<��Á��.�D�<���yÁ����.�Üª«��ÏD�©���b�º�Ö�D�(���y��Á$�º�U���D�=���.�Ö�D�.Á��y�=§��.���D� Ú �D� � � ¿ �.� Û �D�32 ¸
� �Òû:ú���� ! � Þ � ÞWK3Þ���
�â#àlà�è/æ�á�ç�æ[íõá*énédà�íõá�ç�æ � éné ã£è�àZÅ ÷ è/ædç�ç.á�þ9ã ø íõá

I(z0) = {f ∈
Å

: f(z0) = 0}, z0 ∈ C
� â©ã*çûê ø æ ö à�ç>î�á�í¡ù#ã ø ænédà�è ä ã£è�àaã�
�â#àlà�è/æ�á�ç�æ[íõá*énédà�íõá�ç�æ � éné ã ÷ à�é ã*íåã ø þ9ã£á

C
ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­ �/�
z0
¿ � �y�.�<Á$�<�������D�

C
¸ �£»D�/������Á��y�����

I(z0)
Ç ¿ �ã�.�=�«���º�

¨U§�§����=�82 ¸ ���=�b�º�����}�·ÓÔ��ÏDÏ=�.�.ªy��¬y�º�b�D�
f(z) → f(z0)

Ç¾ª^»D�.������Á��y����� ¿ ���bÁ��bÁ��b��¨D§�Á��
�D�·2W§ ¿

C
¶ ª^»D�È»U�

I(z0)
ÏO�y��� ¿ ªy�º�y� ¸ Â ¿ �.�=�D�

I(z0)
Ç$ÁÈ��§�§��ºÁÈ���.� ¸"u �.ª<�<¼��y��§�� ¶

§��
I
Ç ¿ �F�º�D�«���º�È¨U§�§��á�D�p2 ¶ ��§�� ⋂

f∈I Zf
ªy�b�����<�D�y§�§���� ¿ �ÑÏ ¿ �����

z1
¶
z2
¶ �D�b�

�D�<ªy�y§�§������/��Á��y�������D�º§����.����� ¶ ���º�.�b���
I
§������<ÊDÊ"�Rª<�b�����y� ¿ ���ÈÏD���bÏD���/��Á��y�������.�

I(z1)
�

I(z2)
¸

�

­ �mªy�b�D§��.�D�<���[�/� ½À¿ �D¬y�º�b�D�È�º�����y���
ta
¶ �^���º�$ª^»=�

ta(z) = z − a
¶ ªy�b�

a ∈ C
¸

¤}ÓÔ�º�D�«���.�
(ta)
Ç ¿ ���.�D�y���.��Á$��§�§��.Á$���º� ¶ �.� ½ ������� ¶

(ta)
�
{f ∈

2
: f(a) = 0}

¸
���D�b�º�����

(ta)
â©ã*â înã*â#ê(àeædâ©æCédê ø ædê�ê�á�íåædâ#ê^æ[â©ænéné ä â à�è/æ�á�ç�æaù ø à�íåãCù ø ãnù ø àeã ® �.� ¢½ ������� ¶ §��/�

P
¿ �ã�º�D�«���º�uÏD���ºÁ$� ¶

P 6= (0)
¶
P ⊂ (ta)

¶ ��§��¾ªy���D§��º�D�y���
0 6= f ∈ P

U
���º�.�b���

f(z) = (z − a)mg(z)
¶ ªy�b�

g(a) 6= 0
¶ N ¿ �.�=�D� ¶

g /∈ (ta)
¶ �G¼Ò¼��y��� ¶

g /∈ P
U �<�

�y§�§��<�D�D�
P
ÏD���.Á�� ¶ §��"»U�

tma ∈ P
¶ �D��ª ¿ �

ta ∈ P
¶ ªy�º�MÇ

(ta) = P
¸Zu �ºªy�<¼��y��§�� ¶ ã�
�â#à

à�è/æ�á�ç�æ¤ù ø à�íåã � â#à�ê�á�íåædâ#ê^æ÷
/ædâ©æ ø á�ê^ã ÷ è/ædçaê�à
ù#ã
(tz0) ö înã*â

z0 ∈ C
® §�� ¶ �.� ½ ������� ¶

(f)
Ç ¿ �É�º�D�«���.��Ï=���.Á��ÈÏ=���bÏD���.� ¶ ���.�º�b���

f
�D���ÉÇÖ�.�=�y�����ºª«��Á��y������� ¿ �.�/� U § ¿ ÏDÏ"���D� ¢

��Á���ª^»D�
z0
�
z1
§��/���D��� ¿ ��§ ¿ �b�Z¬<�y���'�D�.§]���.����� ¸ ¹���§�§��.��Á���§�ªy���º¼��y���

f = gh
¶ ªy���

g(z0) 6= 0
�
h(z1) 6= 0

¶ Á$�
h /∈ (f)

�
g /∈ (f)

¶ ª<�b���������D�D�ºªy�y�=�D�Ö�/���D�<¨U�=�.¬y�º�b�D�&�D�
�.�=�«���º�TÏD���ºÁ$� ¸Z­ ���D�<� ¿ ªy�	ª^»D�

f = tnz0
¶ ���.�º�b���

tz0 ∈ (f)
¶ �5¼Ò¼b�y���

(tz0) = (f)
¸

¤���§���� ¿ ��� ¿ �����D�<Æb�.�Z�º�D�«���.�Z�º�.ÊO�y����Ç ¶ �.��¼b�<ªy� ¶ ÏD��� ª<�bÁ$Ï=�.�y§�§�� ¶ �º�áÏD�������.ªy���/�����
ÏO�y��Æb�.�Ü�.�D�y���.�"ÁÈ��§�§��ºÁÈ���º�:�.�.ÊO�y���%��Ê=ÊD�/��Á����.�Ü§��yÆ ¿ �y�����
� �Òû:ú���� ! � Þ � Þ��ZÞ£ßZæ

M ÷ ä â à�è/æ�á�ç�æ íõá*énédà�íõá�ç�æ çûà� dæ ø ã è�à÷Å ö á�ç�ç�ã ø áFÅ
/Mînã*â#ê�àeædâ©æ ä â é ã*ê�ê^ã î�á�í¡ù#ã à�é ã*íåã ø þ9ã á

C(Z) ö è/ã]
�æ
Z ÷ ä â�áMà�â�è/ædê-æ ø íÙà�â�á�êeá"é ä

C ¦w� �n���*iTz(ih|�s-g
fhg
bp���H�4_w{t�d���d�
³�Ë



ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ � �<¨D�D�/��Á��
φ : C[Z] →

2
/M
¶ ªy���

φ(f) = f + M
¸
φ
Ç ¿ �

�bÁ��bÁ��b��¨U§�Á$���%Ó×���D�y�º�.� ¶ �y��ÇR�.�D�º�<�����º¼��ÖÏ"�<���.�%ª<�b���b�º�/�����.� ±=¸ �3¸ ÌM¸
�

���������M� ¿ ªy�/��Á$�u�b��� ¿ �U��� ¿ �G¼��u�D������¬y�º�b�D� Ú ¯°¡G³µ´w¶ �D�(¨U�D�º¬y�.���D� �bÛ(®
ÝÕ�8IZø�ÿ@þÒÿÀûOø�� � Þ � Þ��&13Þaß�à�á

0 6= f ∈
Å ö înã*â Z∗

f = {zn}
ë¥ß�à�á

{rn}
ç.áDé ä înînænénédàeã*â©æè/ædç�ç�æDíåã*çûê^æ^ù�çûàeîdà�êkj£á*éné ã îdà�á�ê�á8ë ¢ ã*â#à�á�íåã

m(f) := sup{rn}
ë

� �Òû:ú���� ! � Þ � Þ�����Þ[ßZæ
M ÷åä â à�è/æ�á�ç�æ£íõá*énédà�íõá�ç�æåè�à/Å ö á�ç�ç�ã ø á ænédà�édê-æ ä â ædç�æ �íåædâ#ê^ã

g ∈M ö ê�á�ç�æÙî �#æ
m(g) = 1

ë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­ �/�

M
¿ �0�.�=�«���º�TÁÈ��§�§��ºÁÈ���º���D�+2 ¶ �R§��/�

0 6= f ∈ M
¸ ¹��y���/�

ÏD���bÏ"��§��.¬<�.�b�=� �M¸�
=¸º¡5  �<§��.§]��� ¿ ���y�.�<Á$�<�����
g ∈

2 �^���.�Tª^»D�
Z∗
f = Z∗

g

�<�
m(g) = 1

¸
Â ¿ �.�=�D�

Zg = Z∗
g

¸÷u �bÆb�.�.��Á��ÈÁ��b§�����������ª^»D�
g ∈ M

¸�­ � ¶ Ï"�<����§�§ ¿ ���D� ¶
g /∈ M

¶
(M, g) =

2 U ªy��§��.ª<ª^»DÃ
1 = h + gs

¶ ª<�b�
h ∈ M

¶ �
s ∈

2 ¸ ¹��b�.ª^»DÃÙ2 Ç ¿ �áÂ ��¶
MCD(h, f) = (d) ⊆ M

� ¶ N ¿ �º�D�D� ¶
Zh ∩ Zf 6= ∅

¸T� �.�º�b���$���Dª^»D�
Zh ∩ Zg 6= ∅

¶
ª^»D�	Ç ¿ �U�uªy�b���������D�D�º¬y�º�b�D� ¸

�

� N ¿ �y§]���ÈÏ ¿ ����� ¶ Ç	�U��� ¿ �����º�	ª^»=�.�y�=�y��§���§�����Æb�D���.�=�«���º�TÏD���ºÁ$�uÇ	ÁÈ��§�§��ºÁÈ���º� ¶
�y���.�Rª«��§����D�Ò���.§�ÏO�b§]�^���D�yÆ��µ���º¼�� ¶ §]� ¿ �D�.�����m�/�*�D�ºÁ$�<�D§��º�b�D� Ú �=� � � ¿ �.� Û �D�y�º�·ÓÔ���D�<�.�.�¥2 ¸

2}�:�/�M��ÿÀû�B Ú � ��ÏD�.���D§�V8� Û

•
­ �/�

S = {f ∈
2

: m(f) <∞}
¸ �£»D�/������Á��y����� ¶

S
Ç ¿ �Ö�º�D§��º�yÁ��[Á��b�©���.Ï=�.�.ªy� ¢

���º¼���Á��y�����*ª^»D� ¿ §�� ¶ §���� ¿ ��� Ú ªy�º�MÇ ¶
fh ∈ S ⇒ f, h ∈ S

Û ���=�b�$ª<�b�����<�D�y�������.�
 =¸Z­ �/�

g ∈
2
− S
¶ ���.�º�b���

g
Ç[ªy�b�����y� ¿ ���T�º� ¿ ��ÏD���ºÁ$�

P
¶ �^���.�mª^»D�

P∩S = ∅Ú ÊU��§����Éªy�b�D§��.�D�<���������·Ó �.�D§��.�<Á$�_ú
I ideali di

2
: g ∈ I, I ∩ S = ∅ û U �^���º��º�D§��º�yÁ��È�D�b� ÇÈ¼ ¿ �����ÉÏO�y��ª^»=Ã

g ∈ (g)
�

(g) ∩ S = ∅
¸ ¹}���<§�� ¿ �U��ªy����� ¢

�U�
{Iλ}
¶ ⋃

Iλ
Ç ¿ �ëÁ$��ÆbÆ��.�b��������� ¶ Ï"�<���.�£�º�yÁ�ÁÈ���D� � �b��� �y§��º§���� ¿ � �y�.� ¢

Á��y�����ÑÁ$��§�§��.Á$���.�
P
¶ ª^»D�uÇ ¿ �Å�.�D�y���.��ÏD���ºÁ$� ® �.� ½ ������� ¶ §���§��Z§ ¿ ÏDÏO�b�D�uª^»D�

ab ∈ P
¶ ÁÈ�

a, b /∈ P
¶ §���»U�$ª^»D�

(a, P ) ∩ S 6= ∅
�

(b, P ) ∩ S 6= ∅
¶ N ¿ �.�D�=�

s = λa + x
¶
s′ = µb + y

¶ ªy�b�
x, y ∈ P

U Á��b�º���.ÏD�º�.ª«���D�D��Á��yÁÖÊD���È�$Á$�<Á ¢
ÊD��� ¶

ss′ = λaµb + λay + xµb + xy ∈ P
¶ ª^»=��Çu��§�§ ¿ ���D� ¸ ÛÅ� �.�º�b��� ¶ ÏO�y���º�

���y�b���yÁ$� ±=¸×�M¸©¡b¡b¶ ��Æb�D���.�=�«���º�TÁÈ��§�§��ºÁÈ���º��ªy���Ò���.�<�D� ¿ �0�<�.�yÁ��y�����
f
�����.�Tª^»D�

m(f) = 1
¶
P
�D�b�ÑÏ ¿ Y��y§�§��<���	ÁÈ��§�§��ºÁÈ���º� ¸

�b 



� �.��Á$������� ¿ �U�uª«�����������y���.¬y¬y��¬y�º�b�D�T�D�<Æb�.�Ü�.�D�y���.�"ÏD���ºÁ$�"�D�b�ÑÁÈ��§�§��ºÁÈ���.� ®
� �Òû:ú���� ! � Þ � Þ�� � Þ�ß�à�á

P ä â"à�è/æ�á�ç�æpù ø à�íåã£è�à`Å â©ã*â â ä ç�ç�ã�ë
P

â©ã*â ÷ íõá*énédà�íõá�ç�æ
⇐⇒ m(f) = ∞ ö ∀f ∈ P

ë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ

(⇐)
® N ¿ �y§����h�.Á�ÏD�.�ºª«��¬<�.�b�=��Çã�ºÁ$Á��y�D�.���^�XÏO�y���.�T���<�b���<ÁÈ�

±=¸×�M¸©¡b¡b¸
(⇒)
® § ¿ ÏDÏO�b�D�.��Á���ª^»D�

P
§��/� ¿ �É�.�D�y���.��ÏD���ºÁ$� ¶ �D�b�É� ¿ �º�.�����D�b�ÅÁÈ��§�§��ºÁÈ���.�R�D�

2 ¶ ��§ ¿ ÏDÏ"���D�/��Á���ª^»D���y§��.§����
f ∈ P

�����.�	ª^»D�
m(f) < ∞

¸�u ��Æb�.�.��Á$�uÁ��b§���������� ¶
���º�.�b��� ¶ ª^»D� �<§��º§����

g ∈ P
¶ ªy���

m(g) = 1
¸ ��� ½ ��������§��É�^���º�

g
�D���B�<§��º§����<§�§�� ¶

ÏO�b§�§��/��Á��������5¼������ ¿ �D� ½À¿ �=¬y�.���D�
0 6= f1 ∈ P

�^���.�uª^»D�
m(f1) > 1

�
m(f1)

§��/�
Á��.�D�ºÁ$� ¸ë­ �/�

h ∈
2 ª<�b�

Z∗
h = Z∗

f1

�
m(h) = 1

U §���Ï=ÏD�/��Á��Åª^»D�
f1 = hh1

¶
ªy���

h1 ∈
2 ¸ ¹��b�.ª^»DÃ

h /∈ P
�
P
Ç ¿ � �.�D�y���.��Ï=���.Á�� ¶ §��*»U�

h1 ∈ P
¸ ¹��<���/�

Á��.�D�ºÁÈ���º�º��Ð��D�
m(f1)

¶
m(h1) ≥ m(f1)

U ��ÊDÊ=�/��Á��È�����5¼��µ��� ¿ �U�Ñªy�b���������D�=�.¬y�º�b�D� ¶
Æb�.��ªyª^»DÇ

Z∗
h1

⊆ Z∗
f1

= Z∗
h

�
f1 = hh1

¸ Â ¿ �º�D�D� ¶ �y§��.§����
g ∈ P

ªy�b�
m(g) = 1

¸£­ �.�
�b���

M
¿ �0�.�D�y���.�RÁ$��§�§��.Á$���.�T�D��2d�����.�

P ⊂ M
¶ ��§��/�

h ∈ M − P
¸�� §�§��y�D�=�Õ2

¿ � Â ��¶ ÏO�b§�§��/��Á$�È�����5¼������
k ∈ M

¶
k =
� � �

(g, h)
¸ Â ¿ �º�D�D� ¶

g = g1k
¶ ÏO�y�Tª ¿ �

g1 ∈ P
¶ �
k ∈ P

¸'� � ¶ §��.ª<ªy�bÁ��
m(g) = 1

¶
Z(g1)∩Zk = ∅

¶ �aN ¿ �.�D�D�
(g1, k) =

2 ¶
�U�uª ¿ �

g1 /∈ P
¸}� �.�º�b���

k ∈ P
¶ ª<�b§��ºªyª^»DÃ

h ∈ P
¶ ª^»=�	Ç ¿ �D��ª<�b���������D�D�.¬<�.�b�=� ¸

�

� �Òû:ú���� ! � Þ � Þ�� � Þ�ßZæ
M ÷Dä â"à�è/æ�á�ç�æ}íõá*énédà�íõá�ç�æDè�àZÅ ö á�ç�ç�ã ø á M 6= M2 ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ � ���O���y�b���yÁ$� ±=¸×�M¸©¡b¡b¶ �y§��º§���� ¿ ���<�.�yÁ��y�����
g ∈M

ªy�b�
m(g) =

1
¸	u �bÆb�.�.��Á��ÖÁ$��§����������Rª^»D�

g /∈ M2
¸ ��� ½ ������� ¶ §��

g ∈ M2
¶ ���.�.�����

g =
∑n

i=1 fihi
¶

ªy���
fi, hi ∈ M

¶ Ï"�<�£�bÆ��D�
i
¸¾� §�§��<�D�D�õ2 ¿ �ÑÂ ��¶ Ï"��§�§��.��Á��Ö§�ª<���º¼��y���

g = fh
¶ ªy���

f, h ∈M
U ÏO�y�TY

Zf ∩ Zh 6= ∅
¶ ª^»=��ª<�b���������D�D�.ª<�R�.� ½ �µ�����uª^»D�

m(g) = 1
¸

�

� �Òû:ú���� ! � Þ � Þ(� 6 Þaß�à�á
M ä âÔà�è/æ�á�ç�æ�çûà� dæ ø ã¢è�àÐÅDë

M ÷ íõá*énédà�íõá�ç�æ
⇐⇒ Z(M)é ã:è8è�à�é�þQáAç.áAé æ�
 ä ædâ#ê^æõînã*â�è�à��:àeã*â©æ��¡é æ

D = {zn}
∞
n=1 ö zj ∈ C öC÷¤ä â é ã*ê�ê-ã*à�âJédàeædíåæ

è�à�é î ø ædê-ãúætà�â � â#à�ê^ãOêeá�ç�æ¡î �#æ
D∩Z(M) 6= ∅ ö ù#æ ø ã�
�â#à

f ∈M ö á�ç�ç�ã ø á D ∈ Z(M)
ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ
(⇐)
®	� §�§ ¿ Á��/��Á$�Ñª^»D�

M
�D�b� §��.� ¿ � �.�D�y���.��Á$��§�§��.Á$���º�Ö�D�

2 ¸�­ �.�
N
¿ � �.�D�y���.�uª^»D�$ªy�b�����º�y�D�$ÏD����ÏD���.��Á$�<�����

M
¸�­ �.ª<ªy�bÁ��

N
Ç ¿ �>�º�D�«���º�

�.�ºÊ"�<��� ¶
N
�=�b��ªy���Ò���.�<�D�ÖÏO�b�.�º�D�bÁ�� U ÏO�y��ª<��Y ¶ §��

g ∈ N
¶
Z∗
g

Ç ¿ �É�.�=§��.�<Á$�	�.�M¨U�D�º���
�Ñ�D�.§�ªy���<��� ¸ �£�b§�� ¶

Z∗
g ∩ Zf 6= ∅

¶ Ï"�<�u�bÆb�D�
f ∈ N

¶ N ¿ �.�=�D�7ÏO�y���bÆb�=�
f ∈ M

¸
��¿ �JN ¿ � ¶

g ∈M
¶ ªy�.�3Ç ¶

M
ÇRÁ$��§�§��.Á$���.� ¸

�=¡



(⇒)
®T� §�§ ¿ Á��/��Á$��ª^»D�

M
§��/� ¿ �á�.�=�«���º�ÖÁÈ��§�§��ºÁÈ���.���º�.ÊO�y�����D�;2 ¸�­M¿ ÏDÏ"���D�/��Á��

ª^»D���y§��.§���� ¿ � �º�D§��º�yÁ��
D
�.�=¨D�D�º�����u�D�.§�ªy���(��� ¶ Á$���D�b�Å¼b�<���©¨Uª«���������.�È���<§�� ¶ �u§��/�

g ∈
2A�^���º�Tª^»D�

Zg = D
¸}� �.�.����� ¶

M ⊂ (M, g) ⊂
2 ¶ Ï"�<��ª^»DÃ

Z(M) 6= Z(M, g)
�

1 /∈ (M, g)
¶ �	ª<��Y�ª<�b���������D�D�.ª<�R�/��ÁÈ��§�§��ºÁÈ���.�º��Ð	�=�

M
¸

�

) û:úµû�����!=ú�ÿÀû � Þ � Þ��/	ZÞµß�à�á�â©ã
I ä â=à�è/æ�á�ç�æ�çûà� dæ ø ãOè�à;Å æ�è

f ∈
Å êeá�ç�æ�î �#æ

m(f) = 1
ë

�¡ç�ç�ã ø áåç�ÿ à�è/æ�á�ç�æ
N = (I, f) ÷ íõá*énédà�íõá�ç�æ:ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­ �/�
M
¿ �ñÁÈ��§�§��ºÁÈ���º��ªy�b�����y�D�<�Ò���

N
¸ ­ �

g ∈ M
¶ ���.�.�����

Z∗
g ∩ Zh 6= ∅

¶ Ï"�<���bÆb�D�
h ∈ N

¸m� ��ª<�b�D§��yÆ ¿ �<�D¬«� ¶ ÏO�y���º�Ü���<�b���<ÁÈ� ±=¸×�M¸©¡9
D¶
g ∈ N

¸
�

� �Òû:ú���� ! � Þ � Þ��/FZÞ§��
�â#à¡à�è/æ�á�ç�æ¤ù ø à�íåã è�à+Å ÷ înã*â#ê-ædâ ä ê-ã à�â ä â ä â#àeînã à�è/æ�á�ç�æ
íõá*énédà�íõá�ç�æ:ë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­ �.�

P
¿ �Å�.�=�«���º�ÖÏD���ºÁ$���º�.ÊO�y��� ¶ �D��� Á$��§�§��.Á$���.� ¸Ö­3¿ ÏDÏO�b�D�/� ¢

Á���ª^»D�
M1,M2

§��/���D��� ¿ ���.�D�y���.��Á$��§�§��.Á$���.��ª^»D��ª<�b�����<�DÆb�b�D��Ï=���bÏD���/��Á��y�����
P
¸

¹���§�§��.��Á���§�ªy�<Æb�.�º�y����Ï"�<�T�.�����y�����yÁ$� ±=¸×�M¸©¡b¡
fi ∈ Mi

¶ �^���º��ª^»D�
m(fi) = 1

¶ Ú
i
�Ö¡b¶

�bÛÝ¸ ¹��<�[�º�Dªy�b���b�.�.�����º� ±=¸×�M¸©¡G³M¶
(P, f1) = M1

�
(P, f2) = M2

¸Z­ �:Ï"�b§�§��b�=�	¼��y���©¨Uª«�����
� ¿ �	ª«��§�� ¸
�7��§�� ¡b®Z­ �

Zf1 ∩Zf2 6= ∅
¶ ���º�.�b�����y§��.§����

d ∈
2��^���.�*ª^»D�

Zd = Zf1 ∩Zf2
¶ �tN ¿ �.�=�D�

d =
� � �

(f1, f2)
¶ �
m(d) = 1

¸'� �.�º�b��� ¶
(P, d)

Ç ¿ �È�º�D�«���º��ÁÈ��§�§��ºÁÈ���º�7�D��2 ÏO�y�m�.�
ªy�����b�º�/�����.� ±=¸×�M¸©¡G³M¸£� �u§��.ª<ªy�bÁ��

M1 = (P, f1) ⊆ (P, d)
�
M2 = (P, f2) ⊆ (P, d)

¶
§���»U�

(P, d) = M1 = M2

¸
�7��§�� �M®�­ �

Zf1 ∩ Zf2 = ∅
¶ §��/�

g = f1f2

¸u� �º�.�b���
m(g) = 1

�£N ¿ �º�D�D�
(P, g)

Ç
Á$��§�§��.Á$���.� U ÏO�b�.ª^»DÃ

(P, g) ⊆M1 ∩M2

¶
(P, g) = M1 = M2

¸
�

e£Ì[e ² × ÓÕÎ�N ÑtÒVU3Î�M¤ÒÕÑ ÓÕÎLõ

���.ª<�b���D�.��Á���ª^»D� ¿ �U��§ ¿ ª<ªy�<§�§��º�b�D�È¨D�D�º������§������<���^��Á��y�����Èªy���y§�ªy�y����� ¶
P0 ⊂

P1 ⊂ . . . ⊂ Pn
¶ �=�=�.�=�«���º�MÏD���.Á��M�=� ¿ �����D�<�.�.�

R
§��D�D�ºªy� ¿ �D�D'�!Mù �3ø�! U �.�O�@ý�ø+$�)��Òþ Eþ8!A�D�<�.�.�ëªy�����<�U�ñÇ

n
¸ ­ �R�D�<¨U�=�.§�ª<�Xü�ÿ(�M�3ø��«ÿÀû"ø+� Î ü�ÿÜü�úµý��(�kÏ��D�y�º�·ÓÔ���D�<�.�.�

R�·Ó �y§]�����yÁ��á§ ¿ ÏO�y���º�b�����=�y�.�º��� ¿ �DÆb»D�<¬y¬y�Ñ�D�[� ¿ �������.��ªy�����<�D���D�*�º�D�«���º�[Ï=���.Á��£�=�
R
U

�y§�§���Ç ¿ ���º�Ò���y���
≥ 0
¶ �bÏDÏ ¿ ���RÇ

+∞
¸
���



¹��<�7�D�(���y��Á$�º�U�������.���D�ºÁ$�<�D§��º�b�D���D�<�.�·ÓÔ���D�<�.�º�D2 ¶ �D�.��Á�� ¿ �����º�����	�y§��yÁ�ÏD�.���D�
�.�=�«���º��Ï=���.Á���ÏD���bÏD���º�Ñ�D�b�áÁÈ��§�§��ºÁÈ���º� ¸ ¹}���ºÁÈ��ÏO�y�TY����.ªy�����D�.��Á$� ¿ �U��Ï=���bÏD���.�(�^Ð
�D�<Æb�.�%�º�D�«���.�%ÏD���.Á��ÜÁ��.�D�ºÁÈ���.� ®
wµ���M�M! � Þ � Þ��#Þ�ß�à�á�â©ã

R ä â á�â©ædç�ç�ãåæ
P ∈ Spec(R)

ëCßZæ
P ÷ íÙà�â#à�íõá�ç�æ ö á�ç�ç�ã ø á

∀x ∈ P ö ∃ a ∈ R− P
êeá�ç�æÙî �#æ

ax ÷ â#à�ç ù#ã*ê-ædâ#ê^æ:ë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��ÞÉ¹��<����§�§ ¿ ���=� ¶ § ¿ ÏDÏ"���D�/��Á���ª^»D���y§��.§]�^�

x ∈ P
�^���º�uª^»D� ¶ ÏO�y�

�bÆb�=�
a ∈ R− P

¶
ax
�D����ÇR�D�º�.ÏO�����<����� ¸ �£���D§��º�D�y���/��Á����·Ó �.�D§��.�<Á$�
S = {axn : a ∈ R− P, n ≥ 1}.

S
Ç�Á$�b�©���ºÏD�.�ºª«�����º¼���Á��y�����	ª^»D� ¿ §�� U

S ⊆ P
�

0 /∈ S
® �º� ½ �������Z§��

0 = axn
¶ ���º�.�b���

0 = anxn = (ax)n
¸m­ �/�

I = {I ⊆ R : I ⊆ P, I ∩ S = ∅}.

I 6= ∅
¶ ÏO�y��ª^»DÃ

(0) ∈ I
U �.�D�b�©����� Ú

I,⊆)
Ç��º�D� ¿ �����º¼�� ¶ ªy�.�3Ç	�bÆb�D��ª«�µ���y�D����Á�Á$�(�����

¿ ��ÁÈ��Æ�Æb�.�b��������� Ú �U����� ¶ �º� ½ ������� ¿ �D��ªy�����<�U�
{Iλ}∀λ∈Λ

¶ ⋃
Iλ
Ç ¿ ���º�D�«���º�}ªy�b�����y� ¿ ���

�.�
P
� ⋃

Iλ ∩ S = ∅
ÛÝ¸ ¹��<���º�'�.�<Á$Á$�È�D� � �b��� ¶ �<§��º§���� ¿ �Å�<�.�yÁ��y�����ÑÁÈ��§�§��ºÁÈ���º�

P ′
¶ �.�D�y���.���D�

R
¶ �����.��ª^»D�

P ′ ⊆ P
¸}� ���"Á��bÁ��y�����	ª^»D�

P ′∩S = ∅
¶ §��"»U�

P ′ ⊂ P
¸

Â7��§]�^�Ö�b����Á��b§�����������ª^»D�
P ′ Ç&ÏD���ºÁ$� ® §�� ¶ ÏO�y�*��§�§ ¿ ���D� ¶ �y§��.§����y§�§��y��� a′, b′ ∈ R

�^���º�
ª^»D�

a′, b′ /∈ P ′ � a′b′ ∈ P ′
¶ §���Ï"�b§�§��b�=��¼��y���©¨Uª«�����T�����	ªy��§�� ¶

ª«��§�� ¡b® §��
a′, b′ /∈ P

¶ ���.�º�b���
a′b′ /∈ P

¶ ÏO�y��ª^»DÃ
P
ÇRÏD���ºÁ$� ¶ N ¿ �.�D�=�

a′b′ /∈ P ′
¸

�7��§�� �M® §��
a′ /∈ P

�
b′ ∈ P

¶ ���.�º�b���
P ′ ⊂ (P ′, b′) ⊆ P

¶ �U�$ª ¿ �
(P ′, b′) ∩ S 6= ∅

¶
�5¼Ò¼b�y���ñ�<§��.§]���b�=�

s ∈ S
¶
p′ ∈ P ′ � λ ∈ R

¶ �^���º��ª^»D�
s = p′ + λb′ = axn

U
Á��b�º���.ÏD�º�.ª«���D�D�ÈÏO�y�

a′
§��}�������.�<�D�

a′s = a′axn = a′p′ + λa′b′ ∈ S ∩ P ′
¶ Á��y�������

a′a ∈ R− P
¶ ª^»D�RÇ	��§�§ ¿ ���D� ¸

�7��§�� ±=® §��
a′, b′ ∈ P

¶ §��7»U�
P ′ ⊂ (P ′, a′) ⊆ P

¶ N ¿ �.�D�D�
(P ′, a′) ∩ S 6= ∅

¶ �
§��¾»U�

P ′ ⊂ (P ′, b′) ⊆ P
¶ N ¿ �.�D�=�

(P ′, b′) ∩ S 6= ∅
U N ¿ �º�D�D�}�y§��.§]���b�D�

s1, s2 ∈ S
¶

q1, q2 ∈ P ′ � µ, λ ∈ R
�^���º��ª^»D�

s1 = q1 + µa′
�
s2 = q2 + λb′

¸�� �b�©���.Ï=�.�.ªy���D�D�
Á��yÁÖÊD�����uÁ��yÁ�ÊD���u§����������º�y�D�

s1s2 = (q1 + µa′)(q2 + λb′) = q1(q2 + λb′) + µa′q2 + µλa′b′ ∈ P ′

ªy�º�MÇ
ss′ ∈ S ∩ P ′

¶ ª^»D�	Ç���§�§ ¿ ���D� ¸
�

���AÆb�<�D�y�����.� ¶ �U����� ¿ �A�D�bÁ��.�=�.�
A
�<� ¿ �A�º�D�«���º�

I ⊆ A
¶ �=�.ªy�.��Á��ëª^»=�

P ∈ Spec(A)
Ç�Á��.�D�ºÁÈ���.��§ ¿

I
§�� ¶ �R§��b�©�^�������$§�� ¶

P/I
Ç ¿ ��ÏD���ºÁ$�uÁ��.�D�ºÁÈ���º�&�=�

�b±



A/I
Ú �5¼3¼��y��� ¶ �D�b���y§��.§]�������ºª ¿ ���º�D�«���º�£ÏD���.Á��

P0

�=�
A
�^���.�£ª^»=�

I ⊆ P0 ⊂ P
ÛdU �U��� ¢

�/�uÏD���bÏ"��§��.¬<�.�b�=�	Ï=���yª<�y�D�<�����Ö���.ª«�«¼3�/��Á$�=N ¿ �.�=�D��ª^»D� ¶
∀x ∈ P

¶ �y§��.§]���b�D� ¿ �
n ≥ 1�y�

e ∈ A− P
�����.�Tª^»D� ¶

exn ∈ I
¸

2}�:�/�M��ÿÀûãü�ÿ7ý�ø�ÿwü+�&!#���0��úµÿ��ãûgý'ø�ûOø�ø%ý��(�Àûgý'ø�ûOøý�M!#�9�«ÿ��M!#����B °

•
­ �/�

k ∈ N − {0}
¸ ­ �.�

fk
¿ �U� ½À¿ �=¬y�.���D� �º�����y���Fª^»D� Ï"��§�§��º�y�D� ¬y�<���	�D�

Á��b�º���yÏD�º�.ª<�º�^Ð
n
�.�

z = n
¶ ÏO�y�

n = k, k + 1, . . .
­ �/�

f̃k
¿ �D� ½À¿ �D¬y�º�b�D�

�º�Ò���y���uª^»=��ÏO�b§�§��.�<�D�R¬y�y����§��<Á$ÏD�º�.ª<�%�D�y��Ï ¿ �����
z = k + 1, k + 2, . . .

­ �/�
A1 = (f1, f2, . . .), A0 = (f̃1, f̃2, . . .).

� ¼Ò¼3�/��Á��y�����
A1 =

⋃

(fk)
�
A0 =

⋃

(f̃k)
§��b�D���.�D�y���.�ZÏ=���bÏD��� ¸È­ �/�

P0

¿ �
�º�D�«���º�ÈÏD���.Á���Á��.�=�.Á$���.��§ ¿

A0

U �y§�§��y�=�D�
A1 ⊂ A0 ⇒ A1 ⊂ P0

¸ Â ¿ �y�.�º�
ª^»D�u¼b��Æb�.�.��Á$�È�D�.Á��b§�����������Çuª^»D�

P0

�D�b�áÇ ¿ � �º�D�«���º��ÏD���ºÁ$��Á��.�=�.Á$���.�	§ ¿
A1

¶ �º�'ª^»D��ÏD���G¼����·Ó �y§��.§]���y�=¬«���D� ¿ �á�.�D�y���.��ÏD���ºÁ$���=�b� � ¿ �º�.��§]�����(������Á$�<�����
ª<�b�����y� ¿ ���É�.�

P0

¶ Ï"�<���^���Ò���0�D���>ÁÈ��§�§��ºÁÈ���.� ¸�­M¿ ÏDÏO�b�D�.��Á$� ¶ ÏO�y����§�§ ¿ ���D� ¶
ª^»D�

P0

§��/� ¿ �Å�º�D�«���º��ÏD���.Á���Á��.�D�ºÁÈ���º�R§ ¿
A1

U �<§�§��<�D�D�
f̃1 ∈ P0

¶ �y§��.§����b�D�
Ú Ï"�<���.�¾�º�yÁ�ÁÈ��ÏD���yªy�<�D�y����� Û�¿ �>�<�.�<Á$�<�Ò���

h /∈ P0

�<� ¿ �
r ≥ 1

¶ �����.�}ª^»D�
f̃ r1h ∈ A1

�5¼Ò¼b�<��� ¶ Ï"�<� ¿ �ãªy�<�����
k
¶ §��Z¼b�y���º¨Uªy��ª^»D�

hf̃ r1 = fkg
¶
(g ∈

2
)
¸

� �.�.����� ¶ �bÆb�D���º�Ò���y���
k0 > max{r, k}

Ç ¿ �=�ã¬y�<��� Ï"�<�
h
�D��Á��b�º���yÏD�º�.ªy�©�^Ð

���ºÁ$�<�D� ¡b¶ N ¿ �º�D�D�
h ∈ (f̃k0)

¶ ªy�º�MÇ
h ∈ A0 ⊆ P0

¶ ��§�§ ¿ ���D� ¸

� ¼b�y�=�D�Ñ�.��Á$�<�Ò�����wÓÔ�<§��yÁ�ÏD�º�ÈÏD���yªy�<�D�y����� ¶ ª<�b§���� ¿ �.��Á$� ¿ �U��§ ¿ ª<ªy�y§�§��º�b�D���D���.�D�y���.�
{Ar}
¶ �^���.�Üª^»=�

Ar+1 ⊂ Ar
¶ ÏO�y�*�bÆb�=�

i ≥ 0
®

¹��<�
k, r ∈ N − {0}

¶ §��/�
fk,r ∈

2 �^���.��ª^»D�
Z∗
fk,r

= {k, k + 1, . . .}

ok+n(fk,r) = (k + n)r, ∀n ∈ N.
­ �.�

Ar
�·Ó �.�D�y���.�&�D�32 �D�<¨U�=�º���u�D�<��§��<Æ ¿ �y������Á��M�D�

Ar = (fk,r)
∞
k=0.

Ar+1 ⊂ Ar
¶ Ï"�<��ª^»DÃ

Z∗
fk,r

= Z∗
fk,r+1

�
ok+n(fk,r) < ok+n(fk,r+1)

Ú ÏD���bÏ"��§��.¬<�.�b�=�
±=¸×�M¸×�bÛ(¸ ���D�b�©����� Ú ªy��Á$�Z�=�y�.�wÓÔ�<§��<Á$ÏD�º�7ÏD���yªy�<�D�y����� Û(¶ Ï"�<���bÆb�D�

r ≥ 1 Ar =
⋃

k≥0(fk,r)
¸

²w�
���T�����*_d{*�?�:���
��




­ �.�
Pr
¿ �É�.�D�y���.�	ÏD���ºÁ$�$Á$�º�D�.Á$���º�T§ ¿

Ar
¶ N ¿ �.�=�D�

Ar+1 ⊆ Pr
¶ �º�D�b�º�����

Pr
�D�b�ÉÇ

Á��.�D�ºÁÈ���º��§ ¿
Ar+1

® �.� ½ ������� ¶ §��0�.� ½ �b§�§�� ¶ ªy�b�=§��.�=�y�����D�D�>�wÓÔ�<�.�yÁ��y�����
f1,r ∈ Pr

¶
�y§��.§]���y���yÊDÊO�y��� ¿ �F�y�.�<Á$�<�����

h /∈ Pr
�y� ¿ �F� ¿ Á$�<���á�U��� ¿ �����º�

s ≥ 1
¶ �^���.�7ª^»D�

hf s1,r ∈ Ar+1

¶ ªy�º�MÇ ¶
hf s1,r = fk,r+1g

¶ �D�5¼b�
g ∈

2 ¸�� �º�.�b��� ¶ §��
k0

Ç ¿ �D�È¬y�y����ÏO�y�
f1,r

Ú �y�����Dª^»D�	Ï"�<�
f1,r+1

Û ª<�b�
k0 > max{s, k}

¶ �������y�D�.��Á$��ª^»=�
k0
Ç	���Dª^»D� ¿ �D�

¬y�<���$Ï"�<�
h
�Rª^»D�

ok0(h) ≥ kr0(k0 − s)
¶ �5¼3¼��y���

h ∈ (fk0,r) ⊆ Ar
¶ N ¿ �.�D�=�

h ∈ Pr
¶

ª^»D�	Ç	��§�§ ¿ ���D� ¸
� Ê=ÊD�/��Á��ÙN ¿ �.�=�D���D�.Á��b§]�����µ�����.�"§��<Æ ¿ �y�����
� �Òû:ú���� ! � Þ � Þ � ÞOè�à�í

(
Å

) = +∞
ë

e£Ì-� ²=M¡Kp×DÜdÎdÖpÖ¥×[ÖpÎ�MúÒÕÎ

�£���Dªy� ¿ �D�/��Á$�7�º�bª«��ÏD�º���b�.� ¶ �=�.Á��b§��������D�=� ¿ �º���y���.�b����ÏD���bÏD���º�<��Ð��=�y�.�wÓ×���D�y�º�.�£�=�y�.�º�
½À¿ �D¬<�.�b�=�O�º�����y��� ¶ §��4�Ü�<��Á$���D�D�3ªy� ¶ �º�uÏU�������.ª<�b�/�����*§ ¿ �º�/�T§��<Æ ¿ �<�Ò����ÏD���bÏ"��§��.¬<�.�b�=� ¶ ª^»D�
¿ ���.�.�º¬y¬<�y���<Á$���=�y��ÏD���b§�§��.Á���ª«��ÏD�©���b�º� ®
�	úµû��}û��«ÿÀþÒÿ@ûOø+� � Þ 6 Þ(�#Þ ¢ æ ø ã�
�â#à

a ∈ C ö édà�á Ma

ç�ÿ à�è/æ�á�ç�æ�
/ædâ©æ ø á�ê-ã}è8á�ç�ç.áHþ ä âG�:àeã*â©æù#ã*çûà�â©ã*íÙà�á�ç�æ
ta : z → z − a ö ë/�¡ç�ç�ã ø á

Å
=
⋂

a∈C

Å
Ma
.

Ú ±=¸�
D¸º¡« �Û

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ>Â7���D���.Á��y�����£2
⊆
⋂

a∈C

2
Ma

¶ Ï"�<��ª^»DÃÔ2
⊆

2
Ma

¶
∀a ∈ C

¸
­ �.�

u ∈
⋂

a∈C

2
Ma

¶ ��§��&ª<�b�D§��.�D�<���
I = (

2
: u

2
) = {c ∈

2
: cu

2
⊆

2
}
¸

� ¼Ò¼M�.��Á��y�����
I * Ma

¶
∀a ∈ C

Ú �.� ½ �µ����� ¶ §��ÅÏ"�<����§�§ ¿ ���D�
∃ a0 ∈ C

Ï"�<��ª ¿ �
I ⊆Ma0

¶ �D�����Öª^»=�
u ∈

⋂

a∈C

2
Ma

¶ �.�$ÏU�������.ª<�b�/�����
u ∈

2
Ma0

¶ �D�.ª<�/��Á��
u = f̄ /ḡ

¶
ªy���

f̄ , ḡ ∈
2 �

ḡ /∈Ma0

¶ ªy�º�MÇ
ḡ(a0) 6= 0

¸Z� �º�.�b���
ḡu = f̄ ∈

2 U N ¿ �.�D�D�
ḡu

2
⊆

2 ¶
�5¼Ò¼b�y���

ḡ ∈ I ⊆ Ma0

¶ �U�Éª ¿ �
ḡ(a0) = 0

¶ ª^»D�ÑÇ���§�§ ¿ ���D� ¸×Û � �.�º�b���0§�ªy���º¼3�/��Á��
u = f/g

¶ ªy�b�
f, g ∈

2 �
g 6= 0
¶ ����ÊDÊD�/��Á$�$ª^»D�

I = (f
2

: g
2

)
Ç�¨U�D�º����Á��y�����

Æb�<�D�y������� Ú �º�yÁ�ÁÈ� ¡�¸ ÌM¸�
ÒÛÝ¶ N ¿ �.�D�=�
I = (d)

¶ �D��ª ¿ �
I =

2 ¶ �5¼Ò¼b�y���
u ∈

2 ¸
�
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­ �£Ç��b§�§��<��¼������Åª^»D��ÏO�y���bÆb�D�
a ∈ C

�·Ó �.�D�y���.�
Ma

Ç ¿ � �º�D�«���º�ÈÁ$��§�§��.Á$���.�
ª^»D���=�b�ñª<�b�����.�<�D��§������<���^��Á��y�������D�y§�§ ¿ ���º�D�«���.�ÑÏD���ºÁ$�ÅÏD���bÏD���.� ¶ �U� ª ¿ �C2

Ma

Ç
¿ �D� ¢ �D�ºÁ$�<�D§��º�b�U���º� U �.�=�b�º����� ¶ §���ÏDÏD�.��Á$��ª^»D�ú2

Ma

Ç ¿ ��§��5¼3�����=�y�.�º�$�=��¼���� ¿ �^��¬<�.�b�=�
�D�32 Ú ÏO�y��ª^»DÃD2-ÇR�D��¹}��Ä ½ �y� Û �R§��	ª<�b�D§��.�D�<���/��Á$�

va : M(Ω) − {0} → Z tale che va(
f
g
) = oa(f) − oa(g)

Ç ¿ �U�&¼���� ¿ �^��¬<�.�b�D�}�=�.§�ª<���(�^� ¶ ª^»=�£»U�
EMa

ª<�bÁ$�[���D�<�.�º�&��§�§��3ªy�.���������.�.�7¼���� ¿ ����¬y�º�b�D� ¸
Â ¿ �.�=�D� ¶ Å ÷ æné^ù ø à�íÙà� :à�ç�æ¤înã*íåæ ä â©ÿ à�â#ê^æ ø é æ��:àeã*â©æDè�à>é ã]
 ø á�â©ædç�çûàlè�à�
*á�ç ä êeá��:àeã*â©æúè�à �é î ø ædê�á8ë

� ��§������/��Á��R���D�<§�§��Öª^»D���y§��º§����b�D�	�.�3ª«���º�.¬y¬y��¬y�º�b�D�3�D��2 ª^»=�&�D���$§��b�D��Ï=§�� ¿ �D� ¢
ÏD���.�Dª<�.ÏU���º� ¶ �ÖÏO�y� ½ �����¢N ¿ �y§]���Ñ�D�/��Á$�$�·Ó �y§��<Á$Ï=�.���D� ¿ �U���.�3ª«���.�.¬<¬«��¬<�.�b�=�	�=�H2 ª^»D�
�D�b��ÇRª ¸ � ¸ ª Ú �º� ½ �������%ÏD§�� ¿ �D� ¢ ÏD���.�Dª<�.ÏU���º�

⇒
ª ¸ � ¸ ª ± Û(®

2}�:�/�M��ÿÀû�B

•
­ �/�

S = {f ∈
2

: Zf
ÇR¨D�D�º���

}
¸
S
Ç ¿ � §��º§����<ÁÈ��Á��b�©���.Ï=�.�.ªy�����©¼���Áu�y�����

ª^»D� ¿ §��0�D��2 ¸�² ��ª<ªy�.��Á$�Ñ¼b�<�D�y����ª^»D�A2
S

�D�b�>Ç$ªy�bÁ�ÏD�.�(�^��Á��y�������º�����yÆ������ ¢
Á��y�����uª^»D� ¿ §�� ® �.� ½ ������� ¶ §��.�

g ∈
2 ¿ �U� ½À¿ �D¬<�.�b�=��ª<�b�

Z∗
g = {2, 3, 4 . . .}

�
o1+k(g) = k

¶ ÏO�y���bÆb�D�
k ≥ 1

¸	­ �/�
h ∈ M(C)

¶Ü¿ �U� ½À¿ �D¬<�.�b�=�ÖÁ$�<���bÁ��b� ½ �
�«¼b�<�����ÈÏO�b�º�'�.�

{1, 2, 3, . . .}
¶ �bÆ�� ¿ �D���=�}�b���D�º�D� ¡b¸�� �.�.�����

ghn
»U�ÑÏO�b�.���.�

1, 2, . . . , n
�=�Z�b���=�.�D�

n, . . . 2, 1
U ª<�b§��ºªyª^»DÃ

ghn ∈
2
S

¶ Á$�
h /∈ ES

¸ ¹��<�T�/�
ÏD���bÏO�b§��º¬y�.���D� ¡b¸×�M¸ �

ES
�D����ÇRªy��Á$ÏD�º�<����Á$�<�������º�Ò���yÆb�����.Á��y������ª^»D� ¿ §�� ¸

¶ � �n���*iTz(ih|�s-g
fhg
bp���H�4_w{t�d���d�
���



Ã aÅÄ oOr�ipg%i ÿ

� cqa öëg�aÅÊÕÊ�e jqo jfiÁÀ o�cqo jqo Ç t�� k eFt

Ê�o5À o�g�o adg�g�`bapcfeñg�g%i jfeñg�g%e kml cfnFo%ipcqo

o�csr�eFt�e � ípg�o
E �
jfi À o�cqo

� ÊDÊD�/��Á$�T¼3�.§]���	ª^»D���.�	§]��� ¿ ��� ¿ �������.Æb�<ÊD���ºª«���D�<�.�·ÓÔ���D�<�.�º�}2 Ç�ªy�bÁ�ÏD�º�<�^��Á$�<�Ò���
�D�(���y��Á$�º�U�����È�U��Æb�º���º�D§��º�yÁ����D�yÆb�º�'¬<�y�����D�y�º�.� ½À¿ �D¬y�º�b�D���D�H2 U �.�ÉÏU���]���ºªy�b�.����� ¶ �U�µ���
¿ �A� ¿ Á��y���Fª<�bÁ�ÏD�.�<§�§��

α
¶ ��ÊDÊD�/��Á$� ªy���D§��º�D�y�������ë�·Ó �.�D�y���.�

Mα

Æb�y�=�y���µ���ë�U���.�.�
½À¿ �D¬<�.�b�=�	ÏO�b�º�.�D�bÁ��/���.�

tα : z → z − α
¶ �	��ÊDÊ=�/��Á���ÏD���5¼�������ª^»=�

¡b¸�� Æb�D�
Mα

ÇRÁ$��§�§��.Á$���.�&�.�Ô2 ¸
�M¸ ¹��y���bÆb�D�

α ∈ C
¶ 2

Mα

Ç ¿ ��§��5¼M�����D�<�.�.�u�D�"¼���� ¿ ����¬y�º�b�D� � �M�(��»D�<���/���D� ¸
±=¸ 2

=
⋂

α∈C

2
Mα

¸
���ÉN ¿ �<§����>ª«��Ï=�º�����.�Éªy���D§��º�D�y���y���<Á$� ¿ �U�áªy�/��§�§����D���D�bÁ��.�=�*�D��¹¾��Ä ½ �y��ª^»D�

§��������D�=���=�<¨U�D�©���%ª<�bÁ�� ¿ �%Ó �.�����<��§��y¬y�º�b�D�T�D�%���D�y�º�.�O�D�Ü¼���� ¿ �^��¬<�.�b�=� � �3�<��»D�y���/���=� ¶ �.�
Á��M�D�Rª^»D���Uªy�<�������:�D�D�����.�D���D�y�º�.�=��ÊDÊD�.���D�R�.�T§]���y§�§��Ö� ¿ �b�º�Tª^»D�&Æ��.�

Mα

»U���D�=���º�õ2 ¸
u �y�=���yÁ���ª^»D�£N ¿ �y§]���£�=�bÁ$�º�D� ¶ ª^»D� ��¸ ¤���Ï"�<�dRRª^»D�.��Á$�

E
¢ �D�bÁ��.�=� ¶ »U���=�D��Á��b�º���

ÏD���bÏD���º�<��Ðu�º�Ñªy�bÁ ¿ �D�Rªy�b� 2 ¸
� �"���b�����y���<Á$�$�·ÓÔ����Æ��bÁ$�<�����È�=�y�.�.��Á$���D�º�y���$ÏD���0Æb�<�D�y�����.��Ï"�b§�§��ºÊD�.�º� ¶ ªy�bÁ��.� ¢

ªy�.���D�D�Åª<�b�7ÏD���y�D�D�<�����.�Xª<�b�D§��º�D�y����¬y�º�b�D���.���D�.§�§��y�]�^��¬<�.�b�=���D� Î�¸ ¦ ¿ ��Á��7� ��¸ ¤ ¸
\��
�T�����*o i�Ì*`�g
fhg
bd`�iµ� � ���*_w{4���w�d�

��Ì



� ª9Â ¿ �.�.�.���>�D�<� ¡5Ë�Ì�³ã¯©¡5�µ´·¶ �º�Xª ¿ �£Æb�.�[� ¿ ���b���[ªy�/��§�§��©¨Uª«�����b�D�0�·Ó �.�D§��.�yÁ����D�£� ¿ �����[�
�D�bÁ��.�=�m�=�m�º�����yÆ����º��Ð��º� Ø

D
¢ ���D�y�º�.�°Ù�� Ø �D��� ¢

D
¢ ���D�<�.�.�°Ù ®�¿ � �D�bÁ��.�D�º�Ñ�D�[�º�����yÆ����º��Ð

D
ª<�b�ãªy��Á�Ï"���D�y�·N ¿ �b¬<�.�y�����

K
¶ Ç$�=�<¨U�D�©�����y§�§��y��� ¿ �

D E !Uø+�/�(�Àû>§��$�bÆ��D�}¼b�b�©�^�ª^»D�
f(X)

�
g(X)

§��b�D�$Ï"���.�.�=�bÁ$�O�D�b��� ¿ �.�º�%�.�
D[X]

ªy�b���/��ÏD���bÏD���º�<��Ð�ª^»D�
f(a)�D�©¼M�º�D�

g(a)
Ï"�<��� ¿ ������Æb�.�

a ∈ D
¶ �������D�D� ¿ ��� ¿ Á��y����¨U�D�©��� ¶ ���º�.�b���

f(X)
�=�º¼3�.�D�

g(X)
�º�
K[X]
¶ Á$�<�Ò����� ¿ ���D��Á$�º�D�.��§����=�.ªy� ¿ ���D�b� ¢

D
¢ ���=�y�.�º��§�� ¶ ��§��b�©�^��������§�� ¶

�y§�§��	�D�b�uÇ ¿ �
D
¢ ���D�y�º�.� ¸ ¹��y�¾�y§��yÁ�ÏD�.� ¶

Z
Ç ¿ �

D
¢ ���D�y�º�.� ¶ �y�u�.��Æ��y�D�<�����º� ¶ �·ÓÔ���D�<�.�º�

�D�<Æb�.�%�º�����y�������.Æ��yÊD���.ªy�
I
�D� ¿ ��ª«��Á�Ï"���=��� ¿ Á$�<�������ºÆb�yÊD���.ª<�

A
Ç ¿ �

D
¢ ���D�y�º�.� ¸ S

� �<�������$�.� ¯©¡5�G´ �·ÓÔ�������y�D¬<�.�b�=��Çu� ¿ ���^�Ñ�.�=ªy�y������������§ ¿ �
D
¢ ���=�y�.�º� ¶ �=�b�m��ÏDÏD��� ¢

½ �b�D�=�.���<Á$���º�"�=�.§�ª<�b��§��u§ ¿ ���D��� ¢
D
¢ ���D�<�.�.� ¶ �y§�§��y�=�D�ÈÆb�º�

E
¢ �D��Á$�º�D�"ÏD�������.ªy���/�����"�=�b� ¢

D
¢ ���D�y�º�.�D�=�Ü¹}��Ä ½ �y� ¸ ���

[
¡5�

]
¼M�º�y�D���D�ºÁ$�b§]�������^�T�/�Rª«�����������y���.¬<¬«��¬<�.�b�D��ÏO�y�m�:�D�b� ¢

D
¢

���D�<�.�º� ¶ �G¼Ò¼��y��� ¶ ª^»D� ¿ �É�D�bÁ��.�D�º�
D
Ç ¿ �É�D�b� ¢

D
¢ ���=�y�.�º�$§�� ¶ ��§��b�º����������§�� ¶ �y§��.§]���

¿ ��ÏO�b�º�.�D�bÁ��.�&�D�b�$ªy�b§]�^�������
f(X) ∈ D[X]

�^���º��ª^»D�
f(D) ⊆ UD ∪{0}

¶ �D�5¼b�
UDÇR�.�"Æb� ¿ Ï=Ï"���D�<�.�º� ¿ �D�©�^ÐÖ�D�

D
Ú ¯©¡5�µ´·¶ ªy�b���b�.�.�����º� ¡ ÏU��Æ ¸m��Ë=¡GÛÝ¸ ¹��<��N ¿ �<§����$Á������©¼b� ¶

§��<Æ ¿ �<�D�D��¤��bÏO�y� ¶ ÏD��� ½ �y���/��Á����U�����T�/���D�<¨D�D�.¬<�.�b�D�T�=���D�b� ¢
D
¢ ���=�y�.�º��ª<�bÁ$�R§��yÆ ¿ �

�ÕÌ:Ë � MúÒ�Ö
D

Ö?×úÒÕÑ¥ÜdÜQÎ

ÝÕ�8IZø�ÿ@þÒÿÀûOø�� 6 Þ��#Þ���Þµß�à�á
D ä âÔè/ã*íÙà�â#àeã[è�ÿ à�â#ê^æ�
 ø à�êkj8ë D é:á ø j¢î �/à�á�íõá�ê-ã¡ð·ôJð��

D
�

7#ð·ò$:-:(ôÕé æ¤ænédà�édê^æ ä âõù#ã*çûà�â©ã*íÙàeãúâ©ã*â"înã édê�á�â#ê^æ
f(X) ∈ D[X]

ê�á�ç�æDî �#æ
f(d) ÷ à�â �
�æ ø ê(à� :à�ç�æ·ù#æ ø ã�
�â#à

d ∈ D
ë � ç�ù#ã*çûà�â#à�íÙàeã

f(X)
é:á ø jåî �/à�á�íõá�ê^ã ä â_35n^��B3ô^:�ï^ð·ô^? ï�ô

E-è8á ¿ �D�º�*¼���� ¿ �y� � ë

2}�:�/�M��ÿ-B

•
� Æb�=�=ª«��Á$ÏO���D���u���.Æb�<ÊD���ºª«��Á��y�����[ª^»D� ¿ §���Ç7ª^»D�/������Á��y����� ¿ ���D�b� ¢

D
¢ ���D�y�º�.� ¸

•
­ �
D
Ç ¿ ���D�bÁ��.�D�º�&ª<�b�Ö�.�3�����D�.ªy���.�¾�D���b��ªy�bÊ=§��b���D���Ö� ¿ �.�º� ¶

J(D)
¶ ���º�.�b���

DÇ ¿ ���D�b� ¢
D
¢ ���=�y�.�º� ® �.� ½ ������� ¶ §��/�

m ∈ J(D) − {0}
¶ ���º�.�b���

f(X) = mX+1Ç ¿ � ¿ ¼ ¢ Ï"�b�º�.�D��Á$�º�áÏO�y�
D
¸ ����ÏD�������.ªy���/����� ¶ �bÆb�=���D�bÁ��.�=�.�ã�º�Mªy���.��Ç ¿ �

�D��� ¢
D
¢ ���D�<�.�.� ¸

�w�
�������*s-bQ|(bQq�qx_w|eg
bt�;�*_w{¥�w�Q���

�bÍ



•
­ �/�

D = Z[{1/p : p
ÇÉÏD���.Á��>�

p ≡ 1
Ú Á��M� 
�Û �

p = 2}]
¸ � �.�.�����

f(X) = X2 + 1 ∈ D[X]
Ç ¿ � ¿ ¼ ¢ Ï"���.�.�=�bÁ$�º��ÏO�y�

D
¶ Ú ªy�WYÉ�D�y���º¼����U���º�/�

���y�b���/�u�D�y�º�.�Tªy���DÆb� ¿ �y�D¬<� ¶ ���.ª<�b���U���D�D�uª^»D� ¢�¡ Ç ¿ �����y§��.� ¿ �£N ¿ ���=�������.ªy��ÏO�y�
�º�=ÏD���.Á��

2
�*Ï"�<�Z�DÏD���.Á��=�D�<�.�.� ½ �b��Á$� 


k � ¡�¶ ÁÈ���=�b�uÏ"�<�;N ¿ �y�.�º�=�D�<�.�.� ½ �b��Á$�

k � ±�Û(¸

ÝÕ�8IZø�ÿ@þÒÿÀûOø�� 6 Þ(�#Þ � Þ}ß�à�á�â©ã
D ä â è/ã*íÙà�â#àeã ö f(X) ∈ D[X] ä â0ù#ã*çûà�â©ã*íÙàeãÕâ©ã*â

înã édêeá�â#ê-æÙæ
P ⊆ D ä â"à�è/æ�á�ç�æaù ø à�íåã�ë�¼[àeîdà�á�íåã£î �#æ

P ÷[ä â"ð·ôJð��
D

��ï�<©òC7>:(ò�B3ò�ó
f(X)

é æ
f(X) ÷Dä â ä 
 � ù#ã*çûà�â©ã*íÙàeãCù#æ ø ç�ÿ á�â©ædç�ç�ã=ç�ã î�á�ç�æ

DP

ë

¹}���5¼b�<���<Á$������� ¿ �U�$ªy�����µ�����<���º¬y¬«��¬y�.���D��ÏO�y�����D�b� ¢
D
¢ �º�D�«���.�Ü���������%¨U�D� ¿ §��<���<Á$�

�.�T§��yÆ ¿ �y�������D������¬y�º�b�D� ®
¡b¸
D
Ç ¿ �Ñ�D��Á$�º�D�.��ªy�b��ªy��Á$ÏO���D�<�ZN ¿ �b¬y�º�y�����

K
�
P
Ç ¿ ���.�=�«���º��ÏD���ºÁ$���D�b�

� ¿ �º�.���D�
D
¸

�M¸ �£�b�
f(X) = Xn+an−1X

n−1+· · ·+a0

�º�D�D�.ª^»=�y���<Á$��§��yÁ�ÏD��� ¿ ��ÏO�b�º�.�D�bÁ��.�
Á��b�D�ºªy���D�b��ªy��§��^���Ò���R�D�

D[X]
�D��Æb�����D�

n
¸

±=¸ ¹��b�D�/��Á$�
G(X, Y ) = Xn + an−1X

n−1Y + · · · + a1XY
n−1 + a0Y

n ∈

D[X, Y ]
¸

�	úµû��}û��«ÿÀþÒÿ@ûOø+� 6 Þ��#Þ � ÞOß�à�á
P ⊆ D ä âMà�è/æ�á�ç�æCù ø à�íåãÕâ©ã*â â ä ç�ç�ã�ë P ÷¢ä â â©ã*â �

D � à�è/æ�á�ç�æ¥ù#æ ø f(X) ⇐⇒ G(α, β) ∈ P ÷ æ � ä à�
*á�ç�ædâ#ê-æúáÔè�à ø æÙî �#æ
α, β ∈ P ö ù#æ øã�
�â#à

α, β ∈ D
ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ
⇒
Û(®á­M¿ ÏDÏ"���D�/��Á��á�U��ÏDÏD���.Á$�áª^»=�

P
§��.� ¿ �h�=�b� ¢

D
¢ �.�=�«���º�

ÏO�y�
f(X)
¸ �£»D�.������Á��y������§��

α, β ∈ P
¶ ���º�.�b���

G(α, β) ∈ P
¸�­M¿ Ï=Ï"�b�=�/��Á���ª^»D�

α, β ∈ D
¶
G(α, β) ∈ P

��ª^»D�
β /∈ P

¸'� �.�.�����
α/β ∈ DP

¶ �*§��ºªyªy��Á$�
P
Ç ¿ �$�D��� ¢

D
¢ �.�D�y���.�$Ï"�<�

f(X)
¶
f(α/β) /∈ PDP

U �.�D�b�©�����
G(α, β) = βnf(α/β) /∈ PDP

¶
N ¿ �.�=�D�

G(α, β) /∈ P
U N ¿ �y§�����Ç ¿ �D��ªy�b���������D�D�º¬y�º�b�D� ¶ N ¿ �.�D�=�

β ∈ P
¸0� §�§��<�D�D�

αn + an−1α
n−1β + · · · + a0β

n = G(α, β) ∈ P
¶ �������<�D�/��Á$��ª^»D�

αn ∈ P
¶ �U�Èª ¿ �

α ∈ P
¸

⇐
Û(®*­M¿ ÏDÏO�b�D�.��Á$�u�b���$ª^»D�

P
�D�b��§��/� ¿ ���D��� ¢

D
¢ �.�D�y���.��Ï"�<�

f(X)
¸*� �.�º�b����ÏO�b§ ¢

§��.��Á��É§�ªy�<Æb�.�º�y��� ¿ �
α/β ∈ DP

�����.��ª^»D�
f(α/β) ∈ PDP

¸>� �.�.�����
G(α, β) =

�bË



βnf(α/β) ∈ P
¸ Â ¿ �.�D�=� ¶ Ï"���.ª^»DÃ

β /∈ P
¶ �.� ½ �������>ª^»D�

G(α, β) ∈ P
�D�b� Ç

�:N ¿ �©¼����.�<�Ò���	���
α, β ∈ P

¸
�

) û:úµû�����!=ú�ÿÀû 6 Þ��#Þ 6 Þ¢ß�à�á�â©ã
D,P, f(X), G(X, Y )

înã*íåæ0â©ædç�ç�æ â©ã*êeá��:àeã*â#àpù ø ænînæ �è/ædâ#ê�à�ëAß�à�á
{α1, α2, . . . , αs} ⊆ D

ë"¼¢æ � â#à�á�íåã
β1 = α1

æOù#æ ø i > 1
è/æ � â#à�á�íåã

βi = G(αi, βi−1)
ë/�¡ç�ç�ã ø á βs ∈ P ⇐⇒ {α1, α2, . . . , αs} ⊆ P

ë
�	úµû��}û��«ÿÀþÒÿ@ûOø+� 6 Þ��#Þ�	ZÞ¢ß�à�á

M ⊂ D ä â à�è/æ�á�ç�æ íõá*énédà�íõá�ç�æ:ë��¡ç�ç�ã ø á M ÷ ä ââ©ã*â � D � à�è/æ�á�ç�æ�ù#æ ø f(X) ⇐⇒ f(D) ⊆ D −M
ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ
⇒
Û(®Ö­ �/�

M
¿ �>�.�D�y���.�uÁ$��§�§��.Á$���.���D�

D
¸�­M¿ ÏDÏO�b�D�.��Á$�Ñª^»D�

f(D) * D−M
U ���.�.�����RÏ"�b§�§��.��Á$�	�����G¼������ ¿ �

α ∈ D
�^���.��ª^»D�

f(α) ∈M
¶ ���º�.�b���

α ∈ DM
�
f(α) ∈ MDM

¶ ª^»D���.Á�ÏD�.�ºª«�0ª^»D�
M
�=�b�ñÇ ¿ �ë�D�b� ¢

D
¢ �º�D�«���º��ÏO�y�

f(X)
¸

⇐
Û(®�� ����§ ¿ ÏDÏ"���D�/��Á���ª^»D�

M
�D�b��§��/� ¿ ���D�b� ¢

D
¢ �º�D�«���º�}Ï"�<�

f(X)
¸�� �.�º�b��� ¶ �<§��º§����

α/β ∈ DM

�^���º��ª^»D�
f(α/β) ∈ MDM

¸ ¹��b�ºª^»DÃ
β /∈ M

�y�
M
Ç�ÁÈ��§�§��ºÁÈ���.� ¶

ÏO�b§�§��/��Á��á�����5¼������ ¿ �h�<�.�<Á$�<�Ò���
γ ∈ D

�^���º��ª^»D�
βγ ≡ 1

Ú Á��M�
M
ÛÝ¸B� �.�º�b���

f(αγ) ≡ f(α/β) ≡ 0
Ú Á$�3�

MDM

Û(¶ ª<�b§��ºªyª^»DÃ
f(αγ) ∈ MDM

� §��.ª<ªy�bÁ��
αγ ∈ D

¶ ��ÊDÊD�/��Á$��ª^»D�
f(αγ) ∈ M

¸ Â ¿ �º�D�D� ¶
f(D) * D −M

¸
�

���U§��yÆ ¿ �<������ª<�b�����.�/�����.��Æ��������Ò���.§�ªy���·Ó �y§��.§����y�D¬y�	�=� ¿ �%ÓÔ��ÊDÊO�b�D�U���=¬«���=�U�D�b� ¢
D
¢

�.�=�«���º�%�.� ¿ ���D�bÁ��.�=�.�Öª<�b� ¿ � ¿ ¼ ¢ Ï"�b�º�.�D��Á$�º��Á��b�D�ºªy� ®
) û:úµû�����!=ú�ÿÀû 6 Þ��#Þ�FZÞ¤ßZæ

f(X) ÷Ôä â ä 
 � ù#ã*çûà�â©ã*íÙàeã íåã*â#àeînãAù#æ ø D ö á�ç�ç�ã ø á ã�
�â#à
à�è/æ�á�ç�æ[íõá*énédà�íõá�ç�æ[è�à

D ÷[ä â"â©ã*â � D � à�è/æ�á�ç�æaù#æ ø f(X)
ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­3¿ ÏDÏO�b�D�/��Á$��ª^»D�
M
§��/� ¿ �0�º�D�«���º�TÁÈ��§�§��ºÁÈ���.���D�

D
¸ ¹��b�ºª^»DÃ

f(X)
Ç ¿ � ¿ ¼ ¢ Ï"���.�.�=�bÁ$�º�ÅÏ"�<�

D
¶
f(D) ⊆ UD ⊆ D − M

¸ Â ¿ �º�D�D� ¶ Ï"�<���/�
ÏD���bÏ"��§��.¬<�.�b�=� 
D¸º¡�¸ ³M¶

M
Ç ¿ ���D�b� ¢

D
¢ �º�D�«���.��ÏO�y�

f(X)
¸

�

�£�b�=ªy� ¿ �D�/��Á��*�.��ÏD������Æ���� ½ ��ªy��� ¿ �����.§ ¿ �º�������*ª^»=�£�D�º§�ªy�<�D�D�m�.Á�Á$�<�D�/�µ�^��Á��y�����
�U���º�/�ÖÏD���bÏO�b§��º¬y�.���D� 
D¸©¡b¸Ô± �R�U����ªy�b���b�.�.�����º��ÏD���yªy�<�D�y����� ®
�	úµû��}û��«ÿÀþÒÿ@ûOø+� 6 Þ��#Þ � ÞOß�à�á

D ä âMâ©ã*â � D � á�â©ædç�ç�ã0înã*â
α, β ∈ D − {0}

ëAß�à�á
M

ä â0à�è/æ�á�ç�æCíõá*énédà�íõá�ç�æOè�à
D

æ�édà�á
f(X) ∈ D[X] ä â ä 
 � ù#ã*çûà�â©ã*íÙàeãDíåã*â#àeînãtù#æ ø Dè�àX
 ø á8è/ã n ≥ 2

ë/�¡ç�ç�ã ø á βnf(α/β) ∈M ⇐⇒ α, β ∈M
ë

�

Ì� 



�ÕÌIH � MúÒ�Ö
D

Ö?×úÒÕÑ¥ÜdÜQÎ ÓÕÎL¥ Û�¦§�*ÑpÛ

��� N ¿ �<§����áÏU������Æb��� ½ � ¶ §�� ¿ �D�.�<���<Á$�Å���ºª ¿ �=��ÏD���bÏ=���.�(�^ÐÉ�D�<�*�D�b� ¢
D
¢ ���=�y�.�º�¾�D�

¹}��Ä ½ �<�u�«¼b�y����� ¿ � ¿ ¼ ¢ ÏO�b�.�º�D�bÁ��.�ÑÁ$���D�.ª<� ¶ �.�ãÏU�������.ª<�b�/����� ¶ Á��b§]�����<���<Á$��ª^»=���^���º�
�D�bÁ��.�=�7§��b�=�ãª«�����������y���.¬<¬«�����7�U��� ½ �������áª^»D��§��b�D�á�y§�ÏD���ºÁ$�ºÊD�.�º�[ª<�bÁ����º�����y��§��<¬y�.���D�
�D� Ú �D�b� ¢ �TÛ §��5¼3�����D�<�.�º�"�D�O¼���� ¿ ����¬y�º�b�D��ª^»D��ª<�b�D�D�©¼M�º�D�b�D� ¿ �D�Ö§]���y§�§�� ¿ ¼ ¢ ÏO�b�º�.�D�bÁ��.�
Á��b�D�.ª<� ¸
� §�§��y��¼3�.��Á$���.���^��������ª^»D���.�	Ï=���.Á$�RÏD���bÏ=���.�(�^Ð	�D�"ª ¿ �ÜÆ��M�D� ¿ ���=�b� ¢

D
¢ ���D�<�.�º�

�D��¹}��Ä ½ �y�
D
ÇTª^»=�	� ¿ �������%§ ¿ �����.�D�y���.�"ÏD���ºÁ$� ¶ �D����� ¿ �º�.� ¶ §��b�=���=�b� ¢

D
¢ �.�=�«���º� ®

�	úµû��}û��«ÿÀþÒÿ@ûOø+� 6 Þ � Þ(�#Þ}ß�à�á
D ä â â©ã*â � D � á�â©ædç�ç�ãÕè�à ¢ ø9® þ9æ ø�ö édà�á

f(X) ∈ D[X]

ä â ä 
 � ù#ã*çûà�â©ã*íÙàeã íåã*â#àeînã æõédà�á
P ⊆ D ä â à�è/æ�á�ç�æDù ø à�íåã�ël�¡ç�ç�ã ø á f(X) ÷Aä â

ä 
 � ù#ã*çûà�â©ã*íÙàeãÕù#æ ø ç�ÿ á�â©ædç�ç�ã ç�ã î�á�ç�æ
DP ö îdàeã ÷nö ã�
�â#à}à�è/æ�á�ç�æÙù ø à�íåã

P ⊂ D ÷ ä ââ©ã*â � D � à�è/æ�á�ç�æ�ù#æ ø D ë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­3¿ ÏDÏO�b�D�/��Á$��ª^»D�

f(X)
�D�b�ã§��/� ¿ � ¿ ¼ ¢ ÏO�b�.�º�D�bÁ��.��ÏO�y�

DP

¸
­ �.�

F (X) ∈ (D/P )[X]
�.�����.� ¿ ¬y�º�b�D�	�D�

f(X)
Á��3� ¿ �.�

P
�	§��.�

K
�º��ª«��Á�Ï"���D�<�

N ¿ �b¬<�.�y�����}�D�
D/P
¸u­ ��¼b�y�=� ½ ��ª<�.�ºÁ$�<�Ò���Öª^»D�

F (X)
�=�b�Å»U�������D�ºªy�'�º�

D/P
¶ ÁÈ�

�.��»U�Ö�.�
K
¸ ¹��b�.ª^»DÃ

F (X)
ÇTÁ��b�D�ºªy� ¶ �������y�D�.��Á���ª^»D�

D/P
�D����ÇT�.�����<Æb�����ºÁ$�<�����

ª^»D� ¿ §�� ¸�� �0N ¿ �<§��^��Ç ¿ �U��ª<�b���������D�D�º¬y�.���D� ¶ Ï"�<��ª^»DÃ ¶ �<§�§��<�D�D�
D
¿ � �D�bÁ��.�D�º���D�

¹}��Ä ½ �<� ¶
D/P

ÇÑ���=ªy�b��� ¿ �X�D�bÁ��.�D�º�0�D�£¹}��Ä ½ �<� Ú ÏO�y�Ö�.�0ÏD����Ï"�b§��.¬<�.�b�D� ¡b¸×³M¸º¡5�bÛ �
N ¿ �.�=�D��ÇT�.�����<Æb�����.Á��y������ª^»=� ¿ §�� ¸}� �º�.�b���

f(X)
�D�(¼b�	�y§�§��y��� ¿ � ¿ ¼ ¢ Ï"�b�º�.�D��Á$�º��ÏO�y�

DP

¸
�

­ �
D
Ç ¿ �>�D�bÁ��.�D�º���D�[¹¾��Ä ½ �y���

P ⊆ D
Ç ¿ �ã�º�D�«���º�$Ï=���.Á�� ¶ �D�b�ã� ¿ �.�.� ¶

§���ÏDÏD�/��Á$�*ª^»D�
DP
Ç ¿ �R§��5¼3�����D�y�º�.�*�D��¼���� ¿ �^��¬y�.���D� Ú �=�

D
Û(¶ N ¿ �º�D�D�b��Æb�D�b�D��Á$�º�D�.�[�D�

¹}��Ä ½ �<�TÏ ¿ Y��<§�§��<���u�y§�ÏD���<§�§����º��Á��M�D�È�U��� ¿ �����º��ªy��Á$�Ö�º�����y��§��<¬y�.���D�Ö�D��§��5¼3�����D�<�.�º�
�D�7¼���� ¿ �^��¬<�.�b�=� ¸ ���D�.¬<�/��Á��É���º�.�b���0ªy�b�£ª^»D�.�<�D�y��ªy�*ªy��§��É§��*Ï ¿ Yá�=�.�������.Æ ¿ �����D���^���º�
§��5¼3�����D�y�º�.�8N ¿ ���D�=�

D
Ç£���=ª^»D� ¿ �	�D�b� ¢

D
¢ ���D�y�º�.� ¸ ���	ÏU���]���ºªy�b�.����� ¶ ª<�b�Dª<�y�������/��Á����/�

�D�b§]�����	�µ�����<�D¬y�º�b�D�7§ ¿ �.�.��§���� ¿ ��� ¿ ���T�D�y�D�=�bÁ$�º�D�3�D�=¼���� ¿ �^��¬<�.�b�D�[ªy�b� ¿ ��ÏD�������.ªy���/�����
¿ ¼ ¢ ÏO�b�º�.�D�bÁ��.��Á$���D�.ª<� ¸
wµ���M�M! 6 Þ � Þ � Þ�ß�à�á

V ä â è/ã*íÙà�â#àeãÙè�àZ
*á�ç ä ê�á��:àeã*â©æúînã*â î�á�í¡ù#ãÙè/ædà � ä ã��:àeædâ#ê(à FæÕà�è/æ�á�ç�æåíõá*énédà�íõá�ç�æ
M

ë ß�à�á
v

ç.áMînã øwø à�é^ù#ã*â�è/ædâ#ê^æ"
*á�ç ä êeá��:àeã*â©æõé ä F ë � â©ã*çûê ø æ öédà�á
f(X) ∈ V [X] ä â ä 
 � ù#ã*çûà�â©ã*íÙàeã¤íåã*â#àeînãCù#æ ø V è�àÐ
 ø á8è/ã n ≥ 2

æCédà�á�â©ã
α, βædç�ædíåædâ#ê�àlâ©ã*â"â ä ç�çûà;è�à V ë/�¡ç�ç�ã ø á v(βnf(α/β)) = min{v(βn), v(αn)}

ë

ÌM¡



ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­3¿ ÏDÏO�b�D�/��Á$�TÏD���.Á$�Tª^»D�
v(α) ≥ v(β)

¶ ���º�.�b���
α/β ∈ V

��ªy�b§e�
f(α/β)

Ç��.��¼b�<�����ºÊD�.�º�È�º�
V
U �U��ª ¿ �

v(βnf(α/β)) = v(βn)
¸>� ����§ ¿ Ï=Ï"�b�=�/��Á��

ª^»D�
v(β) > v(α)

¸�� �º�.�b���
β/α ∈ M

¸�­ ��ÏDÏD�.��Á��ÈÏO�y���.�$ÏD���bÏ"��§��.¬<�.�b�=� 
D¸©¡b¸×Ì ª^»D�
(β/α)nf( 1

(β/α)
) ∈ V −M

¶ ÏO�y��ª^»=Ã
1 /∈ M

¸ Â ¿ �.�D�D� ¶
v((β/α)nf( 1

(β/α)
)) = 0

¸
� §�§��y�D�D�

βnf(α/β) = αn[(β/α)nf( 1
(β/α)

)]
¶ §��yÆ ¿ �Tª^»D�

v(βnf(α/β)) = v(αn)
¸

�

) û:úµû�����!=ú�ÿÀû 6 Þ � Þ � Þpß�à�á
V ä â è/ã*íÙà�â#àeã¢è�àg
*á�ç ä êeá��:àeã*â©æ[înã*â î�á�í¡ù#ã¤è/ædà � ä ã��:àeædâ#ê(à

F
æ édà�á

v
ç.á înã øwø à�é^ù#ã*â�è/ædâ#ê^æ_
*á�ç ä ê�á��:àeã*â©æÔé ä F

ë ß�à�á
f(X) ∈ V [X] ä â ä 
 �ù#ã*çûà�â©ã*íÙàeãúíåã*â#àeînãtù#æ ø V è�àÝ
 ø á8è/ã n ≥ 2 ö æCédà�á�â©ã

α1, α2, . . . , αm
ædç�ædíåædâ#ê(à+â©ã*â

â ä ç�çûàaè�à
V
ë ¢ ã*â#à�á�íåã

β1 = α1,
æ¥ù#æ ø 1 < i ≤ m

ù#ã*â#à�á�íåã
βi = αn

i−1

i f( βi−1

αni−2
i

)
ë

�¡ç�ç�ã ø á v(βm) = min{v(αn
m−1

1 ), v(αn
m−1

2 ), . . . , v(αn
m−1

m )}
ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­ �<Æ ¿ �R�.Á�Á$�<�D�/�µ�^��Á��y�����&�U���%�º�yÁ�ÁÈ� 
D¸ �3¸ �M¸
�

� �Òû:ú���� ! 6 Þ � Þ 6 Þ�ß�à�á
D ä â"â©ã*â � D � á�â©ædç�ç�ãõè�à ¢ ø9® þ9æ ø înã*âMî�á�í¡ù#ã£è/ædà � ä ã��:àeædâ#ê(à

K
ëåß�à�á

f(X) ∈ D[X] ä â ä 
 � ù#ã*çûà�â©ã*íÙàeãåíåã*â#àeînãÔè�à�
 ø á8è/ã n ≥ 2
ë � â©ã*çûê ø æ ö édà�á

I ä â à�è/æ�á�ç�æ � â#à�êeá�íåædâ#ê^æ'
/ædâ©æ ø á�ê^ã è�à
D

ëð�¡ç�ç�ã ø á Int ÷ ù ø à�â©îdà
ùJá�ç�æ[ù#æ ø � ä á�ç�î �#æà�â#ê^æ ø ã t â©ã*â â©æ�
8á�ê(à�
�ã�ë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­ �.�

{α1, α2, . . . , αm}
¿ ���.�D§��.�yÁ����=�ÜÆb�<�D�y�������b���Ü�D�

I
¸¾� �<¨U�=� ¢

��Á��
β1, β2, . . . , βm

ªy�bÁ����=�y�'ª<�b�����.�/�����.� 
=¸ �M¸Ô±=¶ ¼b�bÆ��.�/��Á$�u�D�ºÁ$�b§]���������	ª^»D�
In

m−1

Ç ¿ � �.�D�y���.�$ÏD���º�Dªy�ºÏU���º�ÈÆb�<�D�y�������Å�U�
βm
¸>� ���º�/�0�=�<¨U�D�º¬y�º�b�D���D�<�

βi
¶ §��<Æ ¿ �Ñª^»D�

βi ∈ In
i−1 � N ¿ �º�D�D�

βm ∈ In
m−1 ¸ ���D���º����� ¶ §���Ï=ÏD�/��Á��Xª^»D�

In
m−1 ÇÅÆb�<�D�y��� ¢

���ñ�U���.�wÓÔ�º�D§��º�yÁ��
H = {αe11 α

e2
2 · · ·αem

m : ei ≥ 0
Ï"�<�0�bÆ��D�

i
�

e1 + e2 +

· · · + em = nm−1}
¸B­ �.�

α = αe11 α
e2
2 · · ·αem

m ∈ H
¸Du �bÆb�.�.��Á��ÉÁ$�b§]���������Ñª^»D�

α/βm ∈ D
U Ç0§ ¿ P�ªy�º�y�����É�=�.Á��b§����������0ª^»D�

α/βm ∈ DP
ÏO�y����Æb�D���.�D�y���.��ÏD��� ¢

Á��
P ⊆ D

¸ ­ �/�
P ⊆ D

¿ �A�.�=�«���º� ÏD���.Á�� U �<§�§��y�D�D�
D
�D��¹}��Ä ½ �y� ¶

DP

Ç
¿ � �D�bÁ��.�D�º�X�D��¼���� ¿ ����¬y�º�b�D� ¶ ���º�.�b���>§��/�

vP
�.� ¼���� ¿ �^��¬y�.���D���D�

K
��§�§��3ªy�.���^�ë�

DP

¸ Â£��§�����Á��b§�����������ª^»D�
vP (α/βm) ≥ 0

¸È­ ��ÏDÏD�.��Á����D���}ªy�b���b�.�.�����º� 
D¸×�M¸Ô± ª^»D�
vP (βm) =

Á$�º�
{vP (αn

m−1

1 ), vP (αn
m−1

2 ), . . . , vP (αn
m−1

m )}
¸

¹����.ª^»DÃ
e1 + e2 + · · · + em = nm−1

¶ ��Ê=ÊD�/��Á���ª^»D�
vP (α) = vP (αe11 α

e2
2 · · ·αem

m ) ≥
Á$�º�

{vP (αn
m−1

1 ), vP (αn
m−1

2 ), . . . , vP (αn
m−1

m )} =

vP (βm)
¶ �Rª<�b§��

vP (α/βm) ≥ 0
¸ Â ¿ �.�=�D�

α/βm ∈ D
�
βm
Æ��y�D�<���

I
¸

�

Ìb�



© �9�Q�3ú��J!DþÒÿ@ûOø+� 6 Þ � ÞW	ZÞaß�à3â©ã*ê�àlî �#æ�â©ædç�ç.á¢è�à�íåã édê ø á��:àeã*â©æCè/ædç#ê^ænã ø ædíõá�ù ø ænînæ�è/ædâ#ê-æç�ÿ à
ù#ã*ê^ænédàµî �#æ
D

þ9ã éné æ ä â è/ã*íÙà�â#àeã¢è�à ¢ ø9® þ9æ øD÷ édê�á�êeá ä ê�à�çûà�� � á�ê�á¤é ã*ç�ãtù#æ ø ã*ê�ê^ædâ©æ ø æ
ä â�á ø ádù8ù ø æné ædâ#êeá��:àeã*â©æ è�à

D
înã*íåæ ä â©ÿ à�â#ê^æ ø é æ��:àeã*â©æ è�àDè/ã*íÙà�â#à[è�ào
*á�ç ä ê�á��:àeã*â©æ öê ä ê�ê(à¥î �#æ¢înã*â�è�à�
 à�è/ã*â©ã£înã*â

D
ç�ã¢édê^ænéné ã ä 
 � ù#ã*çûà�â©ã*íÙàeã¢íåã*â#àeînã�ë

Â ¿ �y§����T�b§�§��y��¼���¬<�.�b�=���º§�ÏD�º�����º�=§��yÆ ¿ �<������ªy�b���b�.�.�����º� ¶ ª^»D� ½ �b���D�º§�ª<� ¿ �uÁ$�(���3�D�
ÏO�y��ªy�b§]��� ¿ �.���	�=�b� ¢

D
¢ ���D�<�.�º�"�D�%¹¾��Ä ½ �y� ®

) û:úµû�����!=ú�ÿÀû 6 Þ � ÞWFZÞ¡ß�à�á
T ä â è/ã*íÙà�â#àeãAînã*âMî�á�í¡ù#ãåè/ædà � ä ã��:àeædâ#ê(à K ë[ß�à�á

{Di :

i ∈ S} ä â à�âJédàeædíåæåè�àaé ã]
 ø á�â©ædç�çûà�è�à�
*á�ç ä ê�á��:àeã*â©æåè�à
T
ë"ß�à�á

f(X) ∈ T [X] ä â
ä 
 � ù#ã*çûà�â©ã*íÙàeã=íåã*â#àeînã£è�àg
 ø á8è/ã ≥ 2

ù#æ ø Di ö ù#æ ø ã�
�â#à
i ∈ S

ëCß�à�á
R =

⋂

i∈SDi

ë
�¡ç�ç�ã ø á R ÷Oä â â©ã*â � D � á�â©ædç�ç�ã¤è�à ¢ ø9® þ9æ ø á$
�ædâ#ê^æ

f(X)
înã*íåæ ä 
 � ù#ã*çûà�â©ã*íÙàeãDíåã*â �àeînã�ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ � ��§������/��Á��	ÏD���ºÁÈ�Rª^»D�
f(X)

Ç ¿ � ¿ ¼ ¢ Ï"���.�.�=�bÁ$�º�TÁ$���D�.ª<��ÏO�y�
R
¸ ­ �.�

α ∈ R
¶ ���.�.������ÏO�y����Æb�D�

i ∈ S
¶
α ∈ Di

��ªy�b§e�
f(α)
Ç��º�Ò¼��y�]���.Ê=�.�.�$�.�

Di

¶ �5¼Ò¼b�<��� ¶ 1
f(α)

∈ Di

¸ Â ¿ �<§����Ñ�ºÁ$ÏD�º�.ªy�uª^»=� 1
f(α)

∈
⋂

i∈SDi = R
¶ ª<�.�3Ç

f(α)
Ç

�.��¼��y�����.ÊD�º�.�Ö�º�
R
¸Ö� �º�.�b���

f(X)
Ç ¿ ¼ ¢ Ï"�b�º�.�=�bÁ$�º�$ÏO�y�

R
¶ N ¿ �º�D�D�

R
Ç ¿ �Å�D�b� ¢

D
¢

���D�<�.�º� ¸ ���D���º����� ¶ �U���U���y�b���yÁ$� 
D¸×�M¸�
D¶ §��yÆ ¿ ��ª^»D�&§��
I
Ç ¿ �È�.�D�y���.�*�D�

R
¨D�D�º����Á$�<�����

Æb�<�D�y������� ¶ ���.�º�b���
In

t Ç	ÏD���º�Dªy�ºÏU���º� ¶ Ï"�<�CN ¿ ���.ª^»D���.�����<���È�=�b���D�<Æ������©¼b�
t
¸ Â ¿ �º�D�D� ¶

�bÆb�=���.�D�y���.���=�
R
¨U�=�º�^��Á$�<�Ò���TÆb�y�=�y���µ����Ç	�º��¼b�y�]���ºÊD�.�º� ¶ �G¼Ò¼��y���

R
ÇR�D��¹}��Ä ½ �y� ¸

�

© �9�Q�3ú��J!DþÒÿ@ûOø+� 6 Þ � Þ � Þpß ä ù8ù#ã*â#à�á�íåã¢î �#æ
D

édà�á ä âÔâ©ã*â � D � á�â©ædç�ç�ãDè�à ¢ ø9® þ9æ ø înã*â
ä â ä 
 � ù#ã*çûà�â©ã*íÙàeã¡íåã*â#àeînã�ë	�úã*âÔîdà�é ã*â©ã ø á�
�àeã*â#à&ù#æ ø ù#ædâJé:á ø æCî �#æCænédà�édê�á ä â ä â#àeînã
ä 
 � ù#ã*çûà�â©ã*íÙàeãÔíåã*â#àeînãÔà�â

D[X] ö ã"î �#æ=ê ä ê�ê(à�à¹
�çûà ä 
 � ù#ã*çûà�â©ã*íÙàpíåã*â#àeîdàtát � :à�á�â©ã
ç�ãÙédê^ænéné ãO
 ø á8è/ã�ë à ä ænédêeá ã éné æ ø 
*á��:àeã*â©æ¡é ä 
�
/æ ø à�é înæ[à�çJù ø ã énédà�íåã ø à�é ä çûêeá�ê^ã$�
) û:úµû�����!=ú�ÿÀû 6 Þ � Þ�KZÞtß�à�á

D ä â0â©ã*â � D � á�â©ædç�ç�ã¢è�à ¢ ø9® þ9æ ø æCédà�á
d

à�çÃøiÈ`¼�è/ædç�ç�ÿ à�â �édàeædíåæDè�à>ê ä ê�ê(àX
�çûà>à�â#ê-æ ø à·î �#æúînã*í¡ùJá�àeã*â©ã=înã*íåæ�
 ø á8è�àlè�à ä 
 � ù#ã*çûà�â©ã*íÙà+íåã*â#àeîdà�ù#æ ø
D

à�â
D[X]

ë¤ß�à�á
I ä â à�è/æ�á�ç�æ¤è�à

D � â#à�êeá�íåædâ#ê-æ�
/ædâ©æ ø á�ê^ã�ë��¡ç�ç�ã ø á Idt ÷ ù ø à�â©îdà �ùJá�ç�æ ö ù#æ ø � ä á�ç�î �#æÙà�â#ê^æ ø ãÔâ©ã*â â©æ�
8á�ê(à�
�ã
t
ë � â ùJá ø ê�àeînã*ç.á ø æ ö é æ

d = 1
á�ç�ç�ã ø á D ÷

ä â è/ã*íÙà�â#àeã£è�à`ªo«��*ã ä ê�ë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ � ¼Ò¼M�.� ¸

�

Ì�±



�ÕÌ[e
E

Ö?Ó§M�N ÎQÒÕÎ

���������M� ¿ ªy�/��Á$� ¶ ¨U�D���.Á��y����� ¶ �.���D��¬y�.���D�$�=�
E
¢ �D�bÁ��.�=�.� ¶ �U�µ�^���D�0¤��bÏO�y�	�.�

¯°¡5Í�´w¶ �m§�� ¿ �D�/��Á��b�D�}�º�¾ÏD���bÏ=���.�(�^Ð ¶ �D�ºÁ$�b§]�������D�D��ÏD���.Á$���=�Ò� ¿ �����&ª^»=� ¿ �
E
¢ �D�bÁ��.�D�º�

Ç ¿ ��ÏU�������.ª<�b�/�������D�b� ¢
D
¢ ���D�y�º�.���D��¹}��Ä ½ �<� ®

ÝÕ�8IZø�ÿ@þÒÿÀûOø�� 6 Þ � Þ��#Þaß�à�á
D ä â è/ã*íÙà�â#àeã¢înã*â î�á�í¡ù#ãúè/ædà � ä ã��:àeædâ#ê�à K ë

D
édà�è�àeînæ

ä â E �9<©ôY? ï^ðHï�ô0é æ}é ã:è8è�à�é�þQáõç�æ}é æ�
 ä ædâ#ê(à�înã*â�è�à��:àeã*â#à��
� ë % édà�édê^æ ä â�á înã*ç�ç�æ��:àeã*â©æ è�à¤é ã]
 ø á�â©ædç�çûà¢è�à'
*á�ç ä êeá��:àeã*â©æÓ�Dã ædê��#æ ø à�á�â#àõè�à

D ö
W = {Vλ : λ ∈ Λ}

ë ¢ æ ø ã�
�â#à
λ ∈ Λ ö à�â�è�àeî �/à�á�íåãÕînã*â

vλ
ç.á�
*á�ç ä ê�á��:àeã*â©æâ©ã ø íõá�çûà�� � á�êeáåé ä K înã øwø à�é^ù#ã*â�è/ædâ#ê-æ¢á

Vλ ö înã*â
Mλ

ç�ÿ à�è/æ�á�ç�æ¤íõá*énédà�íõá�ç�æ¢è�à
Vλ

æÙînã*â
Pλ = Mλ ∩D

ë
� ë
D =

⋂

λ∈Λ Vλ
ë

� ë % édà�édê^æ ä â ù#ã*çûà�â©ã*íÙàeã íåã*â#àeînã
f(X) ∈ D[X]

è�ào
 ø á8è/ã ≥ 2 ö î �#æ ÷"ä â
ä 
 � ù#ã*çûà�â©ã*íÙàeãOù#æ ø ã�
�â#à

Vλ
ë

# ë ¢ æ ø ã�
�â#à
λ ∈ Λ

ænédà�édê^æ ä â ædç�ædíåædâ#ê^ã
dλ ∈ D

ê�á�ç�æ î �#æ
vλ(dλ) > 0

æ
vα(dλ) = 0 ö ù#æ ø ã�
�â#à

α ∈ Λ
æ
α 6= λ

ë
��� N ¿ �y§]���ÉÏU������Æb��� ½ �

D
è/ædâ©ã*ê^æ ø j0é ædí¡ù ø æ ä â E � è/ã*íÙà�â#àeã"æÕá*éné ä íåæ ø ædíåã

é ædí¡ù ø æõç�æõâ©ã*ê�á��:àeã*â#à¥è/ædç�ç.áõù ø ænînæ�è/ædâ#ê^æ£è/æ � â#à��:àeã*â©æ ¸ ���¾�D�b§]�������bÊD�º�<�����º¼���ÇõN ¿ �y� ¢
�.�0�D�£§]� ¿ �D�.�����ÈÆb�.�

E
¢ �D�bÁ��.�D�¾ªy��§���ª<�bÁ$�È��ÊDÊD�.��Á��0§�� ¿ �D�.����� 2 U �º�X��ªyª<�b���=�Éªy�b�

�/�����<��Á��.�D���.�bÆb�.�È�D� Î �<�D���WVÒ§��y� Ú ���D�����^�µ�^�����Dª^»D�$�U���D���m�=�y�¾ª«��Ï=�º�����.� ±�Û(¶ ¤��bÏO�y�
ªy�.��§�§��º¨Uªy��Æ��.�Ü�º�D�«���.�Ü�=�yÆb�º�

E
¢ �D�bÁ��.�D�"�D�y��§��yÆ ¿ �<�����	Á$�3�D� ®

ÝÕ�8IZø�ÿ@þÒÿÀûOø�� 6 Þ � Þ � Þ X î �/à�á�íÙà�á�íåã
W

ç�ÿ à�âJédàeædíåæ·è/ædà;48ôYn/ó�7�ðµòm:-:�ïS<�ï�n^7;:@3+ñ�7^p�ï�ô?ðµò
ö�4]44ï¡è�à

D
ë�E�íåã édê ø æ ø ædíåãÔî �#æ

W ÷úä â#à�
�ã î�á�íåædâ#ê^æ¢è/ædê-æ ø íÙà�â�á�ê^ã
	 � ë�È`�/à�á�íÙà�á�íåã

�çûàpà�è/æ�á�çûà

{Pλ}λ∈Λ
ï�<ZòC7;:�ï'?a7>4]44ï-?a7;:�ï�ö�4]44ï[è�à

D
ë=E�
�à ä édê�à � î �#æ ø ædíåãAê ø áÓ  ø æ�
�æç.á ê^æ ø íÙà�â©ã*ç�ã�
�à�á � ëÔßZæ

I ÷õä â à�è/æ�á�ç�æ£è�à
D ö è�àeîdà�á�íåã î �#æ

I ÷ ö�4648ô é æ
I ⊆ Pλ öù#æ ø � ä á�ç�î �#æ}à�è/æ�á�ç�æ[íõá*énédà�íõá�ç�æ � éné ã Pλ ö á�çûê ø à�íåædâ#ê�à

I

 àeædâ©æúè/ædê�ê-ã¡:�ï�¨4ò�ó�ô#ë

� ���º�.�RÏD���bÏD���º�<��Ð��D�<���=�b� ¢
D
¢ ���D�<�.�º�%�D��¹¾��Ä ½ �y�&§��<Æ ¿ �b�D�$�.Á�Á$�<�D�/�µ�^��Á��y�����T�º�

§��<Æ ¿ �<�Ò����Ï=���bÏO�b§��º¬y�º�b�D� ®
�w�
�T�����*o i�Ì*`�g
fhg
bd`�iµ� � �a�*_w{4� �d�d�

Ì4




�	úµû��}û��«ÿÀþÒÿ@ûOø+� 6 Þ � Þ � Þlß�à�á
D ä â E � è/ã*íÙà�â#àeãOETînã*âÙç�æ�â©ã*ê�á��:àeã*â#à�è/ædç�ç.á}è/æ � â#à��:àeã*â©æ# ë � ë ��� ë��¡ç�ç�ã ø á D ÷µä âÙâ©ã*â � D � á�â©ædç�ç�ã�è�à ¢ ø9® þ9æ ø á$
�ædâ#ê^æ

f(X)
înã*íåæ ä 
 � ù#ã*çûà�â©ã*íÙàeã�ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­ �<Æ ¿ �R�.Á�Á$�<�D�/�µ�^��Á��y�����&�U���%ª<�b�����.�/�����.� 
D¸×�M¸
�M¸
�

�	úµû��}û��«ÿÀþÒÿ@ûOø+� 6 Þ � Þ 6 Þ�ß�à�á
I ä â à�è/æ�á�ç�æ � â#à�ê�á�íåædâ#ê^æ�
/ædâ©æ ø á�ê^ãõè�à ä â E � è/ã*íÙà�â#àeã

D
ë	�¡ç�ç�ã ø á Int ÷ ù ø à�â©îdà
ùJá�ç�æ�ù#æ ø � ä á�ç�î �#æpà�â#ê^æ ø ã[â©ã*â£â©æ�
8á�ê�à�
�ã

t ö è/ã]
�æ n ÷ à�çt
 ø á8è/ãè/ædçJù#ã*çûà�â©ã*íÙàeã
f(X)

ë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­ �<Æ ¿ �R�.Á�Á$�<�D�/�µ�^��Á��y�����&�U���Ü���y�b���yÁ$� 
D¸ �3¸�
D¸

�

� Ê=ÊD�/��Á��ãÊ=�.§���Æb�D�>���Dª^»D���D�<�&���.§ ¿ �º��������ªy���Dªy�<���D�<�Ò�����/�Å����ÏDÏD���<§��<�Ò����¬y�º�b�D�
�D�<���D�bÁ��.�D���D��¹¾��Ä ½ �y��ª<�bÁ����.�����<��§��y¬y�º�b�D���º�����.�D�b�=�U���������D��§��5¼3�����D�y�º�.���D��¼���� ¿3¢
�^��¬y�.���D� U ���.ª<�b���D�.��Á���ª^»D� ¿ �D������ÏDÏD���<§��<�Ò����¬y�º�b�D�$�D� ¿ �ã�D�bÁ��.�=�.�

A
ªy�bÁ��$�º�����y� ¢

§��<¬y�º�b�D���D�[�D�bÁ��.�D�m�D�[¼���� ¿ �^��¬y�.���D� Ú �D�.ª<�/��Á��
A =

⋂

σ∈Σ Vσ
Û Ç��º�����.�D�b�=�U�������$§��

�·Ó �bÁ��.§�§��.���D�*�D� ¿ ���D�bÁ��.�=�.�T�D�:¼���� ¿ ����¬y�º�b�D���U���º�·Ó �.�����<��§��y¬y�º�b�D��ª«��ÁÖÊD�/�R�.�U���.§ ¿ �º������� ¶
ªy�º�MÇ ¶

Aα =
⋂

σ∈Σ,σ 6=α Vσ 6= A
¸ ���£§��<Æ ¿ �<�Ò���Ñ���.§ ¿ �º��������§��<Æ ¿ ���.Á�Á��y�D�.���^��Á��y�����

�U���º�/�Öª<�b�D�D�º¬y�.���D� 
D¸ �D�<�.�/�Ö�=�<¨U�D�º¬y�º�b�D� 
D¸Ô±=¸©¡b®
wµ���M�M! 6 Þ � ÞW	3Þ

D =
⋂

λ∈Λ Vλ ÷Dä â�á S �^ø ádù8ù ø æné ædâ#êeá��:àeã*â©æ}è�à
D

ë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ � Á$�(�����.��Á��É�U���.�wÓÔ�º�����y��§��<¬y�.���D� ¿ �h�D�bÁ��.�=�.�Å�D��¼���� ¿ ����¬y�º�b�D� ¸
­ �.�

Dα =
⋂

λ∈Λ,λ6=α Vλ
U ���.�º�b��� ¶ ÏO�y�Ö�.�0ªy�b�=�D�.¬<�.�b�D� 
D¸ �=�y�.�.�0�D�(¨U�D�.¬<�.�b�=� 
D¸Ô±=¸º¡�¶

�y§��.§]��� ¿ ���<�.�<Á$�<�Ò���
dα ∈ D

¶ �D�b�Ñ�.��¼b�<�����.ÊD�º�.���º�
D
¶ �^���º�Tª^»D�

d−1
α ∈ Dα

¸
�

¹��y���º��ªy�b���b�.�.�����º� ¡b¸×ÌM¸©¡b¡b¶ §���Ï=ÏD�/��Á��uª^»D�
D =

⋂

λ∈Λ Vλ
Ç	�·Ó ¿ �D�ºª«�

S
¢ ����ÏDÏD��� ¢

§��<�=�^��¬y�.���D���D�
D
� ¶ Ï"�<�}�.�=���y�b���yÁ$� ¡b¸×ÌM¸×ËM¶ Æb�.�D�º�D�«���.�3ÁÈ��§�§��ºÁÈ���º�3¨D§�§�� ¶

{Pλ : λ ∈ Λ}§����D�È�º�D�«���º�%Á$��§�§��.Á$���.�"�D�
D
¸ ���D�b�©����� ¶ �.��ª<�b�����.�/�����.� ¡b¸ Ì3¸º¡5± Á��b§�������ª^»D��§��

I
Ç ¿ �

�.�=�«���º�u¨D�D�º����Á$�<������Æb�<�D�y���������D�
D
¶ ªy�b�����<� ¿ ����§��b�º���º� ¿ �ã� ¿ Á��y���Ñ¨U�D�©�����.�D�y���.�

Á$��§�§��.Á$���.��¨U§�§��
P1, P2, . . . , Pt

�D�
D
¶ ���.�º�b���

P1, P2, . . . , Pt
§��b�D��Æb�º� ¿ �D�ºªy�¾�.�D�y���.�

Á$��§�§��.Á$���.�O�D�
D
ª^»D�	�.��ªy���Ò���y�DÆ��b�D� ¸

� Ê=ÊD�/��Á���Á$��§�����������ª^»D�[Æb�.���º�D�«���º��ÁÈ��§�§��ºÁÈ���.��¨U§�§��3�D�&2ñ§��b�D�&� ¿ �����ÒÏD���º�Dªy�ºÏU���.�
�7ª^»D�£Æb�.�Ò�.�=�«���º�3�º�.ÊO�y���3�=�b�Ö§����D��¨U�D�©�^��Á��y�����£Æb�<�D�y������� ® §��yÁÖÊ=�����U��� ¿ �����.�mª^»D�.�<�D�y��§��
§��	Æb�º�Ü�.�=�«���º�"¨U§�§����R�.�.ÊO�y���Ü�D� ¿ �

E
¢ �D��Á$�º�D�.�

D
»U���D�D��ÏD���bÏ=���.�(�^ÐÖª<�b�����.§�ÏO�b�=�D�y����� ®

� �Òû:ú���� ! 6 Þ � ÞWFZÞ���
�â#à¥à�è/æ�á�ç�æ£íõá*énédà�íõá�ç�æ � éné ã è�à ä â E � è/ã*íÙà�â#àeã
D ÷�� â#à�ê�á �íåædâ#ê^æ�
/ædâ©æ ø á�ê^ã�ë

Ìb³



ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­ �.�
Pλ
¿ �ë�.�=�«���º��ÁÈ��§�§��ºÁÈ���º�$¨U§�§�� �D�

D
¸ ¥&§��/��Á��É�/�Éªy��� ¢

�D�º¬y�.���D� 
D¸ �=�y�.�.���D�<¨D�D�.¬<�.�b�D� 
=¸×±=¸©¡ ÏO�y�������5¼������ ¿ �á�y�º�yÁ��y�����
dλ ∈ Pλ

¶ �^���º�Öª^»D�
Pλ
§��/�È�wÓ ¿ �=�.ªy�È�.�D�y���.�	ÁÈ��§�§��.��Á��.�T¨U§�§��Ñ�D�

D
ª^»=���.�Èª<�b�����º�y�D� ¸ ���D�b�º����� ¶ ��ÊDÊ=�/��Á��

��ÏDÏO�y�D�$�b§�§��y�]¼������$ª^»D�
Pλ
Ç	���.�º�b���Ö�wÓ ¿ �=�.ªy���.�=�«���º�TÁÈ��§�§��ºÁÈ���º���D�

D
ª^»D��ª<�b�����.�<�D�

dλ
¸ ¹��b�.ª^»DÃ

Pλ
§����y§]���<�D�D�����º�·Ó �.�D�y���.�&ÏD���º�Dªy�ºÏU���º�

Mλ
�º�
Vλ
¶ Ï"�<�&�º�%�.�<Á$Á$� ±�ÌM¸Ô± �D�

¯°¡5 �´w¶ ��ÊDÊD�.��Á$��ª^»D�
Pλ
ÇT¨U�D�©�^��Á��y�����TÆb�y�D�<������� ¸

�

� �D���.�º¬y¬y�.��Á��Ö�b�����.�Ö§���� ¿ ��� ¿ ���u�D�<Æb�.�%�º�D�«���.�Ü�º�.ÊO�y���Ü�D�
D
®

� �Òû:ú���� ! 6 Þ � Þ � Þ+�Dænéné ä â à�è/æ�á�ç�æúçûà� dæ ø ãÕè�à ä â E � è/ã*íÙà�â#àeã
D ÷1� â#à�êeá�íåædâ#ê-æo
/æ �â©æ ø á�ê-ã�ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­3¿ ÏDÏO�b�D�/��Á$��ª^»=�
I
§��.� ¿ �u�.�D�y���.�7�=�

D
¨U�D�º����Á��y�����7Æ��y�D�<������� ¸

¤��	Ï=���bÏO�b§��º¬y�º�b�D� 
D¸Ô±=¸�
 �ºÁ$Ï=�.�.ªy��ª^»D�
Im
Ç�Ï=���.�=ªy�.ÏD���.� ¶ Ï"�<�µN ¿ ���.ª^»D���.�����y���	ÏO�b§��©���º¼��

m
¸É­3¿ ÏDÏO�b�D�/��Á$��ª^»D�

Im = (d)
¸ ¹��b�.ª^»=Ã

d
�D�b�ãÇÈ�.��¼��y�����.ÊD�º�.�u�.�

D
¶ �<§�§��É�D�<¼��

��ÏDÏD�������y�D�<����� N ¿ ���ºª^»D���º�D�«���.��Á$��§�§��.Á$���.��¨U§�§�� U N ¿ �º�D�D� ¶
I
Ç�ªy���Ò���y� ¿ ���ã�.� ¿ �

�.�=�«���º�TÁÈ��§�§��ºÁÈ���º�&¨U§�§����Rªy�b§e�ZÇ	�<§�§��È§����y§�§��$¨D§�§�� ¸
�

���Ô2A�·Ó �.�D§��.�<Á$���D�yÆ��.�Ü�º�D�«���.�:ÏD���º�Dªy�ºÏU���º� ½ ����¬y�º�b�U�����"ª<�b�.�=ªy�.�=��ªy�����·Ó �.�D§��.�yÁ����D�
� ¿ ������Æb�.���.�=�«���º���=�º¼3�.§��b���.���.� Ú ���.ª<�b���=�/��Á��$ª^»=� ¿ �É�.�D�y���.��ÇÖ�D�©¼M�º§��b���/���º�R§���ÇÖ�wÓÔ�º�Ò���y� ¢
§��<¬y�º�b�D���D�O� ¿ �����OÆb�.�:�º�D�«���º� ½ ����¬<�.�b�U�����UÏD���.�Dª<�.ÏU���º�Uª^»D�T�.��ªy�b�����y�DÆb���D� ÛdU ªy�WY��.§�ÏD�.�����º�
§��<Æ ¿ �<�Ò�������.§ ¿ �º�^�µ��� ®
� �Òû:ú���� ! 6 Þ � ÞWKZÞ}ßZæ

I ÷õä â à�è/æ�á�ç�æ£è�à�
 à�é ã ø à�á�ç�æ£è�à ä â E � è/ã*íÙà�â#àeã
D ö á�ç�ç�ã ø á Iù ä;� ænéné æ ø æ¤æné^ù ø ænéné ãÙà�â0íåã:è/ã ä â#àeînãåînã*íåæ ä â©ÿ à�â#ê^æ ø é æ��:àeã*â©æ�E � â#à�êeáÕã=à�â � â#à�êeá � è�à

ù#ã*ê^ædâG�*æÕè�àtà�è/æ�á�çûà¥íõá*énédà�íõá�çûà � énédà�ë��+àeînæ�
�æ ø é:á ö ã�
�â#à¥à�â#ê-æ ø é æ��:àeã*â©æõâ©ã*â â ä ç�ç.á è�à
ù#ã*ê^ædâG�*æ¤è�àlà�è/æ�á�çûàlíõá*énédà�íõá�çûà � énédà;è�à D ÷ è�à�
 à�é ã ø à�á�ç�æ:ë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ¾¤����D�ºÁ$�b§]������¬y�º�b�D�}�D�<�.�/�*ÏD���.Á$�7ÏU���]���m�D�y�����<�b���<ÁÈ��§�����Ð&§ ¿ �D�D� ¢
¼3�.§��Ö�.�AN ¿ ����������ÏU��§�§�� ® ÏD���.Á$���D�ºÁ$��§������y���yÁ���ª^»D�T�bÆ��D�Ü�º�D�«���º� ½ ����¬y�º�b�U�����.�	ÏD���º�Dªy� ¢
ÏU���º�RÏ ¿ YÈ�<§�§��y�����y§�ÏD���<§�§���ª<�bÁ�� ¿ �%ÓÔ�º�����y��§��<¬y�.���D���=��ÏO�����y�D¬<���D���º�D�«���º�%Á$��§�§��.Á$���.�
¨U§�§�� U Ï"����Ï=���5¼b�<���yÁ��>�º� §]���y§�§��X���.§ ¿ �º�^�µ���áÏ"�<�$�bÆ��D���.�D�y���.�Ñ¨U�D�©�^��Á��y������Æb�<�D�y��� ¢
���Ñ�<� ���Dªy�b����Ï"�<�T�bÆb�D�Z�º�D�«���.���=�º¼3�.§��b���.���.� U �.�=¨D�D� ¶ Á��b§������<���yÁ����wÓ ¿ �=�.ªy�©�^ÐÈ�=�'�^���º�
����ÏDÏD���<§��<�Ò����¬y�º�b�D� ¸
¹}���ºÁ$�ÅÏU��§�§�� ® ��§�§ ¿ Á��/��Á��Åª^»D�

dD
§��/� ¿ �ñ�º�D�«���.��ÏD���.�Dª<�.ÏU���º���D�b�ë� ¿ �.�º�Å�D�

D
¸

­ �.�
{Pλ : λ ∈ Λ1 ⊆ Λ}

�·Ó �.�D§��.�<Á$�u�D�m� ¿ �����mÆb�.�¾�.�=�«���º�mÁ$��§�§��.Á$���º�Z¨U§�§��£�.�ãª ¿ �
dÇ ¿ �ã�y�.�<Á$�<�������D���>�.��¼b�<�����.ÊD�º�.�u��ÏO�y����Æb�D�

λ ∈ Λ1

ÏO�b�D�.��Á��
eλ = vλ(d)

¸0­ �/�
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I =
⋂

λ∈Λ1
P eλ

λ

¸¹u �bÆb�.�.��Á��ÖÁ$��§����������Tª^»=�
dD = I

¸ �£»D�.������Á��y�����
dD ⊆ I

U §��.�
r¿ ���<�.�<Á$�<�Ò���È�D�

I
¶ ���.�º�b���

vλ(r) ≥ vλ(d)
ÏO�y���bÆb�D�

λ ∈ Λ1

�
vλ(d) = 0

ÏO�y����Æb�D�
λ ∈ Λ − Λ1

¸ Â ¿ �.�D�=� ¶
r/d ∈ D

�
I ⊆ (d)

¸
­ �<ªy�b�D�=� ÏU��§�§�� ® ��§�§ ¿ Á��/��Á���ª^»D�

I
§��/� ¿ �ë�º�D�«���.�È¨U�=�º�^��Á$�<�Ò����Æb�<�D�y�������Å�D�

D
¸

� ���º�/�áÏD���bÏO�b§��.¬y�º�b�D� 
D¸Ô±=¸�
 ���ºª«�«¼3�/��Á�� ª^»=�
Im
Ç0ÏD���º�Dªy�ºÏU���.�ÑÏO�y�£N ¿ ���.ª^»D�0�.�����<���

ÏO�b§��©���º¼��
m
¸7­ �/�

dD = Im
¸*­ �/�

{Pλ : λ ∈ Λ2 ⊆ Λ}
�wÓÔ�º�D§��º�yÁ��T�D�%� ¿ ������Æb�º�%�.�=�«���º�

Á$��§�§��.Á$���.�}¨U§�§��7�D�
D
ª^»D��ªy�b�����y�DÆb���D�

I
¸Å� �.�.����� ¶ Ï"�<���bÆb�D�

λ ∈ Λ2

¶ ÏO�b�D�.��Á��
eλ = min{vλ(r) : r ∈ I}

¸�
�½ ��ª<�.�.�R¼b�<�D�y���uª^»D�
meλ = vλ(d)

ÏO�y���bÆ��D�
λ ∈ Λ2

¸
­ �.�

J =
⋂

λ∈Λ2
P eλ

λ

¸�u �bÆb�.�.��Á����D�ºÁ$�b§]���������Tª^»D�
I = J

¸*� ¼Ò¼3�/��Á��y�����
I ⊆ J

U §��/�
r
¿ ���y�º�yÁ��y�����$�D�

J
¶ ª^»=�/������Á$�<�����

(I, r)m ⊆ Im = dD
¸ ¹��b�.ª^»DÃ

I
�

(I, r)
§����D�

¨U�D�©�^��Á��y�����TÆb�y�D�<�������
I = (I, r)

¶ ª<�.�3Ç
r ∈ I
¶ ª<�b§��ºªyª^»DÃ

I = J
¸

Õ��y��¬<�0ÏU��§�§�� ® ��§�§ ¿ Á��/��Á$��ª^»D�
I
§��/� ¿ �á�.�D�y���.�Ö�=�º¼3�.§��b���.���.�Ö�=�

D
¸u� �.�º�b���

I
Ï ¿ Y

�y§�§��<���R�y§�ÏD���<§�§��uª<�bÁ$� ¿ �U���º�����y��§��<¬y�.���D���D�"�.�D�y���.� ½ ����¬y�º�b�U�����UÏD���º�Dªy�ºÏU���.�U�=�
D
¸¾­ �/�

dD
¿ �Å�.�D�y���.� ½ ����¬<�.�b�U�����.�$ÏD���º�Dªy�ºÏU���º�Ö�D�

D
¸ ¹��b�ºª^»DÃ

D
Ç ¿ �á¹¾��Ä ½ �y� ¶

D ∩ dD
Ç

¨U�D�©�^��Á��y�����&Æb�<�D�y������� ¸ Â ¿ �.�D�=� ¶
I
Ï ¿ Y	�y§�§��<�����<§�ÏD���y§�§���ªy�bÁ�� ¿ �U�	�.�����<��§��<¬y�º�b�D���D�

�.�=�«���º��¨U�=�º�^��Á$�<�Ò����Æb�<�D�y���������D�
D
¸ ¹��b�ºª^»DÃÖ�bÆ��D�'�º�D�«���º�	¨D�D�º����Á$�<������Æ��y�D�<���������D�

D
Ï ¿ YÑ�y§�§��<���u�y§�ÏD���<§�§���ªy�bÁ�� ¿ �D�Ñ�º�����y��§��<¬y�.���D���D�ZÏO�����<�D¬y���=�Z�.�D�y���.��Á$��§�§��.Á$���.�
¨U§�§�� ¶ §��yÆ ¿ �0ª^»D�

I
Ï ¿ Y>�<§�§��y�����y§�ÏD���<§�§��Xª<�bÁ�� ¿ �D� �.�����y��§��y¬<�.�b�D���D��ÏO�����<�D¬y���D�

�.�=�«���º�%ÁÈ��§�§��ºÁÈ���.�U¨U§�§����D�
D
¸

Â ¿ ���]���ëÏU��§�§�� ® ��§�§ ¿ Á��/��Á��>ª^»D�
I
§��.� ¿ � �º�D�«���.���D�©¼3�.§������/���.�0�=�

D
¶ ¼��bÆb�.�.��Á��

Á��b§�����������ª^»D�T�.������ÏDÏD���<§��<�Ò����¬y�º�b�D�T�D�
I
Ú ªy��Á$�&�.�����<��§��<¬y�º�b�D���D�"Ï"�����y�=¬y���D�"�.�D�y���.�

Á$��§�§��.Á$���.��¨U§�§�� Û Ç ¿ �D�ºª«� ¸R­3¿ ÏDÏO�b�D�/��Á$�$ª^»D���D�b�É�º��§��.� ¸R­ �<�D¬«��ÏO�y���=�y�����º��Æb�<� ¢
�y�����.�©�^Ð ¶ ÏO�b§�§��/��Á$��§ ¿ ÏDÏO�b�����$ª^»D���y§��.§]�^���D��� ¿ �u§��������b�.�D§��.�<Á$�

S1

�y�
S2

�=�
Λ
�^���º�

ª^»D�
S1 ⊆ S2

��ª^»D�
I =

⋂

λ∈S1
P eλ

λ =
⋂

λ∈S2
P fλ

λ

ª<�b�
eλ ≤ fλ

ÏO�y�&�bÆb�D�
λ ∈ S1���

S1 6= S2

��ÏDÏ ¿ ���
eλ < fλ

ÏO�y�ÙN ¿ ���ºª^»D�
λ ∈ S1

¸X­ ªy�yÆ��.�/��Á$� ¿ � �y�.�<Á$�<�����
λ ∈ S2

�����.��ª^»=�È�
λ /∈ S1

�bÏDÏ ¿ ���
eλ < fλ

¸ ���ã�<��������ÁÖÊD�¾�}ª«��§��¾§��[�������º¼��Ñ���.�.�
ªy���Dªy� ¿ §��º�b�D��ª^»=�

PλI = I
Ú ¯©¡5Íµ´·¶ ÏD���bÏO�b§��.¬y�º�b�D� �M¸©¡5± ÏU��Æ �bÌM¡�¸ ÛÝ¸ �£�WYÈ�.Á�ÏD�º�.ª«��ª^»D�

§��
d ∈ I
¶ ���º�.�b���

vλ(d) ≥ m
Ï"�<�R�bÆb�D�Z�º�����y���ÑÏ"�b§��º���º¼b�

m
¶ �ÙN ¿ �y§]�^��Ç ¿ �U��ª<�b� ¢

�������D�D�º¬y�º�b�D� ¸ Â ¿ �.�D�D�O�/�	����Ï=ÏD���<§��y������¬y�º�b�D�T�D�
I
ª<�bÁ����.�����y��§��y¬<�.�b�D���D�ÜÏO�����<�D¬y���D�

�.�=�«���º�%ÁÈ��§�§��ºÁÈ���.�U¨U§�§���Ç ¿ �D�.ªy� ¸
u �ºªy�(¼b�y��§�� ¶ §��.�

{Pλ : λ ∈ Λ3 ⊆ Λ}
§��/���·Ó �.�D§��.�yÁ��È�=�yÆb�º�£�.�=�«���º�[Á$��§�§��.Á$���.�}¨U§�§��

�D�
D
¶ �u§��/�

{eλ : λ ∈ Λ3}
¿ � �.�D§��.�yÁ����D�}�º�Ò���y���mÏO�b§��º���©¼3� ¸�­ �.�

J =
⋂

λ∈Λ3
P eλ

λ��§ ¿ ÏDÏ"���D�/��Á���ª^»D�
J
§��/���D���É� ¿ �.�.� ¸ �������y�����yÁ$� 
D¸Ô±=¸�� �4�"�y��Á$��ª^»D���bÆ��D�Z�.�=�«���º�

Á$��§�§��.Á$���.�T¨U§�§����D�
D
Ç�¨D�D�º����Á$�<������Æ��y�D�<������� ¸ ¹��b�.ª^»DÃ��bÆb�D���.�=�«���º�	¨U�=�º�^��Á$�<�Ò���
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Æb�<�D�y�������u�D� ¿ ���=�bÁ$�º�D�.���D��¹}��Ä ½ �y�*ÇT�D�©¼M�º§��b���/���º�&�<�Ñ�bÆb�D�%�º�����y��§��<¬y�.���D�T�D�b�Ñ� ¿ �.�.�
�D���º�D�«���º�Ü�D�©¼3�.§������/���.�OÇ����Dªy�b�����D�º¼3�.§��b���.���.� ¶ ���.ªy�5¼3�.��Á$��ª^»D�

J
ÇR�D�©¼3�.§������/���.� ¸

�

¹��y�R�/���=�<¨U�D�º¬y�º�b�D� 
D¸Ô±=¸×��¿ � �º�D�«���º�Ö�.�ºÊ"�<����Ç ¿ �Å�º�D�«���º�Ö�D�b�á� ¿ �.�º��ª^»D�u�D�b�
Çu¨U§�§�� ¶ � ¿ �ã�º�D�«���.��¨U§�§��0Ç ¿ �ã�º�D�«���.���D�b� � ¿ �.�º��ª^»=�ÈÇ�ªy�b�����<� ¿ �����º� ¿ �ã�.�=�«���º�
Á$��§�§��.Á$���.��¨D§�§�� ¸m� �.�º�b��� ¶ �U���º�/�ÖÏD���bÏO�b§��º¬y�.���D��ÏD���yªy�<�D�y����� ¶ §��yÆ ¿ ��ª^»=�	��Æb�D���.�=�«���º�
�.�ºÊ"�<�����D� ¿ �

E
¢ �D�bÁ��.�D�º���D����ÇR�D�©¼M�º§��b���/���º� ¸ �£»=� ¿ �D�.��Á��Ö�.�%ÏD������Æ���� ½ �uÏO�b�D�y�=�D�Mª<�

� ¿ �	�D�bÁ$���D�=� ®

QUESTIONI APERTE :

¡b¸ ���D2X�bÆb�D���.�D�y���.�Z�=�º¼3�.§��b���.���.��Ç¾ÏD���º�Dªy�ºÏU���.� U ªy��ÏO�b�D�.��Á$�£�.��Ï=���bÊD�º�yÁ$�£�D��ªy��ÏD�.���
§������Dª^»=� ¿ � �.�D�y���.�u�D�©¼3�.§������/���.�Ö�D� ¿ �

E
¢ �D�bÁ��.�D�º��§��.��ÏD���.�Dª<�.ÏU���.�������Dª^»D�

�º�Ò¼��y�]���.Ê=�.�.� ¸ ¹}���ºÁÈ�Ö�D�����/��Á$�Öª^»=��§��
I
Ç ¿ �0N ¿ ���.§��.��§��Ü�.�D�y���.��¨D§�§����D�32 ª^»D�

�D����Ç7�D�º¼3�º§��b���/���º� ¶ ���.�º�b���
Iv
Ú �D�<¨U�=�º����ªy�bÁ��£�wÓÔ�º�Ò���y��§��y¬<�.�b�=�£�D�3� ¿ �����3Æb�.�3�.�D�y���.�

½ ����¬y�º�b�U�����=ÏD���.�Dª<�.ÏU���º�Mª<�b�����<�D�y�����
I
Û Ç��D�©¼M�º§��b���/���º� ¶ �¥N ¿ �.�D�=�DÏD���º�Dªy�ºÏU���º� ¸ �£��Y

ª<�b�D� ¿ ª<�*��� ¿ �U� ½ �������b���.¬<¬«��¬<�.�b�D�¾�U�µ� ¿ �����.�m�D�
I
�.� ¿ �ÖÏD���M�D�������&�D� ¿ �Ö�.�=�«���º�

�D�©¼3�.§������/���.�
(Iv)
�y� ¿ ���.�D�y���.�T�º�.ÊO�y���

(I)(Iv)
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� �U���.�bÆ���Á$�<�Ò��� ¶ §��
I
Ç ¿ � �º�D�«���º�0¨U§�§�� �D�b�B�D�º¼3�º§��b���/���º���D� ¿ �

E
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�D��Á$�º�D�.� ¶
I
Ï ¿ Yu�y§�§��y��� ½ �������b���.¬<¬«�������D�y��ÏD���M�=���������D� ¿ �Ñ�.�D�y���.���D�º¼3�.§��b���.���.�

¨U§�§��$� ¿ ���º�D�«���.�T�.�ºÊ"�<����� �*¶ §��	ªy�b§e� ¶ �.�Ö����Ï=ÏD���<§��y������¬y�º�b�D�	Ç ¿ �D�.ªy���
�M¸ ��� 2 ��Æb�D�7�º�D�«���º��ÏD���.�Dª<�.ÏU���º��Ï ¿ Yá�y§�§��<��� ¿ �D�º¼��Mªy��Á$�<�������.�=�y�����©¨Uª«�����Åªy�b�
¿ ���º�D§��º�yÁ��Ñ�D�&ÏO�����y�D¬<���D���.�D�y���.�*¨U§�§���Á$��§�§��.Á$���º� ¸ ���hÆ��y�D�<�����º� ¶ §��

D
Ç

¿ �
E
¢ �D�bÁ��.�D�º�È�D�¾Â[Ãy¬y� ¿ � ¶ �bÆb�=�Z�.�D�y���.��ÁÈ��§�§��ºÁÈ���º��¨U§�§���Ç�ÏD���º�Dªy�ºÏU���.�����/�

�D�<ªy�bÁ�ÏO�b§��º¬y�.���D���D� ¿ �ë�.�D�y���.���D�©¼3�.§������/���.�
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�D�
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Ï ¿ YÈ�y§�§��<������§�§��Mª<�/�����$��� ¿ ���.�D§��.�<Á$�T�D��ÏO�����y�D¬<���D�<��Æb�y�D�<�������b�����=�yÆb�º�%�.�D� ¢
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�D�<�%���<�b���<ÁÈ���D� ½ �������b���.¬<¬«��¬<�.�b�D���D�ÝÞ �y�.�<��§]������§�§ ¶ ÏO�y�*ª ¿ ���bÆb�D� ½À¿ �D¬y�º�b�D�R�.� ¢
���y���ÑÏ ¿ YÑ�<§�§��<��������Ï=ÏD���<§��y�������^��ªy�bÁ���ÏD���3�D������� Ú �<¼b�<��� ¿ ���ºÁ$�<�������.�=¨U�=�º��� Û
�D� ½À¿ �D¬y�º�b�D�%�<§�ÏO�b�D�y�=¬y�/���.� Ú �y�.�<Á$�<����� ¿ �D�©�^����� Û �	ÏO�b�º�.�D�bÁ��/���.� ¸
¤��u�D�bÁ$���D�U�uª^»D��ªy��Ï"���D�/��Á���Ç	�/��§��<Æ ¿ �y����� ® §��
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Ç ¿ �

E
¢ �D�bÁ��.�D�º�

�D�¾Â[Ãy¬y� ¿ � ¶ �<§��.§]��� ¿ �%Ó �y§]���<�D§��º�b�D���D�
D
Ú ÏD������Æ��b�U��ÊD�º�.�����.�wÓÔ�<§����<�D§��º�b�D�Ö�=�y�.�º�

½À¿ �=¬y�.���D�TÏ"���.�.�=�bÁ$�.���.�����º�.� ½À¿ �D¬y�º�b�D�T�.�����y��� Û ª^»=� §��/� ¿ �
E
¢ �D�bÁ��.�=�.� ¶ ª^»D�
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Ì�Í



­ �U�=�����Uª^»D��ÏO�������yÊDÊO�y�������=ª^»D���D���$�<§��.§]���<�����.�D�y���.�M�.�.ÊO�y��� ® �.� ½ ������� ¶ §��&�wÓÔ�º�Ò���y� ¢
§��<¬y�º�b�D�
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λ∈Λ Vλ
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D
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D
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D
Ç ¿ ��¹}��Ä ½ �y�7�=�b� � �3�<��»=�y���.���D� ° ¶

�U�Åª ¿ �*�wÓÔ�<§��º§����<�D¬«�É�D� ¿ �ë�º�D�«���.��ÏD���.Á��É�D�b�X¨U�D�©�^��Á��y������Æb�y�D�<������� ¸ Â ¿ �.�=�D�
D�D�(¼b��ª<�b�����y�=�y��� ¿ �ñ�º�D�«���º�ÑÏD���ºÁ$�á�.�ºÊ"�<��� ¶ Ï"���.ª^»DÃ���§��b�º���º�D�«���.�7ÏD���.Á��7¨U§�§��&§��b�D�

�.�=�«���º�mÁ$��§�§��.Á$���º�Z¨U§�§�� ¶ ª^»D��§��b�D�0� ¿ �����[¨U�=�º�^��Á$�<�Ò���$Æ��y�D�<������� ¸0� ÊDÊD�.��Á$��Ï"�<��ª<��Y
�D�ºÁ$�b§]�����������.�Ö§��yÆ ¿ �y������ÏD����Ï"�b§��.¬<�.�b�D� ®
�	úµû��}û��«ÿÀþÒÿ@ûOø+� 6 Þ � Þ��ZÞ ì+â

E � è/ã*íÙà�â#àeã
D

înã*â#ê�àeædâ©æ ä â à�è/æ�á�ç�æåù ø ãnù ø àeã çûà� dæ ø ã
⇐⇒

ç�ÿ à�â#ê^æ ø é æ��:àeã*â©æ D =
⋂

λ∈Λ Vλ
â©ã*â ÷ ç�ã î�á�çûíåædâ#ê^æ � â#à�êeá8ë

�ÕÌ-�
E
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� �y�uÏD���yªy�<�D�y�����ñÏU������Æb��� ½ ���D�b�d��ÊDÊD�.��Á����U�����B�y§��yÁ�ÏD���y§�ÏD�.�ºªy�©���Ö�D�
E
¢

�D�bÁ��.�=� U ªy�<��ª^»D�.��Á$�Å���D�y§�§��Å�D�7�U����� ¿ � Á��<���M�D�0Ï"�<��ªy�b§]��� ¿ �.���=� ® �º�D�.¬<�/��Á���ªy�b�
�.�U���.ª^»D�.��Á$�����7�.���D�<¨D�D�.¬<�.�b�D���D�U�º�����y��§��<¬y�.���D�&�=�yÊO�b�.Á��y�����*�º�Mªy���.Á��y�����£¨U�D�©�^� Ú ¯°¡5Íµ´w¶
�D�(¨U�D�.¬<�.�b�=� ±M¸×Í ÏU��Æ �bÌ4��Û(®
ÝÕ�8IZø�ÿ@þÒÿÀûOø�� 6 Þ 6 Þ(�#Þ}ß�à�á

T ä â è/ã*íÙà�â#àeã§�úã ædê��#æ ø à�á�â©ã ö édà�á
{Vλ : λ ∈ Λ} ä â�áînã*ç�ç�æ��:àeã*â©æDè�à�é ã]
 ø á�â©ædç�çûàHè�à�
*á�ç ä ê�á��:àeã*â©æ+�úã ædê��#æ ø à�á�â#à;è�à T ë�ß�à�á
D =

⋂

λ∈Λ Vλ
æ öù#æ ø ã�
�â#à

λ ∈ Λ ö édà�á
Mλ

ç�ÿ à�è/æ�á�ç�æõíõá*énédà�íõá�ç�æåè�à
Vλ

ë ß�àCè�àeînæÔî �#æ
D ÷£ä â�á T �

ï^ðlñ�ò�ó$48ò6p�ï�ô?ðµò(<©ò ¨4ô^:@? ò�ðlñ�ò§:�ôG0C7;:@? ò�ðHñnò!ö}ð>ï-ñ�7Õé æ ö ù#æ ø ã�
�â#à
α ∈ Λ ö ç�ÿ à�âJédàeædíåæ

{Mλ : Mα ∩ T ⊆ Mλ ∩ T} ÷�� â#à�ê^ã�ë

¤��R§��yÆ ¿ �y�������ºÏ"�����y§��%§��������D�D�u¼����.�º�D��ÏO�y�*� ¿ �����u�º�%���<§������D�<��ÏU������Æb��� ½ � ®
¡b¸
T
Ç ¿ ���D��Á$�º�D�.� � �M�(��»D�<���.���D�uªy�b��ª«��Á$ÏO���D�y�3N ¿ ��¬y�.�<�����

F
¸

�M¸
f(X)

Ç ¿ ��Ï"���.�.�=�bÁ$�º��Á��b�D�ºªy���º�
T [X]

�D��Æ������D�
n ≥ 2
¸

� ,3gxs-bQ|eo gx_wkpb}q�y g
`:c(iT|ez(ihfTg�bQ`�itjC½W¼����*½.À÷�9¿��[���?¿�¾��[�=z(i�bQ{d`�g�ihq
ihkpih`:c(b
x ∈ D

�#`�bd`õ`:~*q�q
b*�
`�bQ`¡jlg
`9mdih|(c(g
v�g
q�i;z(bdq�ce_d`Qcebpg�`¡~�`O`9~�kpih|eb	Ì4`�g�cebto g

Vλ¦w�
�T����� c(iTbd|eihk¥_��Q���
�T�²w�
�T����� c(iTbd|eihk¥_a�:�9�
�
Ì�Ë



±=¸
W = {Vλ : λ ∈ Λ}

Ç ¿ �U��ªy�b�º�.�<¬y�.���D�X�D��§��5¼3�����D�y�º�.�Ö�D�Ö¼���� ¿ �^��¬y�.���D�
� �M�(��»D�<���/���D�%�D�

T
¶ �����.�%ª^»=�

f(X)
Ç ¿ � ¿ ¼ ¢ ÏO�b�º�.�D�bÁ��.��Ï"�<�*�bÆb�D�

Vλ
¸


D¸
D =

⋂

λ∈Λ Vλ
¸

³M¸ ¹��y�'��Æb�D�
λ ∈ Λ

�D�ºªy�/��Á$�*ª^»D�
Mλ

Ç[�wÓÔ�º�D�«���.�}Á$��§�§��.Á$���.�Z�=�
Vλ
¶
Pλ = Mλ∩D

¶
Jλ = Mλ ∩ T

�
vλ
ÇR�/��¼���� ¿ �^��¬<�.�b�=���D�b��ÁÈ���º�.¬<¬«������§ ¿

F
ª<�b�����.§�ÏO�b�D�=�y�����	�

Vλ
¸

�=¸ ¤}Ó �.�����<��§��<¬y�º�b�D�
D =

⋂

λ∈Λ Vλ
Ç	�=�yÊO�b�.Á��y�����T�º�Mªy���.Á��y�����&¨U�D�©�^� ¸

© �9�Q�3ú��J!DþÒÿ@ûOø+� 6 Þ 6 Þ � Þúß�à}ã éné æ ø 
 à[î �#æ£é æ
J ⊆ T ÷Õä â â©ã*â � D � à�è/æ�á�ç�æÜEWù#æ ø f �è�à

T ö ænédà�édê^æ ä â ædç�ædíåædâ#ê^ã
α ∈ J

êeá�ç�æAî �#æúé æ
J1 ⊆ T ÷¢ä â â©ã*â � D � à�è/æ�á�ç�æÙè�à

Tînã*â
α ∈ J1 ö á�ç�ç�ã ø á J ⊆ J1

�Ùà�â9þQá�ê�ê(à ö é æ
{α1, α2, . . . , αs} ⊆ J ÷Ùä â édà�édê^ædíõá è�à


/ædâ©æ ø á�ê-ã ø àZù#æ ø J ö è/æ � â#à�á�íåã
β1 = α1

ætù#æ ø i > 1
è/æ � â#à�á�íåã

βi = G(αi, βi−1)
ë

¢ æ ø à�çCînã ø ã*ç�ç.á ø àeã # ë � ë # é æ�
 ä æ î �#æ
J1 ⊆ T ÷Ôä âÉâ©ã*â � D � à�è/æ�á�ç�æDù#æ ø f(X)

înã*â
βs ∈ J1 ö á�ç�ç�ã ø á {α1, α2, . . . , αs} ⊆ J1

æÙînã é��
J ⊆ J1

æ¥ù#ã*â#à�á�íåã
α = βs

ë
� â©ã*çûê ø æ ö é æ

Mi ÷ ç�ÿ à�è/æ�á�ç�æ¢íõá*énédà�íõá�ç�æ=è�à
Vi ö át � :à�á�íåã§
 à�édê^ã î �#æ

Mi ÷ á�â©î �#æ ä ââ©ã*â � D � à�è/æ�á�ç�æ=è�à
Vi ö á�ç�ç�ã ø á Ji = Mi ∩ T ÷Ùä â â©ã*â � D � à�è/æ�á�ç�æÙè�à

T
�£à�â9þQá�ê�ê�à ö é æ

Ji
â©ã*âMç�ã[þ9ã éné æ ö á�ç�ç�ã ø á f(X)

â©ã*â é:á ø æ� � dæ ä â ä 
 � ù#ã*çûà�â©ã*íÙàeã¤ù#æ ø TJi

ë à ä à�â�è�à öænédà�édê^æ ø æ� � dæ ø ã a, b ∈ T
înã*â

b /∈ Ji
êeá�ç�æõî �#æ

f(a/b) ∈ JiTJi

ëPø á � ä ænédê-ãåà�í¡ù�çûàeî�á
î �#æ

a/b ∈ Vi
înã*â

f(a/b) ∈ Mi ö ù#æ ø î ä à Mi

â©ã*â é:á ø æ� � dæ ä â â©ã*â � D � à�è/æ�á�ç�æõè�à
Vi

ë
�	úµû��}û��«ÿÀþÒÿ@ûOø+� 6 Þ 6 Þ � Þ ¢ æ ø ã�
�â#à

λ ∈ Λ
ænédà�édê^æ ä âýædç�ædíåædâ#ê^ã

dλ ∈ D
ê�á�ç�æÔî �#æ

vλ(dλ) > 0
æ
vα(dλ) = 0

ã�
�â#à�
�ã*çûê�á î �#æ
α 6= λ

ë � â á�çûê ø æ=ùJá ø ã*ç�æ ö D ÷ ä â
E � è/ã*íÙà�â#àeãõá$
�ædâ#ê-æ¢înã*íåæ}à�è/æ�á�çûàlíõá*énédà�íõá�çûà � énédà {Pλ : λ ∈ Λ}

ë
ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ¯°¡5Íµ´w¶ ÏD����Ï"�b§��.¬<�.�b�D� ±=¸�
 ÏU��Æ �bÌ�³M¸

�

���ºªy�b���D�/��Á$��ª^»D�7�.�&ÏD���bÏO�b§��º¬y�.���D� 
D¸×±M¸×Ë �*�Ü�<��Á$�&ª^»D�
D
ªy�b�����º�y�D�[�.�D�y���.�Ò�º�.ÊO�y���

¿ �U��¼��b�º���0ÏD���5¼������Éª^»D���·Ó �.�����<��§��y¬y�º�b�D�
D =

⋂

λ∈Λ Vλ
�D�b� Ç��º�Mªy���.Á��y������¨U�=�º�^� ¸

� �����y§���Á$�º�D�/��Á��u�.�R���<�/��¬<�.�b�=�%������Æb�.���º�D�«���.��ÏD���.Á����.�.ÊO�y�����D�
D
��Æb�.���º�D�«���º��ÏD���ºÁ$�

�D�
T
¸

�	úµû��}û��«ÿÀþÒÿ@ûOø+� 6 Þ 6 Þ 6 Þ}ß�à�á
Q ä â à�è/æ�á�ç�æ}ù ø à�íåã"æ£çûà� dæ ø ã"è�à

D
ëÓ�¡ç�ç�ã ø á ç.áMînã*â �ê ø á��:àeã*â©æpè�à

Q
à�â
T ÷ ù ø ãnù ø à�á�íåædâ#ê-æpînã*â#ê^ædâ ä ê�áOâ©ædç�ç.áDînã*â#ê ø á��:àeã*â©æ·à�â T è�à � ä á�ç�î �#æà�è/æ�á�ç�æ[íõá*énédà�íõá�ç�æ � éné ãåè�à

D
ë

Íb 



ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ[¹}���.Á���ÏU��§�§�� ®
Q∩T ⊆ Jλ

¶ ÏO�y�;N ¿ ���ºª^»D�
λ ∈ Λ

¸}­M¿ ÏDÏ"���D�/��Á��
ª^»D�

Q ∩ T * Jλ
ÏO�y���bÆb�=�

λ ∈ Λ
¸ ¹��y�&�/�uÏD����Ï"�b§��.¬<�.�b�D� 
=¸ �M¸©¡ ��Æb�D���.�=�«���º�	Ï=���.Á��

�D�
D
¶ �úN ¿ �º�D�D�

Q
¶ Ç ¿ �0�D�b� ¢

D
¢ �º�D�«���º��� ¶ ÏO�y���·Ó �b§�§��y��¼���¬<�.�b�=�	Ï=���yª<�y�D�<����� ¶

Q ∩ TÇ ¿ � �D�b� ¢
D
¢ �º�D�«���.�È�=�

T
¸ ¥&§��/��Á�� N ¿ ������� �D�(�����á�=�y�.�wÓÔ��§�§��<��¼���¬<�.�b�D�����Dª^»D�ÑÏO�y�

§�ª<�yÆb�º�.�<��� ¿ �Å�<�.�yÁ��y�����
rλ ∈ Q ∩ T

�����.��ª^»D��§��
Q1
Ç ¿ �É�D�b� ¢

D
¢ �º�D�«���.�	�D�

T
�y�

rλ
¶ ���.�.�����

Q ⊆ Q1

¸ ¤}Ó �b§�§��y��¼���¬<�.�b�=�TÏD���<ªy�y�=�y�����R���.��ÏD����Ï"�b§��.¬<�.�b�D� 
D¸×�M¸º¡�¶ �.�=�b�º����� ¶
�.Á�ÏD�º�.ª«���D��ª^»D�

Jλ
Ç ¿ �á�D�b� ¢

D
¢ �º�D�«���.�ÖÏO�y�R�bÆb�=�

λ ∈ Λ
¸ Â ¿ �.�D�D� ¶ Ï"�<�R�/���D�b§]�����

§ ¿ ÏDÏ"��§��.¬<�.�b�=� ¶
rλ /∈ Jλ

Ï"�<���bÆb�D�
λ ∈ Λ

¸ �£�WY��.Á�ÏD�.�ºª«�	ª^»D�
rλ
�D����ÇTª<�b�����<� ¿ �����.�

���ºª ¿ ���º�D�«���.��Á$��§�§��.Á$���º�7¨U§�§����=�
D
¶ ��ÏO�y��ª<��Y��D�<¼��T�y§�§��y���	�º��¼b�y�]���ºÊD�.�º���º�

D
¶ ª^»D�TÇ

¿ �U�uªy���Ò�������=�D�.¬<�.�b�D� ¸
­ �<ªy�b�D�=�ÉÏU��§�§�� ®

Q ∩ T 6= Jλ
¸�­M¿ ÏDÏO�b�D�.��Á$�Ñª^»D�

Q ∩ T = Jλ
ÏO�y�DN ¿ ���ºª^»D�

λ
¸

� �º�.�b��� ¶ ªy��Á$�¾ÏD���.Á$� ¶ §�ª<�yÆb�º�/��Á�� ¿ �	�y�.�<Á$�<�����
rλ ∈ Jλ

�^���.�}ª^»D�m§��
Q1

Ç ¿ �	�D�b� ¢
D
¢

�.�=�«���º�T�D�
T
�y�

rλ ∈ Q1

¶ ���º�.�b���
Jλ ⊆ Q1

¸ ¹��b�.ª^»=Ã��wÓÔ�º�Ò���y��§��y¬<�.�b�=�
D =

⋂

λ∈Λ Vλ
Ç

�D�<Ê"�b�ºÁ$�<�����}�.�3ª«���.Á��y������¨U�D�º��� ¶
Jλ ⊆Mα∩T

§��b�º�*Ï"�<� ¿ ��� ¿ Á��y���*¨U�D�º���*�D�
α ∈ Λ

¶
§��.�

{M1,M2, . . . ,Mt}
�����.���.�=§��.�<Á$��¨U�D�©��� ¸}­ �/�

Pi = Mi ∩D
ÏO�y�

1 ≤ i ≤ t
¸ ¹��<�

�/�ÖÏ=���bÏ ¡b¸×ÌM¸©¡5± ��ÊDÊD�.��Á��Öª^»D�
{P1, P2, . . . , Pt}

ÇTÏD���<ªy�º§���Á��y�����T�wÓÔ�º�D§��º�yÁ����D�"� ¿ �����
Æb�º���º�D�«���.�%Á$��§�§��.Á$���.�Ü�D�

D
ª^»D��ªy�b�����<�DÆb�b�=�

rλ
¸�� �º�.�b���Ö�D�.����ª^»D�

rλ ∈ Q
�ºÁ$ÏD�º�.ªy�

ª^»D�
Q ⊆ Pi

ÏO�y�¥N ¿ ���.ª^»D�
1 ≤ i ≤ t

¸ Â ¿ �y§]�^��Ç ¿ �U��ªy���Ò�������=�D�.¬<�.�b�D� ¶ ÏO�y��ª^»DÃ���Æb�D�
Pi
Ç ¿ �ã�º�D�«���º��ÁÈ��§�§��ºÁÈ���.��¨U§�§����õN ¿ �.�=�D� ¶ ÏO�y�	�D�<¨U�=�.¬y�º�b�D� ¶ �=�b�ãÏ ¿ Y0ªy���Ò���y�D�<���

¿ ���.�D�y���.�T�º�.ÊO�y��� ¸
�

�������.§ ¿ �º�������u��Ï=Ï"�<�U���=�.Á��b§�����������§��^��ÊD�.�º�.§�ª<� ¿ �U� ½ �b�����T���<§������.¬<�.�b�D�T§ ¿ ���ºª ¿ �=�
�.�=�«���º�ÜÏD���.Á��Ü�D�

T
¶ �5¼Ò¼b�<����ª^»D���<§�§���ÏO�b§�§��b�D�������5¼�����§���§��������u�.�D�y���.�"ÏD���ºÁ$�O�.�ºÊ"�<���"�D�

D
¸Zu �<���©¨Uª^»D�/��Á$�T���.�.�����¡N ¿ ���º�D�.�=�«���º�=ÏD���.Á��=�D�

T
§��b�=���d�Ü�(�����©¼���Á$�<�����*ªy���Ò������¬<�.�b�=�

�D���º�D�«���º�ÜÏD���.Á��Ü�º�.ÊO�y���"�D�
D
¸¾� �ºÁ$��§������/��Á��ÖÏD���.Á$���.�Ü§��yÆ ¿ �y�����	�.�<Á$Á$� ®

wµ���M�M! 6 Þ 6 ÞW	3Þpß�à�á
{Jλ : λ ∈ Λ} ä â�á£înã*ç�ç�æ��:àeã*â©æ¡è�à+â©ã*â � D � à�è/æ�á�çûàSEWù#æ ø f � è�à

Têeá�çûàtî �#æ
J =

⋂

λ∈Λ Jλ
édà�á ä â à�è/æ�á�ç�ætù ø à�íåãAè�à

T
ëP�¡ç�ç�ã ø á J ÷úä â â©ã*â � D � à�è/æ�á�ç�æEWù#æ ø f � è�à

T
ë

ÝÑÿ(� û��(ù5ú�!DþÒÿ@ûOø+��Þ ­ �/���=�
d1, d2 ∈ T

�^���º�&ª^»D�
d2 /∈ J

¸ ­ ���D�<¼��Å�D�.Á��b§����������
ª^»D�

f(X)
Ç ¿ � ¿ ¼ ¢ ÏO�b�.�º�D�bÁ��.�	Ï"�<�

TJ
¶ §�����ÐÖ§ ¿ P�ªy�º�y�����R�D�ºÁ$��§�����������ª^»D�

f(d1/d2)Çá�.��¼b�<�����ºÊD�.�º�É�.�
TJ
¸ ¹����.ª^»DÃ

d2 /∈ J
¶ ���º�.�b���

d2 /∈ Jλ
Ï"�<�ÔN ¿ ���.ª^»D�

λ ∈ Λ
¸

­ �ºªyªy��Á$�
d1/d2 ∈ TJλ

¶
f(d1/d2)

Ç��.��¼b�<�����.ÊD�º�.���.�
TJλ

¶ �D�Öª ¿ �"§��yÆ ¿ �Tª^»D�
f(d1/d2)ÇR�.��¼b�<�����.ÊD�º�.���º�

TJ
¸

�

Í=¡
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Λ∗ ä â é ã*ê(ê^ã*à�âJédàeædíåæ à�â � â#à�ê-ãÉè�à

Λ
êeá�ç�æ î �#æ

J =
⋂

λ∈Λ∗ Jλ ÷[ä â à�è/æ�á�ç�æaù ø à�íåã=è�à
T ö á�ç�ç�ã ø áÕænédà�édê^æ ä â à�è/æ�á�ç�æaù ø à�íåã¢çûà� dæ ø ã P è�à

Dêeá�ç�æÙî �#æ
P ∩ T = J

ë
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P
Ç ¿ �á�º�D�«���.��Ï=���.Á����D�

D
�^���º��ª^»D�

P ∩ T = J
¶ ���.�.�����

P
�D�(¼b�Å�y§�§��y���Å�.�.ÊO�y���ãÏO�y���wÓ×��§�§ ¿ �D¬y�º�b�D���D���D�yÊO�b�.���.�3ª«���º�

¨U�D�©���<¬y¬«� ¸�­ �/�
G∗ = {Jλ : λ ∈ Λ∗}

¸ ¹��<���wÓÔ�b§�§��<��¼���¬y�º�b�D� 
D¸�
D¸ � ���.�$ÏD���bÏO�b§��º¬y�.���D�

D¸×�M¸©¡b¶ �bÆb�D�

Jλ ∈ G∗ Ç ¿ ���D��� ¢ D ¢ �.�D�y���.���=� T ¶ ���.�º�b���ÅÏO�y�È�º�&�º�yÁ�ÁÈ� 
D¸�
D¸×³
JÇ ¿ � �D��� ¢

D
¢ �.�D�y���.��Ï"�<�

T
¸�� §����<�D�D�.��Á$�

G∗ ���º�·Ó �.�D§��.�<Á$� G∗∗ = {Jω : ω ∈

Ω}
ª<�b§����º� ¿ �º�����U�Ñ� ¿ �����¾�¾�D�b� ¢

D
¢ �º�D�«���º�Z�D�

T
ª^»D�Èª<�b�����<�DÆb�b�D�0ÏD���bÏ=���/��Á$�<�Ò���

J
¸

¹��<���bÆ��D�
ω ∈ Ω

¶ ��ÏDÏD�.�ºª^»D�/��Á$���wÓÔ�b§�§��<��¼���¬y�º�b�D� 
D¸�
D¸ � ÏO�y���������<�D�y��� ¿ �>�y�º�yÁ��y�����
rω ∈ Jω

�^���º��ª^»D���bÆb�D���D�b� ¢
D
¢ �º�D�«���º�R�D�

T
ª^»D�Öª<�b�����º�y�D�

rω
�=�<¼b��ª<�b�����<�D�y���

Jω
¸

­ �.�
S1 = {rω : ω ∈ Ω}

¶ §��/�
S∗

1

�º�£§��.§����yÁ$��Á$���º���ºÏD�.�ºª«�����º¼����.�
D
Æb�y�=�y���µ���É�U�

S1
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D1 = (S∗
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−1D
�.�á�º�Mªy���.�º¬y¬«��¬y�.���D���D�

D
�.�
S∗

1

¸ u �bÆ��.�/��Á$�ÉÁ��b§����������
ª^»D�

JD1 6= D1

¸á­M¿ ÏDÏO�b�D�.��Á���ª^»D�
JD1 = D1

¶ ���º�.�b�����<§��.§]��� ¿ �X§��������b�º�D§��º�yÁ��
¨U�D�©���

S2
�=�
S1
�^���.��ª^»D��§��

S∗
2

ÇÑ�.�*§��.§����yÁ$�ÉÁ$�b�©���ºÏD�.�ºª«�����º¼b��Æb�<�D�y�������á�U�
S2
�

D2 = (S∗
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−1D
¶ ���.�º�b���

JD2 = D2

¶ �DN ¿ �y§]����Ç	�.Á�ÏO�b§�§��.ÊD�º�.� ¸ ¹��y�&¼��y�D�<���úN ¿ �y§���� ¶
§��.�

S2 = {r1, r2, . . . , rt}
¶ ��§��.�

r =
∏t

i=1 ri
¸ ¹��b�.ª^»=Ã

J
Ç ¿ �$�D�b� ¢

D
¢ �º�D�«���.�*�D�

T
�

ÏO�b�.ª^»DÃÖ��ÊDÊD�.��Á$�È��ÏDÏD�º�.ªy�����$�·Ó �b§�§��y��¼���¬<�.�b�=� 
D¸�
D¸×� Ï"�<��§�ª<�yÆb�º�.�<���
rω
¶ ���.�º�b���

ri /∈ JÏO�y�
1 ≤ i ≤ t

¶ ��ª<�b§��
r /∈ J

¸ ¹��y��ª<��YÉ�D�(¼b���<§��.§]���<��� ¿ �
α ∈ Λ∗ �^���.�Èª^»=� r Ç�.��¼��y�����.ÊD�º�.���º�

Vα
¶ �D��ª ¿ �m§��yÆ ¿ �Èª^»D�

JαD2 6= D2

�$§��.ª<ªy�bÁ��
J ⊆ Jα

¶ ��ÊDÊ=�/��Á��
���Dª^»=��ª^»D�

JD2 6= D2
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JD1 6= D1
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D1
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M
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D¸�
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D
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M
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D
¢ �.�=�«���º���D�

T
¸
J ⊆ M ∩ T

¶ Á$�ÖÏ"�<�*�/�Ö�D�b§]�����Ö§�ªy�<�º���
�D�
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½ �b��¬y���^��Á$�<�Ò���
J = M ∩ T

¸m­ �/�
P = M ∩D

¸
�

� �.�/�*� ¿ ªy�¾�D�&N ¿ �������&�D�<�������D�y�º�/�*ÏD���bÏ"��§��.¬<�.�b�=�mÏ=���yª<�y�D�<����� ¶ ��ÊDÊD�.��Á$� ¿ ��Á$� ¢
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E
¢ �D�bÁ��.�=�.� U ���ºÁÈ���=Æb�b�D��� ¿ ���^�«¼3�/�

§����.�.�(¼������	���ºª ¿ �D�[N ¿ �<§����º�b�D� ® ª<�b�Dª<� ¿ �D�.��Á��$���Dª^»D�DN ¿ �y§����ÈÏU������Æb��� ½ �uÏ"���D�y�D�=����� ¢
ª ¿ �D�+N ¿ �y§��©���
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QUESTIONI APERTE :

¡b¸ ¦T�.�:�.�=�«���º�UÏD���ºÁ$�:�.�ºÊ"�<���U�D�<§�ª<���º�����O�D�y�º�/�	ÏD���bÏO�b§��.¬y�º�b�D� 
D¸�
D¸�� §��b�=��� ¿ �����O�.�D�y���.�
Á$��§�§��.Á$���.�O�.�ºÊ"�<�����
�M¸ Õ ¿ �����=Æb�º�M�º�D�«���.�ÒÁÈ��§�§��ºÁÈ���.���.�ºÊ"�<���Ò�D�

D
§��b�=�T�D�y�3���.ÏO���D�<§�ª<���º�������=�y�.�.�&ÏD���bÏO� ¢
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±=¸�� §��º§���� ¿ �X�.�D�y���.�$ÏD���ºÁ$���.�ºÊ"�<���0�=�

D
ª^»D���D���XÇ��D�y�m���ºÏ"���=�y§�ª<���©�����É�=�y�.�.�

ÏD���bÏO�b§��º¬y�.���D� 
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E
¢ �D�bÁ��.�D�º�

ªy��§���� ¿ �º���uªy�b��Á��<���M�D����Ï=Ï"�<�U���D�y§�ªy���©����� ®

2}�:�/�M��ÿÀû�B Ú ¯°¡5Íµ´w¶ �y§��yÁ�ÏD�.� 
D¸Ô± ÏU��Æ ¸m��ÍM¡GÛ

•
­ �/�

{p1, p2, p3, . . .}
¿ �R�.�D§��.�yÁ��Z�D��� ¿ Á$�<���bÏD���.Á����=�.§����.����� ¸�­ �/�

f(X) ∈ Z[X]¿ ��ÏO�b�.�º�D�bÁ��.�	Á$�b�=�.ªy� ¶ �D�b��ªy��§��^���Ò��� ¶ �º�����º� ¿ ª<�.ÊD�º�.��ª^»D���=�b�Ñ»U�������D�ºªy�Ü�º�
ZÁ��M� ¿ �.�"N ¿ ���º§��.��§��[ÏD���ºÁ$�
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¸ë­ �/�

(Q∗
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,+, ·)

�·ÓÔ���D�<�.�º�0�D�<Æb�.�7�º�����y���
p
¢ ���D�.ª<�
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¸ � �º�.�b��� ¶ ÏO�y�$�bÆb�D�

i ∈ Z+
¶ §�ªy�<Æb�.�.��Á�� ¿ �h�.�����<���
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¢ ���D�.ª<�

αiÚ �bÆb� ¿ �D�u������§�ª<�y�D�D�<������§ ¿
Q
Û ± U �	ÏO�b�D�.��Á��

Vαi,pi
= {f(X)/g(X) : f(X), g(X) ∈ Z[X]

�
f(αi)/g(αi) ∈ Q∗

pi
}

Mαi,pi
= {f(X)/g(X) : f(X), g(X) ∈ Z[X]

�
f(αi)/g(αi) ∈ piQ

∗
pi
}.­ ��Ï ¿ Yu�D�.Á��b§�����������ª^»D�	�

Vαi,pi

§��b�D�u§��G¼3�����D�y�º�.�%�=�%¼���� ¿ ����¬y�º�b�D���D�º§�ª<���<�����D�
Z[X]
¶ ª<�b���.�D�y���.�"ÁÈ��§�§��ºÁÈ���º�

Mαi,pi

¸
­ �.���b���

D =
∞
⋂

i=1

Vαi,pi
.

D
§��3�D�D�.§ ½ ���º��ª<�b�D�D�º¬y�º�b�D� ¡<¢^� �D�:ÏU��Æ ¸¾Ì�Ë Ú Ï"�<�[��Æb�D�

i
¶ §��.�
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�.�R¼���� ¿ �^��¬<�.�b�=�

§ ¿
Q(X)

ª<�b�����.§�Ï"�b�=�D�y�����7�
Vαi,pi

U ���º�.�b��� ¶
vi(pi) > 0

�
vj(pi) = 0

§��
i 6= j
Û(¶

�«¼b�<�����
f(X)

ªy�bÁ�� ¿ ¼ ¢ ÏO�b�.�º�D�bÁ��.� ¶ N ¿ �.�D�=� ¶
D
Ç ¿ �

E
¢ �D��Á$�º�D�.��ª<�b���.�=�«���º�

Á$��§�§��.Á$���.�:¨U§�§��
{Pαi,pi

= Mαi
∩D | i ≥ 1}.

¶ Ù?ih|Hq�ia��|ebd��|eg
i-c���o ihg?`9~�kpih|eg?� ��_Qo gxs-g?s�u�i·~ ceg�q
g
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� §�§��y�]¼M�.��Á��0ª^»D�
D
�D�b� ÇÈ�D� � �<�D�:VÒ�.�=� ¶ Ï"�<��ª^»DÃ$�·Ó �.�����<��§��y¬y�º�b�D���D�b� ÇÈ�.� ¢

ªy���.Á��y����� ¨U�D�º��� ® �.� ½ �µ����� ¶
X
Ç>�D�b� �º�Ò¼��y�]���.Ê=�.�.� �.�A��Æb�D�

Mαi,pi

¶ �.�D�b�©�����
Mαi,pi

∩ Z[X] = (X, pi)
¶ ��ÏO�b�.ª^»=Ã ⋂∞

i=1(X, pi) = (X)
¶
D
Ï"�b§�§��º�y�D� ¿ �

�º�D�«���º�TÏD���ºÁ$���.�.ÊO�y���
P
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Ú ÏD����Ï"�b§��.¬<�.�b�D� 
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=¸
��ÛÝ¸
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¯°¡y´ ¤ ¸gu�¸�� »D� ½ ����§ ¶ È�ã*í¡ù�ç�æ87V�¡â�á�çÛÉ�édà�é ¶'� ª«¦R����9 ¢�Î �º�.�}�������<���U�����.�b�D��� � �=�º���º�b�D§ ¶
Ú ¡5ËbÌ�Ë�Û(¸

¯Ô�µ´�� ¸�²£¸�� ���W����» ¶ � ¸ ¦ ¸�� ��ª � �b�D���.� ¶ � â#ê ø ã:è ä �:àeã*â©æ=á�ç�ç�ÿ á�çs
/æ�  ø á înã*íÙí ä êeá�ê�à�
*á ¶² �y�º�����º�D�y�º�.� ¶3� �.�/���D� ¶ Ú ¡5ËbÍ=¡5Û(¸

¯ ±�´���¸ Â£� ¿ ��ÊU�4V3� ¶ �¡çs
/æ�  ø á ¶U­ Ï=���.�=Æb�y� ¶ Â£�y���.�.� ¶ Ú ¡«ËbËb �ÛÝ¸

¯ 
�´���¸ Â£� ¿ ��ÊU�4V3� ¶ È�ã*íÙí ä êeá�ê�à�
�æ=�¡çs
/æ�  ø á ¶uÎ �<��Á$��� ¢�� �=�D�.§��b�\Þã�<§��.�d� ¶ ¹'�����.§ ¶
² �����Dª<� ¶ Ú ¡5Ë�Ìb�bÛÝ¸

¯Ô³µ´ ¤ ¸ �£»D�.�<��ª^»D�.� ¶ .+æ��:àeã*â#àµè�àg�¡â�á�çûà�édà`ø"á�ê^ædíõá�ê(àeî�á � ¶D� ����ª<�D� ¶ Ú ¡5ËbË�Ì�Û(¸

¯���´��*¸*� �D�Mª^»=§ ¶ � â©ã*ê^æMã*â ê��#æ è�à�íåædâJédàeã*â ã-þ ê��#æ ø à�âG
Éã-þ ædâ#ê(à ø æ¢þ ä â©îdê�àeã*âJé ¶�£�b�.�º�yª(� ¸:� �µ��» ¸:��  Ú ¡5Ë��bËbÛ(¶U±=¸

¯ÔÌµ´�� ¸	² �b���^���U� ¶ � ¸	��¸RÎ&¿ ªnVµ��ÊD� ¶ � ¸ � ¸ ¹���ÏD�.ªnV ¶ ¢ ø�® þ9æ ø ¼¢ã*íõá�à�âJé ¶u� ����ª<�y�
� �:V&V��y� ¶"� ��9�:m�b�TV Ú ¡«ËbË�ÌbÛ

¯ Í�´	��¸ � ¸"²U¿ §����y� ¶ % édê ä è�àeãÕè/æ¢ç�ã éúà�è/æ�á�ç�æné¢è/ædçHá�â#à�ç�ç�ãÕè/æúç.á*é�þ ä â©îdàeã*â©æné=ædâ#ê^æ ø á*é ¶�£�b�.�º�yª(� ¸:� �µ��» ¸%¡5Ì Ú ¡5Ë���³�Û(¶%¡5 b³G¢^¡5±4
D¸

Í�³



¯ Ë�´	��¸ � ¸=²:¿ §����<� ¶ �Dã*êeáÔînã øwø à�
�àeædâ�è/ã ä â�áåè/ædíåã édê ø á/îdà�;*â"ædâ ædç©ê ø át ná8<9ã$� % édê ä è�àeãè/æ ç�ã é à�è/æ�á�ç�ænéMè/ædçúá�â#à�ç�ç�ãÉè/æ ç.á*éõþ ä â©îdàeã*â©æné ædâ#ê-æ ø á*é ¶ �£�b�.�º�yª<� ¸�� ����» ¸�¡GÌÚ ¡5Ë���³bÛ(¶D��Ë�ÌM¸

¯°¡5 �´ � ¸ ¦T�.�ºÁ$�<� ¶ ø ä çûê(à
ù�çûàeî�á�ê�à�
�æ � è/æ�á�çvóÐ�#ænã ø É ¶�� ����ªy�<� � �:V&V��<� ¶É� �,9 :m����V ¶
Ú ¡5ËbÌb�bÛ(¸

¯°¡b¡y´ � ¸ ¦T�.�ºÁ$�<� ¶ Þ ¸&Î �y�º�D¬y�<� ¶ � øwø æ�è ä â�è8á�â#ê=à�â#ê^æ ø é ænîdê(àeã*âJé ã-þÓ
*á�ç ä á�ê�àeã*â ø à�âG
*é ¶� ����» ¸��'¸%¡5 b± Ú ¡5Ë��bÍ�ÛÝ¶D±b ��µ¢ ±=¡5ÌM¸

¯°¡G�µ´�Î�¸ ¦ ¿ �*Á�� ¶Ò��¸ ¤ ¸3� ª Â ¿ �.�º�/���l�pâ ø à�âG
*é+=;à�ê��åáåînæ ø êeá�à�âJé¡è�à�
 à�édà� :à�çûà�ê É¥ù ø ãnù#æ ø ê É ¶� �.ª^»=�.Æ���� � �µ��» ¸ � ¸O��� Ú ¡5Ë�Ì4
�Û(¶:��Í�Ëµ¢]��Ë�Ë=¸

¯°¡5±�´��Ö¸DÎ �<�.Á��y� ¶ ¼[à�
 à�édà� :à�çûà�ê�ÉCù ø ãnù#æ ø ê(àeænéúã-þOà�â#ê^æ�
 ø á�ç4þ ä â©îdê(àeã*âJé ¶=��¿ V�� � ����» ¸ � ¸?�Ú ¡5Ë4
� �Û(¶=±�
Ò³G¢�±�³��=¸

¯°¡9
�´�� ¸*Î �y�D����VÒ§��<� ¶ �pâ ê��#æ à�è/æ�á�çtédê øwä îdê ä�ø æ ã-þ ê��#æ ø à�âG
Éã-þ ædâ#ê(à ø æ¢þ ä â©îdê�àeã*âJé ¶¹'��ª<�º¨Uª$� ¸O� �µ��» ¸:� Ú ¡«Ë�³b�bÛÝ¶Ü¡GÌ�ËG¢^¡5Í�
=¸

¯°¡G³µ´�� ¸ÖÎ �y�D����VÒ§��<� ¶ �pâ�ê��#æ"ù ø à�íåæ à�è/æ�á�ç
éýã-þ ê��#æ ø à�âG
Åã-þÉædâ#ê�à ø æ0þ ä â©îdê�àeã*âJé ¶¹'��ª<�º¨Uª$� ¸O� �µ��» ¸U± Ú ¡«Ë�³�±�ÛÝ¶UÌM¡b¡(¢]Ìb�� M¸

¯°¡ ��´ � ¸=� ��ÏD�/���D§�VÒ� ¶ È�ã*íÙí ä êeá�ê(à�
�æËÊtà�âG
*é ¶�� � ¸ ���©¼M�º§��©�^����� ¶ ¥&�=�º¼ ¸ � ½ �£»D�.ªy��Æb�
¹}���y§�§ ¶ �£»D�ºª«��Æb� ¶ Ú ¡5ËbÌ4
ÒÛ(¸

¯°¡GÌµ´�� ¸ ¤���ÏD�/��¬y� ¶ �úã*êeá0é ã$  ø æ£ç�ã éõà�è/æ�á�ç�ænéåè/ædç�á�â#à�ç�ç�ã è/æ£ç.á*é�þ ä â©îdàeã*â©ænéÕædâ#ê^æ ø á*é ¶���(¼ ¸O� ��� ¸:Î �.§�Ï ¸ ¢é� Á��y� ¸ Ú 
ÒÛ7±M¡ Ú ¡5Ë�ÌM¡5Û(¶D±4
�¢^
Ò³3¸

¯°¡5Í�´ú��¸Ü��¸ ¤��bÏ"�<� ¶ �Ïîdç.á*énéõã-þ ¢ ø9® þ9æ ø è/ã*íõá�à�âJé¤ê��Já�ê�á ø æúédà�íÙà�ç.á ø ê^ãÔê��#æ ø à�âG
"ã-þ
ædâ#ê(à ø æµþ ä â©îdê(àeã*âJé ¶ ���3ªnV8� � � ¿ �������.��� ¸O� ����» ¸O��Í Ú ¡«ËbËbÍ�ÛÝ¶U����Ì5¢]��Í�³3¸
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¯°¡5Ë�´ú��¸%��¸ ¤��bÏO�y� ¶ �pâ ¢ ø9® þ9æ ø â©ã*â � ¼ �^ø à�âG
 ¶ � ¸ ¹ ¿ ��� � ÏDÏD� ¸"� �ºÆb�yÊD��� Ë�� Ú ¡«ËbË�
ÒÛÝ¶�bÌM¡<¢ �bÌ�Í=¸

¯Ô�� �´ú��¸���¸ ¤���Ï"�<� ¶ �pâ¡Ê¥à�âG
*é>=Z�/à�ê-ã ä ê>á=înæ ø ê�á�à�âÕè�à�
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