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In questa tesi, si riferisce su risultati di classici e piu recenti studi riguardanti
le disuguaglianze integrali tipo Hardy-Sobolev (in breve, disuguaglianze
HS). Negli ultimi anni, molti autori, motivati dalle importanti applicazioni
di tali disuguaglianze in varie aree dell’analisi, si sono dedicati allo studio di
esse dimostrandone molte estensioni in diverse direzioni.

Una formulazione generale per tali disuguaglianze ¢ la seguente

‘U/ q*(svnvq) Z_:;
7) / ————dz <C (/ \Vu|qda;>
n ‘:L‘ ‘8 R

doveu € DV(R?), 2 = (2/,2) e RF xR %, 2<k <n,1<qg<n0<s<gq,
s <k, q.s,n,q) = q(:—__;) e C=C(s,q,n,k)>0.

La i) estende una disuguaglianza dimostrata da Caffarelli-Kohn-Nirenberg in
[1]. 11 prototipo di tipo ¢) & la disuguaglianza di Hardy (n-dimensionale)

che afferma )
i1) / U—de < Cn/ \Vu|?dx
R | 7] n

dove u € DY*(R"), n > 3 e C, = C(n) > 0. La i) deriva da ) ponendo

q=2,k=n,s=2

Un altro caso particolare della disuguaglianza i) & la disuguaglianza di

Sobolev, cioe
2/2*
i) (/ |u|2*dx) gSn/ Vul2da
n Rn

dove u € D*(R*), n > 3 e 2* = 2% La 4ii) deriva da i) ponendo
g=2es=0

Cio che caratterizza tali disuguaglianze ¢ il loro carattere di invarianza rispet-
to all’azione di certi gruppi di trasformazioni (ad esempio per la 7i7) le trasfor-
mazioni conformi), caratteristica che le assimila alla classica disuguaglianza
isoperimetrica, che, in ambito Sobolev, si puo formulare come
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con



dove u € C°(R*), n >2ep=-"y.

Molti autori si sono occupati di tali disuguaglianze; ad esempio, T.Aubin [2],
G.Talenti [3], E.H. Lieb [4] e piu recentemente E.Hebey [5].

L’obiettivo della tesi, in linea con le problematiche affrontate dagli autori
citati in precedenza, sara non solo la dimostrazione di tali disuguaglianze,
ma anche la ricerca di costanti ottimali (cioe le piu piccole o le pin grandi
costanti, a seconda del caso, per cui valgano le disuguaglianze) e di funzioni,
se esistenti, per cui queste disuguaglianze assumano la forma ottimale (cioe
la forma di uguaglianze). Tali funzioni, di cui sara data in alcuni casi una
rappresentazione esplicita, saranno chiamate massimizzatrici o minimizzatri-
ci a seconda del caso (o piu semplicemente funzioni estremali). Cio rendera
il lavoro notevolmente piu impegnativo. Infatti, aumenteranno le difficolta
con la ricerca delle costanti ottimali e delle funzioni estremali, rispetto a
quelle che si sarebbero incontrate con la sola dimostrazione delle disugua-
glianze. In particolare, nel caso della disuguaglianza di Sobolev, si evidenziera
una relazione di “dualita” con la disuguaglianza di Hardy-Littlewood-
Sobolev (in breve, disuguaglianza di HLS), la quale afferma che

iv)

[ [ s@)a =l nt) dady] < Cln 2Nl

per ogni f € LP(R"),h € L"(R"),1 < p,r < 00,0 < A < n con zl) + % + % = 2.
Cio richiedera 'introduzione di concetti geometrici, come quelli di trasfor-
mazioni conformi, proiezione stereografica, simmetrizzazione di
Schwarz e di Steiner e I'uso di tecniche di riordinamento.

Il riordinamento, A* di A insieme misurabile di misura finita, & definito
come la palla aperta centrata nell’origine avente la stessa misura di A. Con
questa definizione, ¢ naturale porre (x4)* := xa+. Dunque, utilizzando la
rappresentazione di “layer cake”, per cui ogni funzione misurabile f si puo
rappresentare come

|f(z)| = /000 X{|f>4 (@) dt

si definisce il riordinamento (simmetrico-decrescente) f* di f, nulla all’in-
finito (cioe pu({x € R" : |f(x)| > t}) < oo, Vt > 0, dove u indica la misura
n-dimensionale di Lebesgue), come

@) = / X (2)dt



Il riordinamento, f*, possiede, le seguenti proprieta:

e [(f*)Pdz = [ |f[Pdz (conservazione delle norme L?).
o [|f*—g*Pdx < [|f — g|Pdz (non espansivita del riordinamento).

o [|Vf*Pdx < f |V f|Pdz (decrescita delle norme LP del gradiente).

(crescita delle norme L? con peso |z|7P).

III’

In virtu di tali proprieta, il riordinamento costituisce uno strumento fon-
damentale nello sviluppo della teoria; esso consente di concentrare I'atten-
zione su funzioni radiali e dunque, di ridurre molti problemi n-dimensionali
a piu semplici problemi unidimensionali. Fondamentali, in primo luogo, ri-
sultano le disuguaglianze di riordinamento (ad esempio la disuguaglianza
di Riesz), che inducono, appunto, ad ottimizzare nella classe delle funzioni
simmetriche e decrescenti.

L’uso di metodi variazionali e di argomenti di teoria ellittica non li-
neare risulta, inoltre, fondamentale nell’analisi di alcune applicazioni delle
disuguaglianze Hardy-Sobolev.

La tesi e suddivisa in quattro capitoli:

Nel Capitolo 1 si descrive il riordinamento e se ne analizzano le
proprieta; inoltre, si definiscono le simmetrizzazioni di Schwarz e di
Steiner. Tali operazioni geometriche consentiranno in dimensione n di
simmetrizzare lungo sottospazi di dimensioni minori. Infine, mediante
un “argomento di compattezza”, sara dimostrata la disuguaglianza di
Riesz. Tale disuguaglianza afferma che

o [on f(z) (g% h)(z)dx < [ f*(2) (¢* * h*)(z) dz, per ogni f,g e h
funzwm misurabili, non negatlve e nulle all’infinito.

Nel Capitolo 2, seguendo lavori di E.H.Lieb [6], si determina il valore
della costante ottimale per la disuguaglianza di HLS nel caso p = r:

o C(n,A\,p) =C(n,\) = A/QF(”/Q A/2) {T(n/2)

—1+X/n
I(n—A/2) I'(n) } '

e si fornisce una rappresentazione esplicita per le funzioni estremali

o h=(cost)f e f(z) = A(}? + (& — a)?)~ 2= N/2 per
AeC,veR eacR".



Nella dimostrazione dei precedenti risultati risultera fondamentale la
disuguaglianza di riordinamento di Riesz e la proprieta di invarianza
conforme della disuguaglianza di HLS nel caso p = r.

Nel Capitolo 3 si determina il valore della costante ottimale per la
disuguaglianza di Sobolev:

9-2/nz—1-1/n[ (n_+1)2/n

e S, = |S™| “2/n = 5

n(n 2) n(n 2)

e si fornisce una rappresentazione esplicita per le funzioni estremali
o fl) =AW+ (x—a)?) ™22 con Ac C,u>0econacR.

La dimostrazione di tale risultato, ottenuto seguendo i lavori di
E.H.Lieb [6], utilizzera la relazione di dualita tra le disuguaglianze di
HLS e di Sobolev. Tale relazione sara ottenuta mediante le proprieta
della funzione di Green. Infatti, mediante la soluzione
fondamentale del laplaciano G, data da

o G(y)=[(n=2)S"[[7My*™", yeR
e la seguente stima
° ‘fRn fg‘2 < Jan IVFI? [n 9(g * G), valida per ogni f € D(R") e
per ogni g € Ln%(R”),
dimostreremo 'equivalenza
o Joo Jen J@) |z = 9P f) dzdy < CullfI, VS € Loz (R

S (fanlg 2*d:L')Q/Q < Sy fgn |Vgl?dz Vg € DM*(R™) con
Sn = Cal(n—2)I8" 1]

dove C,, e S,, indicano le costanti ottimali rispettivamente nella

disuguaglianza di HLS (nel caso p =r = n—+2) e nella disuguaglianza
di Sobolev. Da cio dedurremo la seguente relazione tra le funzioni
estremali

e g ¢ estremale per la disuguaglianza di HLS (nel caso

p=r=7 +2) & f= gn+2 e estremale per la disuguaglianza di
Sobolev.

Il Capitolo 4 e dedicato alla disuguaglianza di Hardy, a opportune
generalizzazioni di essa e ad applicazioni delle disuguaglianze
Hardy-Sobolev in campo astrofisico.

4



Per quanto riguarda la disuguaglianza di Hardy, determineremo il
valore della costante ottimale

o C, = (i)2 (seguendo I.Peral Alonso e J.P.Garcia Azorero,[7])

n—2

e dimostreremo che
e la costante ottimale C;, non & realizzata (seguendo K.Sandeep,[8])
Mediante il lavoro di M.Badiale e G.Tarantello [9], verificheremo

e l'esistenza di funzioni estremali che realizzano la costante
ottimale per le disuguaglianze Hardy-Sobolev, eccetto che nel
caso s = ¢ (che include il caso della disuguaglianza di Hardy in
versione L7).

La dimostrazione utilizzera un’opportuna formulazione dei due
principi di ‘Concentrazione-Compattezza’ di P.L.Lions ([10],[11]).
La parte conclusiva del capitolo analizza I’esistenza di soluzioni a
simmetria cilindrica del problema

—Au(z) = ¢(r)|[ulP?u in R
u(z) >0 in R3 (1)
Jgs (r)uPHdx < +o0

proposto recentemente da due astrofisici (G.Bertin, Scuola Normale
Superiore, Pisa e L.Ciotti, Osservatorio Astronomico, Bologna) come
modello descrivente la dinamica delle galassie.

In (1) si suppone p > 1, 1 = (21, 79,73) ER®, r = /(22 +22) e la
funzione ¢ definita come

,r.2a

¢(r) = m (a>0) (2)

La condizione, [g, ¢(r)u?~'dz < +oo, presente in (1), garantisce che
la soluzione, u = u(r, z) (z = z3), trasporti una massa totale finita.

Il principale strumento utilizzato per lo studio del problema (1) & una
formulazione variazionale nello spazio D*?(R?), ottenuta mediante
le disuguaglianze HS, per p € [4, 6] e per ¢ verificante

peCR), ¢>0,9(r)=0 & r=0,r¢(r) € L(R") (3)

dove si @ posto Rt = [0, 00) (si noti che (2) verifica (3)).



Infatti, in tali ipotesi, le disuguaglianze HS implicano ’esistenza di
una costante C, > 0 tale che

2/p
\Vul?dz > C, (/ (/5(7")|u|pd:v) , u € DR (4)
RS RS

Usando quest’ultima disuguaglianza e un risultato di H.Egnell [12], &
possibile concludere che quando p € [4, 6] e u verifica

—Au(z) = ¢(r)|ulPu in R
u(z) >0 in R3 (5)
u € DV(R?)

allora

limsup |z|u(z) < oo

|z| =00

Da cio si deduce che l'ipotesi [s ¢(r)uP'dz < 400 &
automaticamente soddisfatta nel caso di soluzioni di (5). Quindi, per
ottenere le soluzioni di (1) ¢ sufficiente risolvere (5). Dunque, purché
p € [4,6] e ¢ verifichi (3), ci siamo ricondotti al problema di
minimizzazione

inf {/R Vultds | u € D2(R), /R 6(r)|ulPdz = 1} (6)

Per ottenere soluzioni a simmetria cilindrica per (1), restringiamo il
problema estremale (6) sul sottospazio DL?(R?) C DM?(R3) delle
funzioni a simmetria cilindrica.

I risultati ottenuti sono i seguenti:

e Se 4 < p < 6, il problema (6), ristretto a D}?(R?), ammette
funzioni estremali. Dunque, il problema (1) possiede soluzioni a
simmetria cilindrica.

e Se p =6, il problema di minimizzazione (6) non ha soluzione.
Infatti, in questo caso, se si normalizza ¢ in modo tale che
maxg+ ¢ = 1, la costante ottimale per (4) coincide con quella di
Sobolev. Quindi, essa ¢ realizzata se e solo se ¢ = 1. Cid non
puo accadere per 'ipotesi (3).

Si pud comunque dimostrare che il problema (1) possiede
soluzioni a simmetria cilindrica.



e Se p =4 e la funzione r¢(r) & crescente e non costante (come in
(2)), allora il problema di minimizzazione (6) non ha soluzione.
L’esistenza di funzioni estremali per il problema di
minimizzazione (6) dipende dalla “natura” della funzione ¢(r) (o
piuttosto da r¢(r)). Si osservi, infatti, che per i risultati ottenuti
sulle disuguaglianze HS, esistono funzioni estremali che
realizzano la costante ottimale nella disuguaglianza

Jul*

2
( \Vu|2dx> >C [ —dz, ueD"(R)
R3 rR3 T

Dunque, il problema di minimizzazione (6) ammette soluzione
quandop=4 e r¢(r) = 1.

Mediante il lavoro di K.Sandeep [13], forniremo risultati di
esistenza di soluzioni per il problema (1), purché ¢ verifichi
“opportune” condizioni. In particolare, mediante proprieta di
regolarita e di decadimento delle soluzioni, dimostreremo
I’esistenza di soluzioni nel caso in cui le ¢ siano piccole
perturbazioni di (2) (da M.Badiale e E.Serra, [14]).
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