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A lalta fantasia qui manco possa;
ma gid volgeva il mio disio e 'l velle,
st come rota ch’igualmente é mossa,

l’amor che mowe il sole e laltre stelle.
(Dante, Pd XXXIIT 142-145)

Una delle prime regolaritd presenti in natura a meravigliare ed incuriosire il ge-
nere umano € stata sicuramente il moto dei corpi celesti, dal sorgere quotidiano
del Sole, al mutare mensile delle fasi lunari. Osservando il cielo piu attenta-
mente 'uomo riusci ad individuare dei comportamenti regolari anche nel moto
degli altri 5 pianeti conosciuti fin dalle epoche piti remote e a costruire elaborati
metodi per prevederne la posizione futura. Questi metodi erano essenzialmente
empirici e legavano i moti di tali pianeti a delle “funzioni” che, attraverso degli
opportuni calcoli, erano in grado di restituire le informazioni richieste.
L’astronomia pian piano sviluppd metodi sempre pit sofisticati che meglio si
accordavano alle osservazioni sperimentali. Fu proprio questa maggiore cono-
scenza del mondo celeste che portd a nuovi e interessanti interrogativi: comincid
a maturare la convinzione di una possibile vulnerabilita (frutto di una sempre
maggiore coscienza di una non-centralita della Terra all’interno del pit grande
sistema solare) e ben presto ci si comincid a porre pressanti interrogativi che
contribuirono a catalizzare la ricerca di mezzi e modi per escludere i fantasmi
delle prospettive piu catastrofiche. Quando precise osservazioni astronomiche
misero in evidenza una non perfetta regolarita e periodicita dei moti della Terra
e degli altri pianeti, la domanda che sorse spontanea fu: manterremo sempre la
nostra orbita intorno al Sole? C’¢ il rischio in un futuro - speriamo non troppo
prossimo - di ritrovarci lontano dall’attuale posizione nell’universo e dal sistema
solare? Quale destino attende il nostro pianeta?

Fu la ricchezza di tali interrogativi e la scarsitd di risposte che porto i matema-
tici a sviluppare tecniche e nozioni che stanno alla base della “teoria dei sistemi
dinamici’, quali ad esempio il concetto di stabilita, un concetto fondamentale
nello studio della natura.

Ma il sistema solare é stabile? Propriamente parlando, la risposta & ancora sco-
nosciuta, ma tale interrogativo ha portato a profondi risultati che probabilmente
sono molto pii importanti della domanda originale (Jirgen Moser).

Come non condividere il giudizio di Moser? E’ proprio la ricchezza di problema-
tiche e prospettive presentata da tale domanda, che ha contribuito a sviluppare
teorie e tecniche che stanno alla base della moderna teoria dei sistemi dinamici.

Da un punto di vista matematico il sistema solare pud essere modellato come



un sistema a 10 corpi® - di cui una grande massa M (quella del Sole) e 9 masse
minori (quelle dei pianeti) my, ma,..., mg - sottoposti alla loro reciproca at-
trazione gravitazionale.? Se ci limitiamo a considerare due corpi, il principio di
gravitazione universale di Newton afferma che la forza agente su ciascun corpo &
direttamente proporzionale al prodotto delle masse ed inversamente proporzio-
nale al quadrato della distanza dei loro centri, ed inoltre tale forza agisce lungo
la congiungente tali centri. Una prima formulazione matematica completa di
questo risultato apparve nel famoso Principia di Newton. Un fatto che Newton
assunse inizialmente vero, era che i corpi celesti potessero essere schematizza-
ti come masse puntiformi: cioé attrazione gravitazionale agisce su tali corpi
(ritenuti dei solidi sferici) esattamente come se tutta la loro massa fosse con-
centrata nel loro centro (centro di massa). Newton sviluppo tutta la sua teoria
su tale assunzione e, prima della pubblicazione, realizzo che necessitava di una
giustificazione (infatti & tutt’altro che banale!) e fu proprio la ricerca di una
dimostrazione matematica rigorosa di tale fatto a ritardarne la pubblicazione.
Se ci limitiamo a considerare l'interazione di un singolo pianeta con il Sole
(problema dei 2 corpi o problema di Keplero), trascurando cioé l’attrazione gra-
vitazionale esercitata dagli altri pianeti, le equazioni differenziali che vengono
coinvolte sono abbastanza semplici da risolvere. Quello che si dimostra é che
Porbita seguita da uno dei corpi rispetto all’altro (cioé in un sistema di riferi-
mento in cui quest’ultimo stia in quiete) ¢ rappresentata da un’ellisse.

Cosa possiamo dire nel caso generale? Poiché la massa dei pianeti é circa la
millesima, parte della massa del Sole, in prima approssimazione potremmo tra-
scurare la loro interazione e tener conto solo dell’attrazione esercitata su di essi
da parte del Sole. Si ottiene cosi un problema esattamente integrabile, in cui
ogni pianeta, indipendentemente dagli altri, descrivera la sua ellisse kepleriana.
Indicando con wy, le frequenze orbitali di rivoluzione del pianeta my intorno
al Sole, il moto globale del sistema non sard in generale periodico, ma quasi-
periodico. Questo significa che pud essere rappresentato attraverso una serie
trigonometrica della forma

Z cje27rz'(j~w)t (1)
3=(41,-..,J0) EL®

dove w = (w1, .. .,wy).
La domanda cruciale sorge nel momento in cui passiamo a considerare l'inte-

1Ultimamente ¢’¢ stato I’annuncio di una delle piti importanti scoperte degli ultimi 70 anni
riguardante il sistema solare: un nuovo oggetto (il decimo pianeta?) dal diametro un decimo
di quello terrestre ¢ stato scoperto nella Fascia di Edgeworth-Kuiper. Quaoar (questo il nome
proposto per questo corpo celeste) fa un giro intorno al sole in 288 anni terrestri ed ¢ 1250
km di diametro, quindi tutt’altro che trascurabile.

2Stiamo trascurando degli effetti non conservativi piccoli, non considerati dalle equazioni
di Newton, ma che possono far risentire fortemente gli effetti della loro presenza su tempi
sufficientemente lunghi (dell’ordine di miliardi di anni)



razione reciproca fra i vari pianeti: continuano ad esistere tali moti regolari
(quasi-periodici) per piccoli valori positivi di myq,...,mg?

Purtroppo, a differenza del caso a 2 corpi, tale problema (e piu in generale il
problema ad n corpi, con n > 2) non pud essere risolto completamente, fatto
tutt’altro che banale, per la cui dimostrazione bisognera attendere alcuni secoli.
Nel frattempo fini col diventare un interessante argomento di conversazione tra
la mondanita dei salotti parigini, eccitando l’attenzione e l’interesse di perso-
naggi come Voltaire.

Molti dei pit grandi matematici del XVIII e del XIX secolo cercarono di risol-
verlo, senza alcun esito positivo, anche se & indiscutibile il prezioso contributo
che 1 loro tentativi ed approcci diedero alla moderna teoria delle equazioni dif-
ferenziali.

Osserviamo che tale problema pud essere affrontato da un altro punto di vista:
pud essere considerato come una perturbazione del sistema integrabile sopra di-
scusso (i.e. con i pianeti non interagenti tra loro). Si apre la strada quindi ad un
nuovo approccio: la teoria delle perturbazioni. Malgrado gli sforzi di generazioni
di matematici illustri (Lagrange, Laplace, Weierstrass e soprattutto Poincaré,
che a buon diritto pud essere considerato il padre della teoria moderna) fino a
tempi recenti la maggiorparte delle tecniche perturbative impiegate restavano
prive di una giustificazione rigorosa. La particolarita di questi metodi, infatti, é
che essi conducono a delle serie divergenti. Il motivo della divergenza di queste
serie sono i cosiddetti piccoli divisori (anche detti piccoli denominatori): combi-
nazioni lineari intere di frequenze dei moti non perturbati, che compaiono come
denominatori nel calcolo dell’influenza delle perturbazioni. Infatti, il formalismo
analitico che conduce alla soluzione (1) fallisce se le frequenze w = (wy,...,ws)
sono in risonanza - cioé esiste un vettore intero j = (J1, .- -, jg) tale che j-w =0
- in quanto tale espressione compare al denominatore nei coeflicienti ¢;. Ci sono
diverse configurazioni nel sistema solare le cui frequenza orbitali di rivoluzione
sono in risonanza: per esempio nel caso di Giove e Saturno si ha che (indicando
con wg la frequenza di Giove e con wg quella di Saturno) 5ws — 2wg ~ 0, cioé 5
giri di Giove sono accompagnati da 2 si Saturno®; nel caso di Urano e Nettuno
il rapporto tra le rispettive frequenze é circa 2, mentre nel caso Giove, Marte e
Terra ’espressione 3wg — 8wys + 4wy € circa zero.

Quindi bisognera assumere che le frequenze siano non risonanti. Anche in questo
caso quando j = (j1,- - -, jo) varia su tutti gli interi, ’espressione j-w puo diven-
tare arbitrariamente vicina a zero: questo spiega ’espressione piccoli divisori.
La comparsa di questi termini sembra allontanare ogni speranza di convergenza
per la serie in (1).

La difficolta indicata non é caratteristica solo dei problemi della meccanica cele-

3Cid conduce ad una grande perturbazione reciproca di questi pianeti, con periodo lungo
(il suo periodo ¢ di circa 800 anni); lo studio da parte di Laplace di questo effetto é stato uno
dei primi successi della teoria delle perturbazioni.



ste, ma di tutti i problemi vicini a problemi integrabili (per esempio, il problema
del moto di una trottola pesante asimmetrica in rotazione rapida). La questione
di fornire una dimostrazione della convergenza (o della non convergenza) del-
le serie perturbative impiegate, non é una pura necessitd matematica, ma al
contrario nasce dalla necessita di comprendere in profonditd i domini di appli-
cazione e i limiti di applicabilitd delle tecniche perturbative ai problemi della
fisica.

Incurante di tali difficolta, Weierstrass tento di dimostrare la convergenza di tali
serie. La sua speranza di superare il problema dei piccoli divisori era basata in
gran parte su un osservazione fatta da Dirichlet a Kronecker nel 1858 relativa-
mente a un metodo di approssimazione successiva del problema degli n-corpi.
Sfortunatamente Dirichlet mori presto senza lasciare alcuna nota di tale meto-
do. Weierstrass interpreto tale osservazione come una possibilita di convergenza
per tali serie. Dopo molti tentativi privi di successo, egli suggeri tale problema
al matematico svedese Gosta Mittag-LefHler; quest’ultimo convinse il re Oscar IT
di Svezia e Norvegia ad offrire un premio al risolutore, in occasione del suo 60mo
compleanno. Una giuria internazionale (composta da Karl Weierstrass, Charles
Hermite e Mittag-Leffler stesso) giudico vincitore il lavoro di Poincaré: Sur le
problém des trois corps et les équations de la dynamique. In realtd egli non
forni una soluzione al problema posto, ma provo che non era possibile integrare
analiticamente le equazioni di Newton in tale caso. In particolare, studiando il
problema dei tre corpi, si trovo ad affrontare la questione delle orbite doppia-
mente asintotiche (dette oggi orbite omocline) che lo portarono, per primo, ad
imbattersi in una dinamica molto complicata. Egli scopri, con questi studi, il
cosiddetto caos deterministico, rendendosi conto che, nella dinamica delle solu-
zioni doppiamente asintotiche, era sufficiente una piccolissima perturbazione o
una minima variazione delle condizioni iniziali per rendere imprevedibile I’evo-
luzione futura del sistema:* “On sera frappé de la complezité de cette figure que
je ne cherche meme pas a tracer. Rien n’est plus propre a nous donner une idée
de la complication du probléme de trois corps...”

Questi risultati causarono la perplessita di molti matematici circa la stabilita
del sistema solare. Lo stesso Poincaré osservo che la presenza delle risonanze
tra le frequenze era un forte segno della non esistenza di moti quasi periodici,
cio¢ della divergenza della serie in (1): “...nonostante cid tali argomentazioni
non sono sufficienti a fornire una dimostrazione rigorosa di tale fatto”.

Lo status del problema della stabilita del sistema solare alla fine del XIX secolo
fu ben raffigurato da Poincaré in suo articolo del 1898:

“Le persone che sono interessate ai progressi della meccanica celeste

4Trad.: “Saremmo stupefatti della complessita di questa figura che non cerco neanche di
disegnare. Nulla ¢ meglio per darci un’idea della complicatezza del problema di 3 corpi.”



[...] rimarrano sorprese nel vedere quante volte é stata dimostrata la
stabilita del sistema solare. Lagrange l’ha stabilita per primo. Pois-
son U’ha dimostrata di nuovo e molte dimostrazioni sono pervenute
da allora e continueranno ad arrivare. Erano le vecchie dimostra-
zioni insufficienti o sono le nuove superflue? La sorpresa di queste
persone potrebbe addirittura raddoppiare, se dicessi loro che un gior-
no - forse - un matematico potrebbe mostrare, con argomentazioni
rigorose, che il sistema solare & instabile. Questo potrebbe veramente
accadere; non ci sarebbe niente di contraddittorio e le vecchie dimo-
strazioni conserverebbero il loro valore. La verita é che queste sono
soltanto delle successive approssimazioni: cioé non pretendono di li-
mitare in maniera rigorosa le orbite tra stretti confini da cui non é

possibile piu fuggire.”

[H. Poincaré, Sur la stabilité du systéme solaire, 1898|

Sottolineiamo che, con il suo celeberrimo lavoro [52], Poincaré segnd 'inizio del-
la teoria dei sistemi dinamici in senso moderno, sviluppando metodi qualitativi,
topologici, probabilistici e globali per una loro analisi e guardando l'intero spazio
delle fasi come un oggetto geometrico, spostando quindi ’attenzione allo studio
delle cosiddette varietd invarianti (cioé varietd nello spazio delle fasi, che sono
invarianti per I’azione del flusso del sistema). In particolare, egli riconobbe nello
studio dei sistemi hamiltoniani® quasi-integrabili (cioé piccole perturbazioni di
sistemi integrabili) il problema fondamentale della dinamica (lo studio di questo
problema ha oggigiorno un grande interesse in molti campi della matematica,
quali PDE, teoria ergodica, geometria differenziale etc...).

Da Poincaré in poi, fu generalmente accettato che, con poche ma notevoli ecce-
zioni (quali problemi a una dimensione, moto di un punto di un campo centrale,
moto euleriano e lagrangiano del corpo rigido, problema di due centri fissi, moto
lungo una geodetica di un ellissoide), le soluzioni di un sistema dinamico non
lineare non potessero essere trovate esplicitamente e di conseguenza una maggio-
re attenzione fu rivolta allo studio qualitativo del sistema. Tuttavia, per mezzo
di questi casi integrabili, si puod ottenere un’informazione piuttosto significativa
sul moto di numerosi sistemi importanti, considerando il problema integrabile

come una prima approssimazione.

5TLa nozione di sistema hamiltoniano (o equazioni della dinamica, usando la terminologia
usata da Poincaré nel suo lavoro) ¢ di fondamentale importanza nello studio della dinamica e
della meccanica in generale. In realta il nome “hamiltoniano” non € storicamente corretto, in
quanto equazioni della stessa forma erano gid state considerate da Lagrange e Poisson molti
anni prima di Hamilton.
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Un significativo passo in avanti si ebbe con la scoperta di Kolmogorov (1954)
di un grande insieme di moti stabili (quasi-periodici) per sistemi hamiltoniani
di tipo abbastanza generale (i sistemi quasi-integrabili non degeneri): 'insieme
dei tori riempiti da tali orbite é generalmente molto complicato, tipicamente
un insieme di Cantor con misura di Lebesgue positiva. Piu grossolanamente,
tale teorema, afferma che la maggiorparte dei moti imperturbati con frequenze
sufficientemente irrazionali® rimangono stabili sotto Deffetto di perturbazioni
sufficientemente piccole (modulo opportune condizioni di non degenerazione’
per il sistema imperturbato).

Tale lavoro era destinato a rivoluzionare completamente il punto di vista nella
teoria generale dei sistemi dinamici, portando alla nascita e allo sviluppo di
un nuovo approccio per lo studio di tali problemi: la teoria KAM, sviluppatasi
principalmente sulle idee e sul lavoro di Kolmogorov, Arnol’d e Moser (da cui
Pacronimo KAM) e successivamente ramificatasi in vari ambiti di ricerca.

Una delle caratteristiche peculiari di questo nuovo approccio, é la costruzione di
un algoritmo iterativo convergente molto rapidamente (ispirato al metodo delle
tangenti di Newton per la ricerca delle soluzioni di un’equazione algebrica).
Una convergenza veloce é un fatto di straordinaria importanza per la riuscita di
tale metodo, in quanto permette di neutralizzare 'influenza dei suddetti piccoli
denominatori: assumendo delle opportune condizioni di regolaritd per i termini
perturbativi, anche i numeratori decrescono sufficientemente e quindi si pud

provare la convergenza della serie.

Questo teorema fornisce quindi un grande insieme di soluzioni stabili che riman-
gono eternamente vicine ai moti regolari e ordinati del sistema imperturbato.
Purtroppo tale insieme forma un insieme sconnesso con gaps ovunque: un cam-
biamento assai piccolo delle condizioni iniziali pud cambiare sostanzialmente il
comportamento della soluzione, lasciando spazio alla possibile esistenza di tra-
iettorie caotiche che si allontanano nello spazio delle fasi; questo fenomeno, la
cui esistenza € stata mostrata da Arnol’d nel 1964 per un modello speciale, é
chiamato “diffusione di Arnol’d”. Inoltre, proprio per la complessita dell’insie-
me dei tori conservati ¢ impossibile stabilire con assoluta precisione se un dato
iniziale si trova o no su uno di tali tori.

Nonostante cid ¢ innegabile I'importanza di tale risultato, che ha aperto la stra-
da a tutta una serie di metodi e prospettive che hanno cambiato radicalmente

6Tali frequenze w, che chiameremo (v, 7)-diofantine, soddisfano la seguente condizione:

|w-k|2# Vkezm\ {0}.

"Non entreremo, in questa fase introduttiva, nei dettagli di tali condizioni. Analizzeremo
in seguito due diverse condizioni di non degenerazione: standard e isoenergetica, che ci con-
durranno a risultati diversi per quanto riguarda l’insieme dei tori (i.e. moti quasi periodici)
conservati.
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il quadro moderno dei sistemi dinamici. Basti pensare - oltre all’applicazione
delle tecniche KAM a vari ambiti di ricerca quali PDE, teoria ergodica, geome-
tria differenziale etc... - a nuove teorie sviluppatesi a partire da tali risultati,
quali la teoria di Nekhoroshev (cfr. [51] e [55]), la conservazione dei tori non
massimali, cioé¢ corrispondenti a frequenze risonanti (cfr. [35], [39] e [66] ), la
problematica (ancora aperta) associata alla diffusione di Arnol’d (cfr. [5], [9],
[8] [10] [18], [22], [31], [32], [43], [68] e [70]), etc...

Risultati principali e schema della tesi

Lo scopo di questa tesi di laurea & quello di rivisitare ed estendere tali risul-
tati, sia nel caso analitico che in quello differenziabile. In particolare abbiamo
perseguito i seguenti obiettivi:

(i) CASO ANALITICO:
fornire una presentazione auto-contenuta dei principali risultati della teo-

ria KAM nella classe delle hamiltoniane analitiche, seguendo principal-
mente le linee guida sviluppate da Kolmogorov nel suo lavoro [40] e riprese
da Salamon in [60];

(i) CASO DIFFERENZIABILE:
estendere i risultati ottenuti alla classe delle hamiltoniane sufficientemente

differenziabili, utilizzando una tecnica di approssimazione sviluppata nei
lavori di Jackson, Moser, Zehnder e Bernstein e cercando di dare partico-
lare enfasi alla ricerca delle condizioni ottimali di regolarita da richiedere
alla hamiltoniana.

In tale contesto é stato colmato un “gap” nella dimostrazione presentata

nel lavoro di Salamon [60];

(iii) CASO ISOENERGETICO (ANALITICO E DIFFERENZIABILE):

adattare le tecniche utilizzate nel caso standard, per dimostrare dei risul-

tati analoghi per il caso isoenergetico, cioé la conservazione dei tori corri-
spondenti a valori di energia fissata. Questi risultati sono molto piu signi-
ficativi dal punto di vista della stabilita del sistema, in quanto ci assicure-
ranno - su ciascun livello energetico - la conservazione di una famiglia di

tori invarianti. Il risultato nel caso isoenergetico differenziabile & nuovo;

(iv) TORI PARZIALMENTE IPERBOLICI:
rivisitare ed estendere la teoria di Fenichel per le varietd invarianti normal-

mente iperboliche (cfr. [28] e [69]) nel caso hamiltoniano, per dimostrare la
conservazione dei tori parzialmente iperbolici di sistemi hamiltoniani suffi-

cientemente differenziabili e dei loro baffi stabili e instabili. In particolare
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abbiamo esteso tali risultati anche al caso isoenergetico, dimostrando la
conservazione dei tori parzialmente iperbolici corrispondenti ad un fissato
livello d’energia. Il risultato nel caso isoenergetico differenziabile & nuovo.

Cerchiamo di descrivere piu dettagliatamente il lavoro svolto.

Capitolo 1 - Introduzione alla teoria KAM

In questo primo capitolo, dopo aver brevemente introdotto alcuni risultati pre-
liminari (quali la natura topologica dei moti lineari su un toro in relazione alle
proprietd aritmetiche della loro frequenza, i vettori diofantini e le loro proprieta,
i concetti fondamentali della meccanica hamiltoniana e della struttura simplet-
tica dello spazio delle fasi) analizzeremo la geometria dei sistemi integrabili,
cioé mostreremo la foliazione dello spazio delle fasi in tori invarianti. La do-
manda spontanea che ci si pone (e che conduce alle interessanti problematiche
analizzate dalla teoria KAM) ¢ la seguente: come cambia tale geometria se per-
turbiamo leggermente il nostro sistema (cioé consideriamo i cosiddetti sistemi
quasi-integrabili)? Il teorema di Kolmogorov (1954) - che in questa prima fa-
se enunceremo soltanto in una forma qualitativa - fornird una risposta a tale
interrogativo: sotto opportune ipotesi di non degenerazione per il sistema im-
perturbato e di piccolezza per la taglia della perturbazione, la maggioranza dei
tori non risonanti non viene distrutta, ma si deforma leggermente.

Tale risultato verrd discusso ampiamente nei capitoli successivi, sia nel caso
analitico che differenziabile. Concluderemo il capitolo esponendo - in forma
divulgativa - alcuni sviluppi e prospettive aperte da tali risultati, connessi al
problema della stabilita e della instabilita dei sistemi quasi-integrabili. In par-
ticolare introdurremo la teoria di Nekhoroshev (cioé la stabilitd su periodi espo-
nenzialmente lunghi delle variabili di azioni di sistemi hamiltoniani che soddi-
sfano delle opportune condizioni di trasversalita, dette steepness conditions) e
un affascinante fenomeno (la cui esistenza fu provata da Arnol’d nel 1964 per
un modello speciale) noto come diffusione di Arnold (cioé il possibile comporta-
mento caotico delle orbite che originariamente giacevano sui tori distrutti dalla
perturbazione).

Capitolo 2 - Teorema KAM: caso analitico (schema di Kolmogorov,

versione di Salamon)

In questo capitolo dimostreremo una versione quantitativa del teorema KAM nel
caso analitico, cioé la persistenza dei tori diofantini sotto opportune condizioni
di non degenerazione della hamiltoniana.

1l risultato principale che dimostreremo ¢ il seguente:



13

Teorema 1. (Kolmogorov, Arnol’d, Moser)
Sianon>2, 7>n—-1,v>0,0<0<1eM >1, e supponiamo che w € R"
sia un vettore (v, 7)-diofantino, cioé

Iw-ﬂzzé% Vjez™\{0}.

Allora esistono delle costanti
0* =6"(y,7,6,M,n) >0 e c=c(v,7,0,M,n) >0

in modo che
oot S 27(27+4)

e che valga quanto segue.
Sia H(z,y) una hamiltoniana reale analitica nella striscia

S ={(z,y) €C*": |Imz|<r, |y <7}

con 0 < r <1, periodica di periodo 1 nelle componenti x1, x2, ..., T, e tale da
soddisfare le sequenti condizioni per (z,y) € ¥, e per un qualche § < §*:8

|H (x,0) — (H(-,0))| < dr?7+?
|Hy(2,0) — w| < or7tt

cd
|Hyy(xay) - Q(x,y)| < M

dove Q(z,y) € C**" ¢ una matrice simmetrica (non necessariamente analitica)
nella striscia X, tale che

Ry <M e [Q(-,0)' <M.

Allora esiste una trasformazione simplettica, reale analitica z = ¢(¢) (dove

z=(z,y) e (= (& n)), dalla striscia g, nella striscia 3., della forma:

z = u(f) .
y =@+ («©) n

con le funzioni u(§) — & e v(€) entrambe periodiche di periodo 1 e tale che la
hamiltoniana trasformata K = H o ¢ soddisfi

Ke(£,00=0, K,(0) =w.

8Data una funzione
f:T" >R

denoteremo con (f(-)) la sua media su T™, cioé:

GOy = [ f@)da.
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Inoltre valgono le sequenti stime in Xg,:

cd
<

16(¢) = ¢l < 2575 (1—0)r

|p¢ (€)
|Kn(Q) — QO] £ 57~

cd T7+1

-1
[vou™"(x)| < Wr

Il teorema precedente ci fornisce quindi una soluzione quasi-periodica vicina al
toro (non invariante) T™ x {0}, che viene preso come “soluzione approssimata
iniziale”. Tale soluzione é data da:

{w@)zu@ﬂ
v(wt) .

Osserviamo come il risultato dimostrato sia fortemente quantitativo, nel senso
che comprende tutta una serie di stime che risulteranno necessarie per applicare
tale teorema per la dimostrazione del caso differenziabile.

Questo contesto € pit generale del caso di un sistema hamiltoniano quasi-
integrabile: ci limitiamo infatti a considerare soltanto la perturbazione di un
singolo toro, cioé un toro che é sufficientemente vicino al toro di un sistema
integrabile e mostriamo come, sotto opportune condizioni di non degenerazione
per 'hamiltoniana H (espresse attraverso le richieste sulla matrice @), par-
tendo da tale soluzione approssimata sia possibile ricavare una soluzione quasi-
periodica per il nostro sistema, cioé un toro invariante vicino al toro iniziale (i.e.
T™ x {0}). Il caso di un sistema hamiltoniano quasi-integrabile & chiaramente
un caso particolare, poiché tutti i tori massimali invarianti per il sistema inte-
grabile corrispondono a soluzioni approssimate per il sistema perturbato (per
Penunciato relativo al caso quasi-integrabile si veda il corollario 2.2.2 nella Tesi).
La tecnica adottata segue sostanzialmente lo schema delineato da Kolmogorov
nel suo lavoro del 1954 [40] (che nonostante I’estrema chiarezza espositiva, man-
ca di dettagli tecnici) e ripreso da Salamon in [60]: costruiremo una successione
di hamiltoniane reale analitiche H®) nelle strisce ¥, , con

To =T

146 1-9

T+

T vl

in modo che l’errore commesso nella scelta della soluzione approssimata, de-
cresca in maniera quadratica ad ogni passo dell’iterazione (& questo lo schema
superconvergente che garantird la convergenza dell’intero algoritmo). La condi-
zione di non degenerazione imposta é indispensabile, in quanto ci permettera,
ad ogni passo, di trovare una trasformazione simplettica che lasci invariata la

frequenza w; questo fatto verra pagato con una variazione del livello energetico
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(cioé dell’energia del toro perturbato). Vedremo nel capitolo 4 come il voler
lasciare invariato il livello energetico richieda una diversa condizione di non de-
generazione (che chiameremo condizione di non degenerazione isoenergetica per
distinguerla da quella standard che abbiamo sopra considerato): in tal caso ad
ogni passo (a meno di non richiedere ulteriori condizioni analoghe a quella ri-
chiesta nel caso standard) avremo una variazione (piccola) della frequenza, che
si tradurra in una variazione della frequenza finale del toro perturbato (anche
questa sufficientemente piccola).

Capitolo 3 - Teorema KAM: caso differenziabile (versione di Salamon)

In questo capitolo vogliamo dimostrare un teorema analogo a quello del capitolo
precedente, ma in un contesto diverso: non supporremo piti I’analiticitd della ha-
miltoniana, ma ci limiteremo a supporre che sia sufficientemente differenziabile
(in termini che poi discuteremo pit dettagliatamente). Non ¢ possibile applicare
direttamente lo schema di Kolmogorov in tale contesto, in quanto l’iterazione
sarebbe destinata a “morire” dopo un numero finito di passi, a causa si una per-
dita di differenziabilita cui si assiste inevitabilmente ad ogni step dell’iterazione.
La tecnica che seguiremo consiste invece nel trovare una successione di hamil-
toniane analitiche convergenti alla nostra hamiltoniana ed applicare il teorema
dimostrato nel caso analitico a tale successione. Per far cid dovremo innanzi-
tutto introdurre uno smoothing operator, cioé sviluppare una tecnica di appros-
simazione di funzioni C' con una successione di funzioni analitiche, rifacendoci
ai lavori di Moser, Jackson, Zehnder e Bernstein e cercando di relazionare le
proprietd qualitative relative alla differenziabilita della funzione, in termini di
stime quantitative per tale successione approssimante.

L’approccio che seguiremo é quello sviluppato da Salamon in [60]: osserviamo
che in queste note (non pubblicate, ma reperibili sulla pagina web dell’autore)
lo stesso autore segnala (con una nota aggiunta a mano) un’errore relativo alla
tecnica di approssimazione sopra menzionata e ad alcune stime connesse allo
smoothing operator introdotto, ma non fornisce dettagli relativi alla correzione.
Il passo successivo é stato apportare le modifiche necessarie alla dimostrazione
del teorema KAM (caso differenziabile) presente in [60], tenendo conto delle
correzioni sopra effettuate. E’ bene sottolineare che nonostante tali variazio-
ni, le idee e le tecniche alla base della dimostrazione di Salamon continuano a
rimanere sostanzialmente valide.

Il capitolo é strutturato nel seguente modo:

- Nella prima parte introduciamo gli spazi hélderiani e dimostriamo alcu-
ne proprieta, quali ad esempio delle interessanti stime di interpolazione
(in alcuni casi particolari) che legano tra loro le norme holderiane con
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esponenti diversi e che ci serviranno per dimostrare alcune stime relative
all’operatore di regolarizzazione che andremo a definire.

Il passo successivo sard proprio introdurre tale operatore di regolarizza-
zione e dimostrare alcune stime che legano la funzione regolarizzata con
un opportuno polinomio di Taylor della funzione originaria. Tali stime ri-
sulteranno indispensabili per poter dimostrare il teorema KAM in questo
nuovo contesto.

Il lemma che dimostreremo ¢ il seguente:

Lemma. (Jackson, Moser, Zehnder)

Esiste una famiglia di operatori “regolarizzanti” S, (con 0 < r < 1) dallo
spazio C°(R™) allo spazio delle funzioni intere su C", tali che per ogni
I > 0 esista una costante C = C(l,n) in modo che valgano le sequenti
stime. Se f € C'(R™) allora per |a| <1 e |Imz| < r si ha:

(i Im z)?

IB' S le'Clrl_la‘

08, flw) = D 0 f(Rex)

1BI<t—|al

ed in particolare per p <r
0%8,f = 0°S,f|, < C|f|car' 1ol .
Inoltre, nel caso reale abbiamo:

|Srf — fles < C|f|clT'l_s s<l
|Srflcs < C|f|cirt® 1<s.

Infine, se f ¢ periodica rispetto a qualcuna delle sue variabili, allora anche
le funzioni approssimanti S, f lo sono rispetto alle stesse variabili.

Fatto cio, cercheremo di legare le proprieta di differenziabilita di una fun-
zione in termini di stime quantitative per la successione di funzioni analiti-
che approssimante. Tale risultato puo in un certo senso essere interpretato
come un ‘“viceversa’ del lemma precedente. Una sua versione classica &
dovuta a Bernstein e lega le proprieta di differenziabilita di una funzione
periodica con delle stime quantitative per una successione approssimante
di polinomi trigonometrici. Dimostreremo il seguente risultato:

Lemma. (Bernstein, Moser)
Sia f : R" — R il limite di una successione di funzioni reali analitiche
fu(x) definite nella striscia complessa

{zeC": [mz|<r,=2""re},
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con 0 < rg <1 e tali che

fo=0 e |fu(@) = fu-1(2)lr, SATf,,
con A costante. Allora f € C*(R™) per ogni s < [ non intero ed inoltre
CA
p(p—1)

dove 0 < p = s —[s] < 1 ¢ la parte frazionaria di s e C = C(l,n) > 0 &
un’opportuna costante.

|fles <

Inoltre, se le f, sono periodiche nelle variabili x;, allora anche la funzione
limite f lo é.

A questo punto abbiamo sviluppato tutti gli strumenti per poter estendere
il teorema KAM al caso differenziabile. Il teorema che dimostreremo ¢ il
seguente:

Teorema 2. (Moser)
Sianon>2,7>n—-1,v>0,m>0,l>2r+2+m, M>1ep>0,e
supponiamo che w € R™ sia un vettore (v, 7)-diofantino, cioé

Waﬂzﬁ% Vjez"\{0}.

Sia inoltre G C R™ un dominio aperto contenente B,(0) e sia F € C'(T" x
G) tale che

per x € T"; supponiamo inoltre che soddisfi le sequenti stime per x € R”
eyeG:

|Flor <M
|<Fyy(';0)>_1| <M.

Allora esistono delle costanti
E*:E*(’Y7T7l7m7M7n7p)>0 € 626(77T7l7m7M7n7p)>0

in modo che valga quanto segue.
Se H € C'(T" x G) ¢é una funzione hamiltoniana tale che per qualche
e <e* si abbia

|H — Flgs < Mel=? per ogni 0 <s <,

{x:ma
y =v(§)

allora esistono
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soluzioni del problema

tali che:

i) u(€) — & e v(€) sono entrambe periodiche con periodo 1;

ii) u € C*(R*",R*) evout € C*t7(R",QG), per ogni s < m + 1 tale
chesgNes+7¢N

Valgono inoltre le sequenti stime:

¢
(1 — p)

IN

|u —id |- gmti—s 0<s<m+1

lvoutgs < ﬁem"'ﬂ'l_s 0<s<m+71+1,

con<p=s—[s]<1.

Osserviamo che stiamo richiedendo alla nostra hamiltoniana di essere C!
conl > 2742 > 2n (in quanto 7 > n —1). Queste condizioni (nettamente
migliori rispetto a quelle trovate da Moser nel suo lavoro originale sulle
twist maps - corrispondenti a due gradi di libertd - dove il numero di
derivate richiesto era piuttosto eccessivo: 333), coincidono con quanto
dimostrato da Poschel (cfr. [53] e [54]). Osserviamo inoltre che tale lower
bound sembra essere ottimale, come mostrano diversi esempi esistenti in
letteratura, quali [37], [65] o [42]. Inoltre maggiore é la regolarita della
hamiltoniana, maggiore sara la regolaritd delle soluzioni trovate.

La tecnica che abbiamo seguito, come gid accennato in precedenza, si basa
su un’idea di Moser che viene ripresa nelle note di Salamon (con opportune
correzioni): approssimeremo la nostra hamiltoniana con una successione
di hamiltoniane reali analitiche, usando le tecniche sopra discusse ed ot-
terremo quindi una successione di hamiltoniane, definite su strisce sempre
piu sottili, ciascuna delle quali soddisfera, all’interno della propria striscia,
le condizioni richieste dal teorema KAM analitico. Quindi troveremo una
successione di trasformazioni simplettiche reali analitiche (vedi teorema 1)
e questo ci permettera di costruire uno schema iterativo convergente, che
ci fornira i risultati richiesti.

Per I’enunciato relativo ai sistemi quasi-integrabili si veda il corollario 3.3.2
nella Tesi.

Nell’ultima parte del capitolo, mostreremo alcuni risultati relativi all’u-

nicita e alla regolarita delle soluzioni trovate. In particolare mostreremo
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che, con le stesse condizioni di regolarita richieste nel teorema 2, si pud
dimostrare un risultato di unicita (locale) per i tori invarianti con un’as-
segnata frequenza diofantina w. In un contesto piu generale tale problema
¢ stato ampiamente discusso - nel caso analitico - da Zehnder (cfr. [71]) e
le idee e le tecniche da noi riprese (vedi [60]) sono profondamente ispirate
a tale lavoro. In particolare dimostreremo il seguente risultato:

Teorema 3. Sianon > 2, v> 0, 7>n—-1,0< A<, M >1ed
=74+ X+1, e supponiamo che w € R" sia un vettore (v, 7)-diofantino,
cioé

il > 7 Vienm\{o}.
Sia inoltre G C R™ un dominio aperto contenente lo zero e sia H €
CH2(T™ x G) una hamiltoniana tale che

ed in modo che le sequenti condizioni siano soddisfatte:
[H|civa <M e |(Hyy(-,0) ' <M.
Allora esiste una costante
0<d=06(y,7,An,M)<1

in modo che valga quanto segue.
Se u € CHR™,R") e v € CY(R™, Q) soddisfano

OH

Du= —
u a9y (u,v)

OH

py=-22
v 63: (U,’U),

le funzioni u(§)—¢ e v(€) sono periodiche di periodo 1, vou™! € CY(T",G)
e valgono le sequenti stime

ug ~Ta <6 ¢ fooujor <4,

allora

Il
o

ue =1 e v

Questo risultato di unicita, insieme al teorema KAM differenziabile, ci
permetterd di mostrare che le soluzioni di un sistema hamiltoniano C'*
sono anch’esse C*°:
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Teorema 4. Sianon >2, v>0, 7 >n—1, edl > 27+2, e supponiamo
che w € R™ sia un vettore (v, 7T)-diofantino, cioé

il > e Viezm\{o}.
Sia inoltre G C R™ un dominio aperto e sia H € C*(T" xG) una funzione
hamiltoniana.

Consideriamo u € CH1(R*,R"*) e v € CY(R",G), tali che

z = u(§)
y = ()
sia una soluzione del sistema hamiltoniano associato, con u(€) — & e v(€)

stano periodiche di periodo 1 ed u diffeormorfismo del toro T™. Supponiamo

infine che

det ((ug (&) Hyy(u(€),v(€)) ug (§)71)) #0.

Allora u € C*® ev € C*.

Capitolo 4 - Teorema KAM: caso isoenergetico

Abbiamo discusso nei capitoli precedenti la conservazione dei tori invarianti mas-
simali corrispondenti a frequenze diofantine, sia nel caso di sistemi hamiltoniani
analitici, che di sistemi sufficientemente differenziabili. I risultati che abbiamo
fin qui provato (cfr. teorema 1 e teorema 2) ci hanno permesso di concludere che,
sotto opportune ipotesi di non degenerazione sulla hamiltoniana imperturbata
e sulla taglia del fattore perturbativo, i tori invarianti non risonanti associati
ad una frequenza diofantina w, sopravvivono per il sistema perturbato, i.e. il
sistema perturbato continua ad ammettere un toro invariante corrispondente
alla stessa frequenza diofantina w, ma - in generale - su un differente livello
energetico.

Il problema che vorremo affrontare ora é il seguente:

E’ possibile dimostrare la conservazione dei tori invarianti massimali corrispon-
denti o valori di energia fissati? Cosa possiamo dire in tal caso relativamente
alle frequenze di tali tori perturbati?

Questo problematica trova le sue motivazioni oltre che in una irrefrenabile curio-
sita matematica, in molti problemi fisici, dove € essenziale il controllo del valore
energetico delle soluzioni di un problema assegnato; inoltre, promette risultati
potenzialmente pit significativi per lo studio della stabilitad di tali sistemi: in-
fatti in tal caso la conservazione di tali tori verrebbe garantita su ciascun livello
energetico.

Purtroppo tale risultato - in generale - non é valido, se imponiamo condizioni
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analoghe a quelle richieste nel caso standard: si riescono infatti a trovare dei
controesempi che ne negano la validita. Dobbiamo trovare quindi una condizione
che ci garantisca la non degenerazione isoenergetica della nostra hamiltoniana
integrabile, cioé una condizione che ci permetta di dimostrare il risultato in
questione.

Nel primo paragrafo discuteremo la natura di tale condizione di non degenera-
zione ed i suoi legami con la condizione di non degenerazione standard: mostre-
remo (con degli esempi) che tali condizioni sono indipendenti e che conducono
a risultati differenti nell’ambito della teoria KAM e della conservazione dei tori
invarianti diofantini.

Nei paragrafi successivi dimostreremo delle versioni quantitative del teorema
KAM isonergetico, nella classe delle hamiltoniane analitiche e in quella delle
hamiltoniane differenziabili: le condizioni di regolaritd che otterremo in que-
st’ultimo caso, sono esattamente le stesse del caso standard.

Le tecniche che useremo si rifanno agli schemi discussi nei capitoli precedenti,
opportunamente modificati per adattarli a questo nuovo contesto: infatti, no-
nostante 1’originalita dei risultati di questo capitolo, non pud essere negato il
notevole contributo fornito da quanto discusso in precedenza e dalle note di Sa-
lamon (nonché da alcune osservazioni in [23], dove pero viene considerato solo il
caso analitico). Osserviamo che la condizione di non degenerazione isoenergetica
ci permetterd ad ogni passo dello schema di lasciare invariato il livello energe-
tico, ma tutto cid comporterd una variazione (seppur minima) della frequenza,
comportando una variazione delle frequenza finale, dipendente dalla taglia della
perturbazione; la nuova frequenza sara della forma w' = (1 + k)w con k suffi-
cientemente piccolo (di cui forniremo delle precise stime), e quindi i rapporti
tra le componenti delle frequenze (frequency ratios) rimarranno costanti (cioé
le frequenze rimangono costanti se viste nello spazio proiettivo).

Enunciamo i risultati principali che dimostreremo. Cominciamo dal caso anali-

tico:

Teorema 5. (Teorema KAM isoenergetico, caso analitico)
Sianon>2, 7>n—-1,v>0,0<0<1, E€R e M >1 e supponiamo che

w € R™ sia un vettore (v, T)-diofantino, cioé

vjezZ"\{0},

. B

|w-jl > +
7]

tale che |w| < M.

Allora esistono delle costanti

0* =6 (y, 7,6, M,n) >0 e c=c(y,7,0,M,n) >0

in modo che c6* < 2274 ¢ che valga quanto segue.

Sia H(x,y) una hamiltoniana reale analitica nella striscia

2 ={(z,y) € o Imz| <7 |y <r}
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con 0 < r <1, periodica di periodo 1 nelle componenti x1, X2, ..., T, € tale da
soddisfare le sequenti condizioni per (x,y) € X, e per qualche § < §*:

|H(z,0) — BE| < ér*7+2
|[Hy(2,0) —w| < or7*

0
|Hyy(2,9) = Qa,9)| < 17

dove Q(z,y) € C**™ ¢ una matrice simmetrica (non necessariamente analitica)

nella striscia X,; definiamo, inoltre

z, —wT
Amw=<Q(” )
w 0
e supponiamo che in X, si abbia:
RI<M e (AC0) T <M.

Allora esiste una trasformazione simplettica, reale analitica z = ¢(() (dove
z=(z,y) eC=(&mn)) della forma

z = u(§)

y =v(&) + (u{ () 'n
con le funzioni u(§) — & e v(€) entrambe periodiche di periodo 1 e tale che la
hamiltoniana trasformata K = H o ¢ soddisfi:

K(&, 0) =E, K§(€7 0) =0, Kn(ga 0) = (1 + k)w

dove |k| < 227+3cor7HL,

Inoltre valgono le sequenti stime in Xg,:

60— < 5 (1)
6(Q) ~T1< oo
Kn(€) ~ Q)| < 1o
vouta)| < poer

Osserviamo che le condizioni di non degenerazione isoenergetica si traducono
nelle condizioni imposte sulla matrice A.

Analogamente a quanto gia fatto nel caso standard, estenderemo tali risultati
al caso differenziabile:
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Teorema 6. (Teorema KAM isoenergetico, caso differenziabile)
Sianon>2,7>n—-1,v>0, E€R m>0,1l>2r+24+m, M >1ep>0,
e supponiamo che w € R" sia un vettore (v, T)-diofantino, cioé

lw-j| > vjez"\{o},

1317
tale che |w| < M. Sia inoltre G C R™ un dominio aperto contenente B,(0) e
sia F € C'(T™ x G) tale da soddisfare:

Fy(2,0) =0
Fy(z,0) =w
F(z,0)=FE

per x € T™.
Supponiamo, inoltre, che soddisfi le sequenti stime per xt € R* ey € G:

|Flct < M
[(A(,0)7t < M,

dove

T
Alz,y) = ( Fyyf’y) ;) ) :

Allora esistono delle costanti

*

et =¢e*(v,n,l,m,M,n,p) >0 e E=¢&(y,1,l,m,M,n,p) >0

in modo che valga quanto segue.
Se H € CY(T™ x G) é una funzione hamiltoniana tale che per qualche ¢ < e* si
abbia:

|H—F|c: < Mel—s per ogni 0 <s<1I,

{ z = u(§)
) =U(f),

O0H
Dayrywu = a_y(“’“)

allora esistono

soluzioni del problema

oOH
D -
(14+k)w¥ o (u,v)

dove |k| < 27t8=m&em™ 7+ (per un’opportuna costante &), tali che:

1. u(§) — € ev(€) sono entrambe periodiche con periodo 1;
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2. ue C*(R*,R") evou~t € C*F"(R™,G) per ogni s < m+1 tale che s ¢ N
es+7¢E€N;

3. H(u(&),v(€)) = E per ogni £ € R".

Valgono inoltre le seguenti stime:

¢
p(l— p)

Cc

lu —id]|cs < gmtl-s 0<s<m+1,

lvout|cs < gmtTHlTs 0 <s<m+T+1,

~p(l—p)

con0<p=s—1[s] <1

Per gli enunciati relativi ai sistemi quasi-integrabili si vedano i corollari 4.2.2 e
4.3.2 nella Tesi.

Capitolo 5 - Tori parzialmente iperbolici (caso differenziabile)

Abbiamo visto nei capitoli precedenti ’eccezionalita e la novita dell’utilizzo del-
le tecniche KAM per la dimostrazione della sopravvivenza dei tori non risonanti
di sistemi hamiltoniani, sia nel caso analitico che in quello differenziabile. In
questo capitolo vogliamo spostare la nostra attenzione sul destino dei tori ri-
sonanti parzialmente iperbolici, che svolgono un ruolo di cruciale importanza
nello studio della cosiddetta diffusione di Arnol’d. Questi particolari tori fu-
rono inizialmente studiati da Poincaré; fu Arnol’d in [5] a denominare tali tori
whiskered (cioé coi baffi) e ad utilizzarli nel suo famoso esempio di un fenomeno
di diffusione, che oggi porta il suo nome.

Risultati di tipo KAM relativi alla sopravvivenza dei tori parzialmente iper-
bolici, per effetto di piccole perturbazioni del sistema, sono stati ottenuti e
ampiamente discussi in [35] e [71], dove vengono analizzate hamiltoniane anali-
tiche. In questo nostro lavoro vogliamo invece soffermare la nostra attenzione
su hamiltoniane sufficientemente differenziabili, ma non necessariamente analiti-
che. Il metodo che seguiremo consistera nel combinare una versione del teorema
KAM (caso differenziabile standard e isoenergetico), con degli schemi propri
della teoria delle varietd normalmente iperboliche, sviluppata da Fenichel (cfr.
[28] e [69]), e dimostreremo dei risultati di conservazione per i tori parzialmente
iperbolici differenziabili, sia nel caso standard che nel caso isoenergetico (que-
st’ultimo risultato & nuovo).

Entriamo nei dettagli del metodo che seguiremo. Considereremo una hamilto-

niana della forma:
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con
r = (r1,%2,...,2) €R
Yy = (ylayZa"'ayl)eRl
I = (I,L,....I;}) eUCR*
o = (p1,02,--.,01) €T

dove U ¢ un insieme aperto di R¥ ed A una matrice definita positiva.
Mostreremo che tale hamiltoniana possiede una varietd invariante 2k-dimensionale:

M={(z,9,,9): 2=y=0,1€U, peT},
consistente in una famiglia k-parametrica di tori k-dimensionali, cioé:

M= ] T(),

IeU

dove
T(I) = {(0,0,1,¢), ¢ €Tk}

Inoltre, M possiede delle varietd stabili e instabili (2k + I)-dimensionali, date
rispettivamente da:

W' M) = {(0,y,L,p): yeR, IT€R", p €T} = {z =0}
W (M) {(2,0,1,p): e R, T€R", peTF} = {y=0}.

Piu precisamente, W?*(M) e W*(M) sono anch’esse delle varietd invarianti con-
tenenti M (in particolare W*(M)NW* (M) = M) e costituite da traiettorie che le
si avvicinano asintoticamente per t — +00 e t — —o0 rispettivamente. Ancora
pitl precisamente, a ciascun toro k-dimensionale in M

T(IO) = {(0705-[0a(10) ) pE Tk};

possiamo associare delle varietd (k + [)-dimensionali, dette rispettivamente baffi
stabili e baffi instabili:

W) = {(0,y,10,0): yeR, T€R, pe T} ={x=0, I =L}
W) = {(2,0,Ip,0): R, TeER, peT={y=0, =1},

che costituiscono una foliazione di W*(M) e W*(M) e sono tali che:

W?(Io) NW*(Io) = T(lo)-

Quello che vorremmo mostrare é il seguente risultato (che in seguito enunceremo
in una formulazione pitl quantitativa):
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Sia In € U tale che w(ly) sia un vettore (7, 7)-diofantino. Allora, sotto oppor-
tune ipotesi di non degenerazione per h, il toro invariante T(Iy) per la hamilto-
niana Hgy, con v sufficientemente grande, sopravvive insieme ai suoi baffi stabili

e instabili, ad una perturbazione sufficientemente piccola e regolare del sistema.

Lo schema che useremo per dimostrare tale risultato é il seguente:

1. Mostreremo innanzitutto la conservazione (locale) di W*(M), cioé ’esi-
stenza di una varieta che denoteremo con W= (M), C™! - diffeomorfa a
WH*(M). Per far questo utilizzeremo delle tecniche proprie della teoria geo-
metrica dei sistemi dinamici, rifacendoci a quanto sviluppato da Fenichel
per le varieta normalmente iperboliche. Descriviamo pitl dettagliatamente

il procedimento che seguiremo:

- Considereremo un intorno Ny della nostra varietd (costruito in ma-
niera opportuna a partire dalla dinamica del sistema) e prenderemo in
esame lo spazio delle sue sezioni, cioé applicazioni definite su W*(M)
a valori in Ny.

- Rifacendoci ad un idea gia usata da Hadamard (per dimostrare ’e-
sistenza delle varietd stabile e instabile associate ad un punto fisso
di un diffeomorfismo), definiremo una trasformazione grafico da un
sottospazio dello spazio delle sezioni in se stesso; faremo vedere che
tale applicazione é una contrazione e dedurremo I’esistenza di un
punto fisso. Per come abbiamo definito la trasformazione grafico, i
suoi punti fissi coincideranno con delle varietd lipschitziane invarianti
(localmente) rispetto al flusso perturbato.

- Il passo successivo sard dimostrare la regolaritd di tale varieta: di-
mostreremo che € piu che lipschitziana; faremo vedere infatti che é

C™L. Per far cid, utilizzeremo un procedimento iterativo:

a) Innazitutto faremo vedere che ¢ C': ricaveremo un’equazione
formale che la funzione deve soddisfare per essere C' ed utiliz-
zando un procedimento iterativo mostreremo che una soluzione
di tale equazione esiste e coincide proprio con la derivata della

nostra funzione.

b) Iterando lo schema arriveremo a dimostrare che & C"~!.

2. In maniera analoga si dimostra la conservazione (locale) della varieta
W#(M): infatti basta osservare che attraverso un’inversione temporale,
tale varietd diventa proprio la varietd instabile del sistema cosi ottenuto.

3. Utilizzando tali risultati mostreremo la conservazione (sempre locale) della
varietd M, cioé ’esistenza di una varietd M., C"!-diffeomorfa ad M e
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localmente invariante per il flusso perturbato.

I risultati fin qui dimostrati possono essere cosi riassunti:

Teorema 7. Sian=1+k >2 (conk>1el>1),r € Nconr >3,

p1, p2 > 0.
Consideriamo una hamiltoniana C"(R% x U x T*) della forma:

dove
r = (x1,29,...,m) €R
y = (Wy2,--,m) €R
I = (I,L,....I;)eUCR
¢ = (p1,902,...,06) €T

con U aperto di RF.

Assumiamo, inoltre, che valgano le sequenti proprieta:
(a) A é una matrice definita positiva;
(b) [hlcr < M.
Allora esistono
e*=e*(l,k,M, A r, p1,p2) e C=C(,A k,M,r,p1,p2)

tali che valga quanto seque. Se consideriamo una perturbazione hamilto-
niana del nostro sistema

H(%Z/;L‘P) = HO(wayala(p)+€H1(wﬂyala(p) =
= - Ay+h(I)+eHi(z,y,1,9)
con
H, € C"(B,,(0) x B,,(0) x B,,(Iy) x TF)

tale che B,,(Ip) C U e e < &%, allora le varieta M, W*(M) e W*(M)
sopravvivono localmente a tale perturbazione; in particolare:

M. = {m:u?(],go),y:ﬂ([,(p) : IEB%(IO),wGTk}
Wi = {y=u@,L,¢): z€By(0), I€Bey ) T}
W) = {s=wy,l,y): yeBu(0), I€Bu(l), peT},

con U, W, u e w funzioni C"™"1 nel loro dominio di definizione tali che

|al, @], [ul, |w]

Dil, |Dw|, [Dul, |Dw|

IA
™

IA
Q
>
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4. Restringeremo il sistema hamiltoniano a tale varietd M, : dimostreremo

innanzitutto un lemma tecnico che ci permettera di concludere che il siste-
ma, cosi ottenuto é ancora hamiltoniano e che la sua hamiltoniana coincide
proprio con ’hamiltoniana ristretta ad M. Otterremo quindi un sistema
hamiltoniano (dipendente solo dalle I e dalle ¢) quasi-integrabile, a cui
sard possibile applicare i risultati discussi nei capitoli 3 e 4, deducendo
la conservazione dei tori parzialmente iperbolici sia nel caso standard che
nel caso isoenergetico. Per quanto riguarda la conservazione dei loro baffi,
questa & conseguenza della conservazione di W*(M) e W*(M).

In particolare dimostreremo i seguenti due risultati:

Teorema 8. (Conservazione tori parzialmente iperbolici, caso dif-
ferenziabile)
Sian=1+k>2(comk>1el>1),7>k—-1,v>0, m >0,
r>2r+m+3 (conr €N, M >1, pi, pp >0 ewy € RE un vettore
(v, 7)-diofantino, cioé

|w0']'|2# Vj e Z*\ {0}.

Sia inoltre U C R¥ un dominio aperto contenente B,,(Iy) .
Consideriamo una hamiltoniana C™ (R x U x T*) della forma:

H($>y717<p) =$Ay+h(1)+EH1(way7l7§0)

dove
z = (T1,%2,...,7) € R
Yy = (91,11/2,---,y1)€Rl
I = (1171277Ik)€UCRk
(p = (8017()027"'7901;:)6'1‘]6.

Assumiamo, inoltre, che:

(a) A sia una matrice definita positiva;

(b) o0
E(IO) = wo
|hler < M

‘(227’;(1()))_1 <M.

Allora esistono delle costanti

6* = 6*(75737'5maAaMalakaplapZ) >0
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¢c= &(vaTaramaAaMalakaplaPQ) > 07
in modo che se
ce < min{l,pl,pQ}

e per qualche § < 0* si ha

|6H1

s < Mé? per ogni 0 <s<r,

allora esiste una soluzione del sistema hamiltoniano associato ad H,

dove

tale che:

(a)

b) p(&) — & e I(€) sono periodiche con periodo 1 ;
¢) pe C*(RF RF) efop' e C+7 (R*, B, (Io)) per ogni s <m + 1
tale che s¢ Nes+71¢N.
Valgono inoltre le sequenti stime:
_°
(1 — p)

~ ¢
Hop™ o < ———
p(l = p)

con0<p=s—[s]<1.

|¢ —id|ce < gmti=s 0<s<m+1,

gmtTH=s 0<s<m+71+1,

d) u e v soddisfano le sequenti stime:

|u], [w]

|Dul, |[Dw]|

IA

g

ce .

IN

Teorema 9. (Conservazione tori parzialmente iperbolici, caso dif-
ferenziabile - isoenergetico)

Sian=1+k>2(conk>1el>1),7>k—-1,~v>0, m >0,
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r>27r4+m+3(conr €N, M>1,p,po >0, EER ewy € RF un
vettore (v, T)-diofantino, cioé

|w0'j|2# Vj e Z*\ {0},

tale che |wo| < M. Sia inoltre U C R¥ un dominio aperto contenente

By, (Io) -
Consideriamo una hamiltoniana C™(R% x U x T*) della forma:

H(:L'Jy;[;(p) =.’L’Ay+h([)+EH1($,y,I,Q0)

dove
z = (z1,22,...,4) ER
Y (y1,92,---, ) ER
I = (IlaI2;---,Ik)€UCRk
¢ = (p1,92,-..,90%) € TF.

Assumiamo, inoltre, che:

(a) A sia una matrice definita positiva;

(b)
hIy) = E

oh
ﬁ(—’o) = wo

|hler < M
(AT ™| < M,
dove
Ohpy - (@U))T
Al = %Ih oI

5@ 0

Allora esistono delle costanti

0= 6*(’777—77'7m7AJM517k;plap2) >0

~:5(7,T,T,m,A,M,l,k,p1,p2) > 0)

i modo che se
ce < min{l,pl,pQ}

e per qualche § < 6* si ha

|6H1

s < Mo2 per ogni 0 <s<r,



31

allora esiste una soluzione del sistema hamiltoniano associato ad H,

I=1()
0 =p(§) )
2 = #(§) = u(l(§),(8))
y =9(&) = v(I(£),(€)),
dove
u, v € C" H(Bez (Io) x T*),
tale che:
(a) -
Dt soue? = =757 (#(8),5(8), 1), ¢(£))
Divsoyun = 2—5(@(5), §(0),1(6), 9(£))

con || < 278 mEemTTHL (per un’opportuna costante &).

b) @(€) — € e I(€) sono periodiche con periodo 1 ;

A

c) H((€),9(€),1(€),9(€)) = E, per ogni € € R
d) p € C*(R*,RF) e [op ' € C*7(RF, B, (Iy)) per ogni s < m +1
tale che s¢ N es+71¢&N.
Valgono inoltre le sequenti stime:
_°
p(l— p)

c

|$ —id|cs < §mti=s 0<s<m+1,

[Top e < gmtTHl=s 0<s<m+71+1,

p(l = p)
con0<p=s—[s]<1.

e) u e v soddisfano le sequenti stime:

IN
™

|u], [w]

|Dul, |Dw| < ¢ée.
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