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Capitolo 1

Sintesi

La teoria della dimostrazione ¢ alla base dello studio della logica matemati-
ca. Lingrediente essenziale di una dimostrazione, nella pratica matematica,
é 'uso dei lemmi, ovvero, di risultati intermedi che permettono di semplifi-
care la dimostrazione dei teoremi.

Per studiare le dimostrazioni, parte della logica matematica si € occupata
di formalizzarle. Tra i sistemi logici piu vicini al modo di "ragionare di
un matematico", vi sono il calcolo dei sequenti e la deduzione naturale, en-
trambi introdotti da Gentzen nel 1935 ("Untersuchungen uber das logische
Schliessen", vedi [22]):

e Il calcolo dei sequenti ¢ uno strumento di base per lo studio delle leggi
della logica; in esso, ’utilizzazione dei lemmi corrisponde ad una figura

fondamentale del ragionamento: la regola del taglio.

e La deduzione naturale é un sistema in cui le regole logiche applicate
assumono un ruolo di primaria importanza nella rappresentazione delle
dimostrazioni: queste diventano "alberi" (grafi aciclici e connessi), i cui

nodi sono le formule e le cui diramazioni sono le regole logiche.

Tra i risultati principali di Gentzen, vi ¢ il "teorema di eliminazione del
taglio": in logica pura del primo ordine, una qualsiasi dimostrazione 7 di

una formula A pud essere trasformata in una dimostrazione 7’ di A che non



contiene alcuna occorrenza della regola di taglio. La dimostrazione del teo-
rema suddetto oltre a fornire una dimostrazione cut-free 7’ di A, indica una
strategia di riduzione (tramite delle regole di trasformazione) che a partire
da 7 conduce a tale 7’. Intuitivamente questo significa che é sempre possibie

(almeno in teoria) dimostrare un teorema senza fare mai uso dei lemmi.

Oltre ad interassare i logici matematici, lo studio del processo di eliminazione
del taglio ha riscosso un notevole interesse nel mondo informatico(teorico).

Vediamo di capirne il motivo.

In maniera completamente indipendente dalla logica, negli anni 30 Church
introdusse un sistema di termini detto A-calcolo puro (di cui non parleremo
in questa tesi); questo condusse a notevoli altri sviluppi, che successivamente
portarono alla definizione del A-calcolo tipato semplice. I termini che si
definiscono in tale sistema hanno una caratteristica particolarmente inter-
essante: essi possono essere visti come programmi e il tipo di tali termini
corrisponde ad una specificazione di quello che il programma fa in modo

astratto.

La scoperta della corrisondenza Curry-Howard, che é un isomorfismo tra
dimostrazioni della logica intuizionista (minimale per 'esattezza) ristretta al
frammento (A, —) e termini del A-calcolo tipato semplice consente, quindi,
di stabilire un nesso tra la logica e 'informatica.

In quest’ambito, una dimostrazione puo essere vista come un programma, la
cui esecuzione corrisponde in un senso molto preciso ad eliminare i tagli dalle
dimostrazioni. Il processo di eliminazione del taglio consiste nel trasformare
una dimostrazione in un’altra senza tagli mediante una successione di regole
di riduzioni, come gia osservato in precedenza; queste regole di riduzione rap-
presentano una sorta di calcolo. A questo punto é possibile porsi la seguente
domanda: cosa si preserva sotto le regole di questo calcolo?

A tal proposito, viene introdotta la semantica denotazionale che costituira

uno degli argomenti portanti trattati in questa tesi.



Semantica denotazionale

N

Il tipo di semantica che consideriamo, in questa tesi, € concreto: ad ogni
dimostrazione m, associamo un insieme, 7, che ¢ la traccia di una funzione.
Questa associazione puo essere vista come un modo di definire un’equivalen-
za, che denoteremo con =, tra dimostrazioni (7 ~ 7 sse 7* = (7)) delle

stesse formule (o degli stessi sequenti), e che soddisfa le seguenti condizioni:

2N . . . . . ..
1. se m ¢é la dimostrazione ottenuta da 7, mediante il processo di elimi-

. . !
nazione del taglio, allora 7 ~ 7 ;

2. la relazione ~ é non degenere: esiste una formula con almeno due

dimostrazioni non equivalenti;

. N /
3. la relazione ~ é una congruenza: se m e ™ sono state ottenute da A e

/ . . / ’
A, mediante la stessa regola logica, e se A =~ X\, allora 7 ~ 7.

La semantica denotazionale che presentiamo é quella degli spazi coerenti,
introdotta da Girard in [10], che viene prima descritta per la logica intu-
izionista e poi si vedra come proprio la struttura di spazio coerente condurra
in modo naturale alla nascita della Logica Lineare. Per far questo ripercor-
riamo la strada che ha portato Girard all’introduzione della Logica Lineare,

utilizzando la definizione di Spazio Coerente e di funzione stabile.

Definizione 1.0.1. e X é uno spazio coerente sse X ¢ un grafo non
orientato e riflessivo, ossia, sse X = (|X|, —~ |[mod X]), dove |X| é un
insieme e —~ [mod X] é una relazione di coerenza binaria riflessiva e

simmetrica su |X].

e GIli elementi dello spazio coerente X sono chiamati cricche: a C X ("a
¢ una criccadi X")ssea C |X| AVxVy(x€aAy€a—x~y|mod
X])

Su tali spazi coerenti é possibile definire anche tre tipi di operazioni: molti-

plicative, additive ed esponenziali.

Ora introduciamo la nozione di funzione stabile tra spazi coerenti:
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Definizione 1.0.2. Siano X e Y due spazi coerenti.

e I ¢ una funzione stabile da X in Y quando F é una funzione dall’in-

sieme delle cricche di X all’insieme delle cricche di Y tale che:
e se a C b allora F(a) C F(b) (Monotonia)

e se (I, <) ¢ un insieme diretto, e (a;);cs € una famiglia di cricche di X,

allora

F(U a;) = U F(a;) (continuitd)

iel el

e se per ogni cricca a di X e ogni cricca b di X
aUbC X — F(anb) = F(a) N F(b)(stabilit)
A questo punto andiamo a definire la nozione di traccia per le funzioni stabili,
cioé:

Definizione 1.0.3. Sia F una funzione stabile. Tr(F) (la traccia di F) &
definita da:

Tr(F)=[(b,2)/bC X finita,z € |Y|,b minimale per =z sotto F]

Tramite la nozione di traccia si dimostra I'importante equazione
X=Y=IX—-oY

Dimostreremo (dopo avere definito lo spazio coerente X = Y") infatti le due

proposizioni seguenti:

Proposizione 1.0.4. a C X = Y se e solamente se a=Tr(F) per qualche
funzione stabile da X in Y.

Proposizione 1.0.5. ¢ C /X — Y se e solamente se a=Tr(F) per qualche
funzione stabile da X in Y.



Questa equazione mostra una decomposizione matematica dell’implicazione
intuizionista in due operazioni: la prima é I’esclamazione dello spazio coerente
X, la seconda é I'implicazione lineare tra lo spazio coerente esclamato e Y.
Tale decomposizione puo essere internalizzata, cioé, assumere un significato

logico.

Cosi come | e —o anche tutte le altre operazioni definite sugli spazi coerenti

hanno un significato logico: sono i connettivi della Logica Lineare.

Dagli spazi coerenti per la logica intuizionista nasce naturalmente la Logica
Lineare.

Per tale Logica Lineare andiamo a definire un alfabeto, 'insieme delle re-
gole del calcolo dei sequenti e descriviamo una semantica coerente, seguendo
quanto fatto da Girard in [13]. Lo scopo & quello di interpretare una di-
mostrazione 7 di un sequente - Xy, ---, X, nel calcolo dei sequenti lineare
in modo tale che 'interpretazione sia invariante rispetto al processo di elim-
inazione del taglio. Andiamo pertanto ad associare ad ogni formula della
logica lineare uno spazio coerente (in modo molto naturale) e associamo al

sequente - X, -+, X,, lo spazio coerente cosi definito:

Definizione 1.0.6. Al sequente - X, ..., X, associamo lo spazio coerente,
denotato con IF X, .-+ X*: il cui supporto & dato da: |- Xy,...., X,| =
| X1] X .... X | X,,| e la relazione di compatibilita & definita da:

(@1, ooy ) = (Y1, oveey Yn) [mod IF X7 X

sse z;~y; [mod X;|, per qualche i.

Il passo successivo é quello di interpretare in modo coerente le dimostrazioni.
Mediante la definizione precedente possiamo interpretare una dimostrazione

mdik Xy,---, X, come una cricca 7* C |- X}, --- X,

Andiamo, poi, a definire una procedura di eliminazione del taglio per il fram-
mento moltiplicativo della logica lineare (indicato con MLL) e, per tale fram-
mento, mostriamo che l’interpretazione coerente delle dimostrazioni della

logica lineare € un invariante per il calcolo.

L’introduzione della logica lineare ha apportato notevoli innovazioni nella

teoria della dimostrazione; una delle piu significative é certamente l’intro-



duzione dei proof-net (o "reti di dimostrazione"), data da Girard in [10] che
forniscono, per la prima volta, una rappresentazione geometrica delle di-
mostrazioni. Ad ogni dimostrazione del calcolo dei sequenti lineare si puo
associare un grafo i cui nodi sono chiamati legami e rappresentano le re-
gole ed i cui archi sono etichettati da formule. Il fatto sorprendente é che
la classe dei grafi, corrispondenti a dimostrazioni, é caratterizzata da alcune
proprieta puramente geometriche che non fanno alcun riferimento al calcolo
dei sequenti. Chiameremo, nel corso del lavoro, una tale proprieta "criterio
di correttezza".

In questa parte della tesi, lavoriamo con il frammento moltiplicativo del-
la logica lineare, MLL; riportiamo la definizione di proof-net moltiplicativo
introdotta da Danos in [4] e ci occupiamo della studio del criterio aciclico
connesso su cui si basa tale definizione. Il criterio di cui parliamo caratteriz-
za i proof-net come le sole strutture di dimostrazione i cui grafi di correttezza

sono tutti aciclici e connessi.

Prima di poter dire che cosa é un proof-net é¢ necessario definire una struttura

di dimostrazione e dare altre definizioni essenziali:

Definizione 1.0.7. (Struttura di dimostrazione) Una struttura di di-
mostrazione € un grafo orientato i cui nodi sono chiamati legami ed in cui gli
archi sono etichettati da formule della Logica Lineare.

Ogni legame ha un certo numero di archi incidenti, chiamati premesse del
legame, ed un certo numero di archi emergenti, chiamati conclusioni del
legame; le premesse del legame sono chiamate le formule attive del legame.

I legami sono:

e un legame assioma ha due conclusioni etichettate da due formule duali,

€ nessuna premessa.

e Un legame cut ha due premesse etichettate da due formule duali e

nessuna conclusione.

e Un legame tensore (®) ha due premesse e una conclusione. Se la
premessa sinistra del legame ¢é etichettata dalla formula A e la premessa



destra ¢é etichettata dalla formula B, allora la conclusione del legame
sara etichettata dalla formula A ® B. (Questo legame non é simmetrico,
ovvero, il legame che ha come conclusione A ® B é diverso da quello

che ha come conclusione B ® A).

e Un legame par (p) ha due premesse e una conclusione. Se la premes-
sa sinistra del legame é etichettata dalla formula A e la premessa a
destra ¢ etichettata dalla formula B, allora, la conclusione del legame
¢ etichettata dalla formula A o B.(Questo legame non ¢ simmetrico,
ovvero, il legame che ha come conclusione A o B é diverso da quello

che ha come conclusione B p A).

e Un legame ipotesi (H) Ha n > 1 conclusioni, ciascuna etichettata da

una formula e nessuna premessa.

Un grafo orientato G, ottenuto utilizzando i legami appena enunciati, € una

struttura di dimostrazione se sono verificate queste due condizioni:

1. ogni occorrenza di formula é premessa di al piti un legame;
2. ogni occorrenza di formula é conclusione di esattamente un legame.

Definizione 1.0.8. (Grafo con coppie) Si chiama Grafo con coppie, un
grafo orientato e finito S, costituito da un insieme C(S) di coppie a due a due
disgiunte di archi coincidenti.

Si definisce base di una coppia un vertice dove coincidono i suoi due archi
(nel caso in cui i due archi della coppia siano coicidenti in entrambi i vertici,
la coppia avra due basi).

Si definisce, inoltre, estremita di una coppia i vertici che non sono base della

coppia.

Definizione 1.0.9. Sia S un grafo con coppie (una struttura di dimostrazione
é un caso particolare di grafo con coppie). Chiameremo Grafo di cor-
rettezza di S, un grafo non orientato ottenuto a partire da S cancellando

esattamente uno dei due archi di ogni coppia di S.



Definizione 1.0.10. Uno switching per una struttura di dimostrazione ¢
la scelta di uno dei due archi per ogni legame p; ogni switching induce un

grafo di correttezza.

Sulla definizione di grafo di correttezza di una struttura di dimostrazione si

sviluppa gran parte del lavoro svolto in questa parte della tesi.

Ora, possiamo dare la definizione di proof-net:

Definizione 1.0.11. Sia R una struttura di dimostrazione. Si dice che R ¢
corretta o che & un proof-net (con ipotesi), sse tutti i suoi grafi di correttezza

sono aciclici e connessi.

Riguardo ai proof-net riportiamo alcuni risultati di cui ci siamo occupati in

questa tesi:

Teorema 1.0.12. (Teorema di sequenzializzazione) Sia R un proof-net
di conclusione I', allora esiste una dimostrazione © nel calcolo dei sequenti

della logica lineare di conclusione I' e tale che R = w~.

Il teorema menzionato permette di distinguere, quali tra le strutture di di-
mostrazione, corrispondono a prove nel calcolo dei sequenti e, quindi, sono
vere dimostrazioni. La sua dimostrazione necessita di un teorema altrattanto
fondamentale, il teorema della sezione di [4], che rappresenta uno dei risultati

piu interessanti del lavoro svolto:

Teorema 1.0.13. (Teorema della sezione). Sia S un grafo con coppie tale
che ogni suo grafo di correttezza é aciclico, e tale che C(S) non sia vuoto;

allora una delle coppie di S é una sezione.

Grazie all’introduzione dei proof-net, il riferirsi a determinate proprieta geo-
metriche, fa si, come vedremo, che il processo di eliminazione del taglio per
essi diventa pit semplice se paraganato a quello descritto precedentemente
per il calcolo dei sequenti.

Dopo aver descritto ’eliminazione del taglio per i proof-net di MLL, dimos-
triamo un importante risultato noto sotto il nome di preservazione della

correttezza il cui enunciato é il seguente:
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Proposizione 1.0.14. Se R é un proof-net, e R’ ¢é ottenuta a partire da R,
applicando uno dei passi elementart di riduzione precedentemente descritti,

allora R & ancora un proof-net.

Successivamente ci siamo soffermati sullo studio di un altro criterio di cor-
rettezza che si basa su due regole di retrazione definite da Danos in [4].
Questo criterio permette di caratterizzare i proof-net come le sole strutture
di dimostrazione che si retraggono in un vertice. Grazie al criterio delle
retrazioni, la verifica della correttezza di una struttura di dimostrazione é
ancora piu agevole di prima: si richiede, soltanto di verificare quali strutture
di dimostrazione si retraggono in un vertice. La definizione di retrazione é la

seguente:

Definizione 1.0.15. (Retrazioni). Si definiscono due regole di riscrittura

che noi chiameremo "retrazioni", sui grafi con coppie nel seguente modo:

Con la condizione seguente sul grafo con coppie S:

1. per la l-retrazione, ’arco non appartenga a nessuna coppia di C(S) e
che le sue estremita siano distinte.

2. per la 2-retrazione, i due archi appartengano ad una medesima coppia
di C(S) e le loro due estremita in comune siano distinte.

Proseguiamo con i due teoremi piu significativi di questa parte del lavoro:

il teorema che esprime 'equivalenza tra questo criterio e quello aciclico e



connesso, e il teorema di sequenzializzazione che utilizza la definizione di
struttura di prova sequenzializzabile, entrambi questi risultati sono stati
dimostrati in [4]-[6].

Teorema 1.0.16. (Equivalenza). Sia S un grafo con coppie: S si retrae in

un solo vertice sse tutti 1 suot grafi di correttezza sono aciclici e connessi.

Teorema 1.0.17. (Torema di sequenzializzazione). Sia S una struttura
di dimostrazione. S é una struttura di dimostrazione sequenzializzabile sse S

st ritrae in un solo vertice.

La semantica delle dimostrazioni che abbiamo definito precedentemente in-
duce una semantica dei corrispondenti proof-net. In realta, quello che ci
proponiamo di fare é di lavorare direttamente sui proof-net. Quindi occorre
interpretare un proof-net in modo coerente. Questo viene fatto dando la

nozione di esperienza introdotta da Girard in [10].

Definizione 1.0.18. Sia R una struttura di dimostrazione. Un’Esperienza
e di R é un’applicazione che associa ad ogni arco a, etichettato da A, di R

un insieme {x}, con x € |A*|.

Definizione 1.0.19. Sia R una struttura di dimostrazione e aq, ..., a,, di tipo
Ay, ..., Ay, le conclusioni di R, e sia e un’esperienza di R. Sia e(a;) = {z;}, V
ie{l,.n}

Si dice che (xq---x,) € |A] p---p Af| & la conclusione, (o risultato), del-
I’esperienza e di R. Si puo definire I'interpretazione di un proof-net R di
conclusioni A; --- A, come I'insieme:

[R] = {7y € |Ai1p---pA,|, esiste un’esperienza e di R di risultato v}

In questa parte della trattazione, seguendo quanto svolto da Girard nel suo
lavoro, si € dimostrato che un’esperienza € univocamente determinata dal suo
risultato, quindi, é ben posta. Da questo scaturisce che I'insieme dei risul-
tati di tutte le esperienze di un proof-net & una cricca dello spazio coerente
associato al p delle conclusioni di R, e quindi, ¢ la traccia di una funzione

lineare.
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Infine, abbiamo affrontato la questione dell’invarianza dell’interpretazione
rispetto al processo di eliminazione del taglio; rivisitando la dimostrazione

vista in [10] é stato trattato quest’ultimo risultato:

Teorema 1.0.20. Se R un proof-net e R si riduce in R’ applicando uno dei

passi elementari di riduzione precedentemente descritti, allora R* = R™
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