AM110 — Mat, Univ. “Roma Tre” (AA 2009/10 — L. Chierchia) 22/12/10 1

Complemento 9
Numerabilita e R

Definizione 1 (i) Due insiemi A e B si dicono equipotenti o che hanno la stessa cardinalita se esiste
una biiezione' ¢ : A — B.

(ii) Un insieme F ¢é finito se & equipotente con linsieme {1,...,n} per qualche n € N; in tal caso
diremo che la cardinalita di F' é n o che n é il numero di elementi di F.

(iii) Un insieme A si dice numerabile se ha la cardinalita di N.

Osservazione 2 (i) A & numerabile se e solo se A = {a,, : n € N} con a,, # a,, per ogni n # m; la
successione {a, } si chiama una numerazione di A.

(ii) Z & numerabile poiché Z = {a,, : n € N} con a1 =0, as,, = n € agp41 = —n.

(iii) Essere equipotenti & chiaramente una relazione d’equivalenza (esercizio).

Proposizione 3 Siano F, insiem: finiti con F, N F,, = 0 per ogni n # m. Allora A = U F, ¢

neN
numerabile.

Dimostrazione Per ogni k sia n;p € N il numero di elementi di Fy. Chiamiamo aq, ..., an, gl
elementi (tutti distinti) di Fy; chiamiamo poi @y, 41,y Anytn, gli elementi di Fy (distinti tra loro e
dagli elementi di Fy per ipotesi), e cosi via ricorsivamente. Chiaramente {a,, : n € N} = A. |

Chiaramente, in generale, "'unione di insiemi finiti & al pitt numerabile (ossia o ¢ finita o & numerabile).
Proposizione 4 Siano Aq,..., A, insiemi numerabili. Allora Ay X --- X A,, é numerabile.

Dimostrazione Per induzione su n. Il caso n = 1 ¢ ovviamente vero. Supponiamo dunque che per
n>2 A=A, x---xA,_1 sia numerabile e facciamo vedere che A x B con B = A,, € numerabile. Sia
A={a, :n €N} e B=/{b,:n e N};siapoi F, := {(ar,bm) : K+ m = n+ 1}. Chiaramente gli F,
sono insiemi finiti a due a due disgiunti e A x B = J,, F},. Dunque la tesi segue dalla Proposizione 3.

Proposizione 5 Siano A, numerabili. Allora A = U A,, & numerabile.
neN

Dimostrazione Supponiamo per semplicita che A, N A,, = () per ogni n # m. Per definizione di
numerabilita, per ogni n, abbiamo che A4,, = {a,(cn) : k € N}. Dunque la funzione ¢ : (n,k) e Nx N —
aé”) € A ¢ una biiezione tra N x N e A e quindi 'asserto segue dalla Proposizione 4.

Teorema 6 Q ¢ numerabile.

Dimostrazione Dalla Proposizione 4 segue che Z x N & numerabile. Sia, dunque, {(pn,q,) : n €
N} =ZxNesia ¢: (pn,qn) € Z XN — p, /g, € Q. Chiaramente, ¢ & suriettiva ma non iniettiva. Sia
ny =1er :=¢(p1,q1); sia, poi, ne = min{n : ¢(pn, qn) # r1} (chiaramente tale insieme & non vuoto
poiché ¢ ¢ suriettiva) e 72 := @(Pn,, Gn,); € induttivamente n;11 = min{n : ¢(pn, gn) # 1%, ¥V k < j}
€ Tjt1 = ¢(pn_7‘+1aqnj+1)' Per Costruzione, S€ Tj+1 > n; + 13 ¢(plaqz) = ¢(pj7Qj) per Ogni n; < { <
nji1 — 1 e, in ogni caso, 75 = ¢(Pn,, qn,;) # ¢(Mp, 1+Gn,,,) = rj+1. In conclusione, {r; : j € N} = Q.

1Una biiezione tra due insiemi A e B & una funzione ¢ : A — B iniettiva (¢(z) = ¢(y) = z = y) e suriettiva (V
y€ B, Iz e Atc ¢(z)=vy).
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Teorema 7 R non ¢ numerabile.

Dimostrazione Supponiamo, per assurdo, che R sia numerabile; lo sarebbe, allora, anche I := [0, 1].
Sia {a, : n € N} una numerazione di Iy. Costruiamo ora, ricorsivamente, una successione di intevalli
chiusi I,, di lunghezza 3~ tali che I, C I,11 e tali che a, ¢ I,. Dividiamo Iy in tre intervalli
della stessa lunghezza, [0,1/3], [1/3,2/3] e [2/3,1] e sia I; uno di tali intervalli che non contiene? ay;
dividiamo, poi, I in tre intervalli chiusi della stessa lunghezza e chiamiamo I uno di questi intervalli
che non contiene ay e cosi via. Tali intervalli I,, hanno le proprieta richieste. Sia I, = [, 8,]. Si ha
che a;, < ant1 < Pr < PBry1 per ogni n e k; quidni le successioni a, e B sono successioni monotone e
poiché B, — a, = 37™ hanno lo stesso limite « € [0, 1]. Ma per costruzione o € NI, e quindi & diverso
da tutti gli a,, che contraddice il fatto che gli elementi della successione {a,} sono tutti i numeri reali
in[0,1. |

Definizione 8 2V = {0, 1} ¢ l'insieme delle successioni o = {0,,} a valori in {0,1} (ossia 0, ¢0 o
1 per ogni n).

Osservazione 9 2V si identifica naturalmente con P(N), Iinsieme delle parti (ossia di tutti i sot-
toinsiemi) di N tramite la biiezione ¢ : A C N — o = ¢(A4) con g, = 1 se ¢ solo se n €

A.

Lemma 10 Siano A e B sottoinsiemi numerabili e disgiunti di un insieme X. Allora X e X\ A sono
equipotents.

Dimostrazione Sia A = {a,, : n € N} e B={b, : n € N} esia C = AU B. Definiamo ¢ : X — X\ A
come segue: ¢(x) = x se x € X\C; d(a,) = bap € ¢(by,) = bap—1. Chiaramente ¢ & una biiezione tra
xex\A |

Teorema 11 R ha la cardinalita di 2N.

Dimostrazione Dividiamo la dimostrazione in tre passi.

1. Sia A il sottoinsieme di 2 formato dalla successione nulla ¢ := 0 (o) = 0, Vk) e da tutte le
successioni definitivamente uguali a® 1. Si noti che A & numerabile?. Sia X := 2M\ 4, e definiamo la
seguente funzione
oo
roeX = ¢(o) = %6 0,1);
o o) =25t < O

si noti che ¢ & ben definita su tutto 2N e che ¢(o) = 0 se e solo se ¢ = 0¥ e che ¢(0) = 1 se e solo
se o = 1 per ogni k (e che tale successione € un elemento di A). Siano o # ¢’ elementi di X; sia
m = min{n : g,, # 0.} (si noti che tale insieme non & vuoto poiché o # ¢’). Per un tale m si ha che

om =0 e o/, =1 o viceversa. Senza perdita di generalitd supponiamo che ¢,,, = 0, o/, = 1 e che se

m—1
o
m > 1 allora o, = o), per ogni k < m — 1 e, in tal caso, poniamo 7, := Z 2—: mentre se m = 1
k=1
poniamo 7o := 0. Poiché o, =0, 0, =1 e 0 ¢ A (e quindi non ¢ definitivamente uguale a 1)
Ok
(j)(d) = Tm-1-+t Z 27,{.
k=m-+1
1
< et X of
k=m+1

1 o, — O}
= 7"m—1‘~‘27m:7"m—1‘|'27mSrm—l‘f'ZQ*,c

k=m
= (o)
2Gli intervalli che non contengono aj potrebbero essere due se al # 1/3,2/3 ma se a1 = 1/3 0 a1 = 2/3 chiaramente
ce ne ‘e uno solo.
3¢ & definitivamente uguale ad 1 se esiste n tale che o, =1V k > n.
4F, ={c€2N:0,_1=0e0,=1Vk>n}efinitoe A= {c°}Ul, > Fn.
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e quindi ¢ & iniettiva.
Sia z € (0,1) e definiamo, iterativamente, la seguente successione . Per n = 1, poniamo

g1 = 1

e si noti che

g1 1
r1::?§x<r1—|—§§1.

Supponiamo ora che n > 1 e che o1,..., 0, siano tali che

" Ok 1
rn::ZZ—kgx<rn+2—n§1 (1)
k=1

e definiamo

0, serp<z<rp+ 57,
Onir = 2y 2)
1, sern+ﬁ§x<rn+2—n.
Da tale definizione segue che (1) vale con n + 1 al posto di n (e dunque, per induzione, vale per ogni
n € N). Per tale sequenza o si ha che limr,, = ¢(o) e da (1) segue che z = ¢(z). Quindi ¢ ¢ suriettiva.
Abbiamo dimostrato che X e (0,1) sono equipotenti.
2. (0,1) & equipotente a R: ad esempio x — ¢(z) = cotan 7z € una biiezione tra (0,1) e R. Quindi X
¢ equipotente a R.

3. Sia B := {o® : k € N} dove o(®) ¢ la successione con oék) =1lsej<ke J](»k) =0sej>k+1.
Chiaramente AN B = () e A,B C 2V. Dunque per il Lemma 10 segue che 2V e X sono equipotenti.
Per transitivita segue la tesi del teorema.

Esercizio. Dimostrare che un insieme A ¢ infinito (non ¢ finito) se e solo se esiste una funzione
¢ : A — A iniettiva ma non suriettiva.



