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1. Calcolare l'integrale curvilineo f,y w con:
w = zydx + (y? + 1)dy
e y(t) & I'arco di parabola = = y? di estremi (0,0) e (1,1)
Soluzione:
Calcoliamo per prima cosa v(t) = (t2,) 7/(t) = (2t,1) e abbiamo:

1 1
[yw = /0 <w(y(t), Y (t) >= /0 [2t4 + (12 + 1)]dt = %

2. Calcolare l'integrale curvilineo f7 w con:
w=(y+z2)dx+ (x+ 2)dy + (x + y)dz e
v(t) = (2cost,2sint,3t) con t € [0, 27]
Soluzione:

Calcoliamo per prima cosa

7 (t) = (—2sint, 2 cost, 3)

e abbiamo:

2T
/ [(2sint+3t)(—2sint)+(2 cos t+3t)2 sint+(2 cos t+2sin t)3]dt =
0

27r
/ —4sin®t — 6tsint + 4sint cost + 6tsint + 6 cost + 6sint]dt =
0

/ [—4sin?t + 4sintcost + 6 cost + Gsint]dt = —4x
0

3. Calcolare l'integrale curvilineo f7 w con:
w = zydr + (y* + 1)dy
e y(t) = (sint,cost) t € [0, 7]
Soluzione:
Calcoliamo per prima cosa 7/(t) = (cost, —sint) e abbiamo:

/w :/ <w(y(t),~'(t) >:/ sint cos® t —sint(14cos? t)dt = —2
v 0 0



4. Calcolare l'integrale curvilineo f,y w con:
w = 22dx + xy’dy
e v(t) = (e, t) t e€[0,n]
Soluzione:
Calcoliamo per prima cosa 7/(t) = (!, 1) e abbiamo:

3

™ ™ 1
/w :/ < w(y(t),~(t) >:/ [ t2el)dt = ... = %—§+e”n2—2we“+2e”—2
¥ 0

0

5. Calcolare il flusso del campo vettoriale:

2x 3y
1;2+y2’$2+y2

F(z,y,2) = ( 1)

attraverso la superficie S che ha rappresentazione parametrica

1
$(u,v) = (ucosv,usinv,u?) wu €0, 5] v € [0,27]
orientata in modo che il versore normale punti verso il basso.
Soluzione:
Osserviamo che denotate con z,y, z le componenti du ¢ si ha che

2(u,v) = 2%(u,v) + y*(u, v)

infatti S & la porzione del paraboliode z = 22 4+ y? compresa tra i piani
z=0ez= i. Per calcolare il flusso di F' attraverso questa superficie
non si puo applicare il teorema della divergenza poiché il volume che ha
come bordo S non ¢ un aperto. E infatti 'unione dell’aperto {z2+%? <
2,0 < z < %} con il coperchio del paraboloide {z? + 3% = 2,2z =
%}. Quindi calcoliamo il flusso direttamente. Determiniamo il vettore
normale alla superficie:

_ 1 (Ogb 8(;5) 1

= -

Hau X (%H ou  Ov Vaut 4+ u?

Notare che essendo —u < 0 si ha che la normale punta verso il basso.
Quindi:

(2u? cos u, 2u” sin v, —u)

1 2
/<F,n>dS:/2 du/ dv(4ucos® v) + 6usin®v —u=..=m
S

6. Calcolare il flusso del campo vettoriale

F(z,y,2) = (y,z,2%



attraverso la superficie sferica di centro (0,0,0) e raggio 2.
Soluzione:
Applichiamo il teorema della divergenza

/ <F,n>dS = / divF dxdydz
S \%4

Dove V = {(z,y,2) € R? : 22 + y? + 22 < 4}. Si calcola

8F1 I 8F2 8F3

_ 2
or "oy o

divF =

Quindi
/ <F,n>dS = / divF drdydz = / 322 dadydz =
s 1% 1%

Passando a coordiante sferiche:
x = pcosfsin¢
y=psinfsing J=p’sing
Z = pcos ¢

g cos? ¢

2 2 g
—/ 322 drdydz —/ dp/ dé?/ d¢3p* sin ¢ cos? ¢ = (27r)[3p—]3[ 15
v 0 0 0 5 3
. Calcolare il flusso del campo vettoriale

F(z,y,2) = (z,y,2")

attraverso la superficie del cilindro di equazione 22 + 3% = 4 delimitato
dai piani z=—-1ez=1

Soluzione:

Applichiamo il teorema della divergenza:

/ <F,m>dS = / divF dxdydz
S \4

Dove V = {(z,y,2) € R® : 22 + y?> < 4, z € (—1,1)} che notiamo
essere un dominio normale rispetto all’asse z.
Essendo

div(F) = 2+ 423

Passando a coordinate cilindriche:

x = pcosf
y=psinf J=p
z=z

1 o 2
/ (2 + 423)dxdydz = / dz/ d9/ dpp(2 +423) = 167
14 -1 0 0

128
= —
)



8. Si consideri la forma differenziale

2zy° 222y

= d d
“ 1+ 22y? m—i_l%—aczgﬂ Y

Dire se w ¢ esatta e in caso affermatico determinarne una primitiva.
Soluzione:

Poniamo w = fidx + fady con :
2 21.23/
1+ 22y?

2zy

fi(z,y) = THJQZ/Q fo=

Essendo fi e fo di classe C™ su R?, si ha anche w ¢ di classe C™ su
R? che ¢ semplicemente connesso. Inoltre si osserva che :

%(96 y) = %(a: y) = _ dwy
oy Ox (14 x2y?)?2

Ne segue che w é esatta. Determiniamo ora una primitiva f di w. Si
ha che

of . 2xy°
%(‘T7y) - fl - 1 —1—1:23/2 (1)
of R 222y
@(i’y)—f2—m (2)

Integrando 1 rispetto a x si ottiene:

2zy? 2 9
flz,y) = mdﬁ = log(1 + z7y~) + c(y)

dove c é una funzione della sola variabile y. Sostituendo in 2 si ottiene:

af 222y , 222y
™Y T Trage TOW = T

Quindi ¢(y) = 0 cioé ¢(y) = c. Si ha f(z,y) = log(1 + 2%y?) + c.

9. Calcolare il seguente integrale tramite il teorema di Stokes:

/82(22 +y)dx + zdy + ydz

Y ={(z,y,2) € R3: 22 +y?>+22 <1,y = 2} con ¥ orientato
positivamente.

Soluzione:

Sia w = (22 + y)dw + zdy + ydz e F = (22 +y, 2,y), per il teorema di
Stokes si ha che

/ W= / < rotF,n > dxdydz
2> b

4



dove n & il versore normale uscente da X. La superficie X ¢ il grafico
della funzione g : K — R con g(z,y) = 1 — 22 — 32 dove

K = {(z,y)|#®> + y* < 1}. E quindi la parte di paraboliode di equa-
zione z = 1 — x? — 4?2 al di sopra del piano z = 0. Si ha che la
parametrizzazione di X é

¢ = (:Uaya]- —1’2 _y2)
Quindi andiamo a calcolare il versore normale e il rotF':

1 o 0P 1

N —
|| /\5‘1’”8:5 Oy Az + 42 + 1

(2z,2y,1)

it 7k i j ok
o) o) o) o) o) o)
rotF = or Oy 0z = oz 3y Oz :(0,227—1)
Fy Fy, Fj z2+y z )
Quindi:
4y(1 — 2% — y? o 0P
/ <r0tF,n>dmdydz:/ 4y ag 62) ]H—/\—dedy—
= K IF A%l

Passando in coordianate polari:

2m 1
= / (/ [4p(1 — p*)sin® — 1]pdp)dh = —=
o Jo



