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je vous oterais le plaisir de l'apprendre par vous-méme, et l'utilité de
cultiver votre esprit en vous exer¢ant...

René Descartes (1596-1659)
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CHAPITRE 1

ANNEAUYX, IDEAUX, ALGEBRES

Ce chapitre introduit les notions d’anneaux et d’'idéaux. Ces deux notions forma-
lisent les méthodes de calcul bien connues avec les nombres entiers ou les matrices :
on dispose d’'une addition, d'une multiplication, de deux symboles 0 et 1 et des
regles de calcul usuelles.

§1.1. Premieres définitions

DEFINITION 1.1.1. — On appelle anneau un groupe abélien A noté additivement muni
d'une loi de multiplication Ax A— A, (a, b) — ab vérifiant les propriétés suivantes :

— il existe un élément 1 € A tel que pour tout a€ A, 1a = al = a (élément neutre pour
la multiplication) ;

— pour tous a, b et ¢ dans A, (ab)c = a(bc) (associative) ;

— pourtous a, b etcdans A, a(b+c)=ab+acet(b+c)a= ba+ ca (distributivité de
la multiplication sur l'addition).

On dit que l'anneau A est commutatif si de plus

— pour tous a et b dans A, ab = ba (commutativité).

Comme exemples évidents d’anneaux commutatifs, citons Z, Z/ nZ pour n > 1, les
corps Q, R, C, 'anneau K[X] des polynomes a une indéterminée a coefficients dans un
corps (voire un anneau commutatif) K. Si A est un anneau, '’ensemble des fonctions
d'un ensemble S dans un anneau A muni des lois évidentes ((f + g)(s) = f(s) + g(s)
et (fg)(s) = f(s)g(s)) est un anneau. L'ensemble des fonctions continues d'un espace
topologique dans R est un anneau, de méme I’ensemble des fonctions de classe €'*
d’un ouvert de R” dans R ou C (k € N U {oo}).

Voici des exemples non commutatifs bien connus :

Exemples 1.1.2. — a) Soit A un anneau et soit M ,(A) 'ensemble des matrices n x n a
coefficients dans A muni des regles de calcul habituelles : la somme de deux matrices
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est obtenue en ajoutant terme a terme, le produit des matrices P = (p; ;) et Q = (q; ;)
est la matrice R = (r; ;) dont le terme (i, j) est donné par

n
rij =Y Pikdk,j-
k=1

Si n > 2, ou si An’est pas commutatif, 'anneau M, (A) n’est pas commutatif.

b) Si K est un corps (pour I'instant commutatif), '’ensemble Endg (V) des endomor-
phismes d'un K-espace vectoriel V est un anneau, non commutatif des que dim V' > 2.
En fait, Endx (V) est aussi un K-espace vectoriel et sa multiplication est K-linéaire. On
dit que c’est une K-algebre.

¢) Soit G un groupe abélien. Si ¢ et ¥ sont deux endomorphismes de G, I'applica-
tion g — @(g) + v (g) est encore un endomorphisme de G qu'on note ¢ + v ; cela munit
End(G) d’'une structure de groupe commutatif, d’élément neutre I'application g — 0.
La composition des endomorphismes (¢, %) — ¢ o ¥ est une loi associative et distri-
butive par rapport a I’addition ; 'application identique de G en est un élément neutre.
Ces lois munisent ainsi I’ensemble End(G) des endomorphismes du groupe abélien G
d’un structure d’anneau.

Voici un exemple un peu moins connu.

Exemple 1.1.3. — Soit A un anneau et soit G un groupe. Le groupe abélien A des
fonctions de G dans A de support fini est muni d'un produit de convolution défini par
la formule
@*p)(@ =) ehy(h™'g).
heG

Le produit de convolution est bien défini : la somme est finie, et la convolée de deux
fonctions de support fini est encore de support fini. En outre, le produit de convolu-
tion est associatif, I'élément neutre est la fonction (« de Dirac ») qui vaut 1 en I’élément
neutre de G et 0 ailleurs. Cela munit A©) d'une structure d’anneau. Surtout lorsque A
est un anneau commutatif, on I'appelle |'algebre du groupe G (a coefficients dans A).

Les axiomes des anneaux permettent un calcul analogue a celui dont on a’habitude
dans les entiers ou les matrices. Si a est un élément d’'un anneau A et si n est un entier
positif ou nul, on définit a” par récurrence en posant a’ = let,sin > 1, a" = a(a" ).
On prendra garde que a”b"” et (ab)” sont en général distincts, a moins que a et b ne
commutent, c’est-a-dire que I'on ait ab = ba.

PROPOSITION 1.1.4 (Formule du bindbme). — Soit A un anneau, soit a et b des élé-
ments de A tels que ab = ba. Alors, pour tout entier n > 0,

k=0 k
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Démonstration. — La démonstration, standard, procede par récurrence sur n. Pour
n =0, les deux membres valent 1. Supposons la formule vraie pour n, alors

n
(@+b)™' =@+ b)a+bh)"=@+bh) Y (Z)akb”'k
k=0

I
M=

n)ak+1bn—k+ i (”)Imkbn—k
k o\k

T
(=)

n)ak+1bn—k+ i (n)akbnﬂ—k
k =o\k

n akbn+1—k+i n akpn+1-k
k-1 o\ k

)

n+ l)akbn+l—k

Il
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S
+
—_
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+
_— O

o\ K

=~
Il

puisque (7)+(,”,) = (";') pour tout couple d’entiers (n, k). Cela conclut la démonstra-

tion par récurrence sur n. O

Un sous-anneau B d’'un anneau A est un sous-groupe de A pour 'addition qui
contient 1 et est stable par la multiplication, de sorte que muni des lois induites par
les lois de A, B est un anneau dont les éléments neutres sont encore 0 et 1.

Lintersection d'une famille de sous-anneaux d'un anneau A est un sous-anneau
de A.

Soit Aun anneau et S une partie de A. Lintersection de tous les sous-anneaux de A
qui contiennent S est un sous-anneau de Aqu’on appelle le sous-anneau de A engendré
par S. Si S est de la forme BU T ou B est un sous-anneau de A, on note aussi B[T] le
sous-anneau de A engendré par S. Si les éléments de T commutent deux a deux, le
sous-anneau engendré par T dans A est commutatif.

Soit Aun anneau. L'ensemble Z des éléments a € A tels que ax = xa pour tout x € A
est un sous-anneau commutatif de A, appelé centre de A.

DEFINITION 1.1.5. — Soit A et B deux anneaux. Un homomorphisme d’anneaux
f: A— B est une application vérifiant les propriétés suivantes

—onaf0)=0etf(l)=1;
— pourtousaetbdans A, ona f(a+b)= f(a)+ f(b) et f(ab) = f(a) f (D).

Le mot morphisme est un synonyme pour homomorphisme. Un endomorphisme
d’'un anneau A est un homomorphisme de A dans A. Si A est un anneau, I'application
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identique id4: A — A est un homomorphisme d’anneaux. La composition de deux ho-
momorphismes d’anneaux est encore un homomorphisme d’anneaux. Cela permet de
définir la catégorie des anneaux.

Conformément aux définitions de théorie des catégories, on dit qu'un homomor-
phisme d’anneaux f: A — B estun isomorphisme s’il existe un homomorphisme d’an-
neaux g: B — Atel que fog =idg et go f = id4. Le morphisme g est alors appelé
homomorphisme réciproque de f. On note f: A — B pour signifier que ’homomor-
phisme f: A— Bestunisomorphisme;si Aet B sont isomorphes, c’est-a-dire s’il existe
un isomorphisme A = B, on écrit A= B. Si A est un anneau, un automorphisme de A
est un isomorphisme de A sur A. Lensemble des automorphismes d'un anneau est un
groupe pour la composition.

PROPOSITION 1.1.6. — Un homomorphisme d’anneaux est un isomorphisme si et
seulement si il est bijectif.

Démonstration. — Si f: A — B est un isomorphisme, son homomorphisme réci-
proque est en particulier une bijection réciproque de f, donc f est bijectif. Récipro-
quement, supposons que f est bijectif et notons g sa bijection réciproque. Il nous faut
alors prouver que g est un homomorphisme d’anneaux de B dans A.

Comme f(0)=0, g(0)=0.Siaetbe B,

fgla+b)=a+b=f(g@)+[f(gh)=[(ga+gh)
et
f(glab) =ab= f(g@)f(gb) = f(gla)g(h)).
Comme f est bijectif, g(a+ b) = g(a) + g(b) et g(ab) = g(a)g(b). O

Exemples 1.1.7. — a) Soit A un anneau et soit a un élément de A qui est inversible,
c’est-a-dire qu’il existe un élément b € A tel que ab = ba = 1. Alors, I'application
x — axb est un automorphisme de A, appelé automorphisme intérieur. Tout automor-
phisme de M ,,(C) est un automorphisme intérieur (exercice 8).

b) Soit A= C[Xj,...,X,] 'anneau des polyndmes en n variables a coefficients dans C.
Soit Qq,...,Q;, des éléments de A. Lapplication de A dans lui-méme qui a un poly-
nome P associe le polyndome P(Qy,...,Q,) dans laquel on substitue le polynéme Q);
a l'indéterminée X; est un endomorphisme d’anneaux. Soit ¢ une permutation
de {1,..., n} et choisissons Q; = Xy(;); notons ®, 'endomorphisme de A ainsi défini.
On a @,:(X;) = Xo((i)) = Po (Xz(i)) = Po (P7(X;)) ; on en déduit que @1 (P) = By 0 O (P)
pour tout polynéme P € A. Par suite, I’application 0 — ®, est un homomorphisme de
groupes du groupe symétrique G, dans Aut(C[Xj,..., X,]).

Si f: A— Bestun homomorphisme d’anneaux, I'image f(A) de Apar f estun sous-
anneau de B. Limage réciproque f~!(C) d’'un sous-anneau C de B est un sous-anneau
de A.
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Exercices. — 1) a) Soit Aun anneau. Notons A° le groupe abélien A muni de la multiplication
définie par a e b = ba. Alors, A° est un anneau, appelé anneau opposé a A.

b) Soit Al'anneau des matrices n x n a coefficients dans C. Montrer que I'application qui a
une matrice associe sa transposée est un isomorphisme de I'anneau A sur 'anneau opposé.

2) a) Soit Aun anneau et soit (B;) une famille de sous-anneaux de A. Montrer que I'intersection
des B; est un sous-anneau de A.

b) Soit Aun anneau, soit B un sous-anneau de A et I un idéal bilatere de A. Soit R I’ensemble
des sommes a+ b, pour a € B et b € I. Montrer que R est un sous-anneau de A.

3) Soit Aun anneau et soit S une partie de A.

a) Montrer que 'ensemble des éléments de A qui commutent a tout élément de S est un
sous-anneau de A.

b) Déterminer ce sous-anneau lorsque A est 'anneau des endomorphismes d'un K-espace
vectoriel de dimension finie et que S est formé d'un endomorphisme diagonalisable.

¢) Traiter le cas ou1 S est une matrice de M, (R) de polyn6me minimal X".

4) Soit @ un nombre complexe racine d'un polynéme unitaire a coefficients entier P de degré d,
disons P = X4 + ad_le‘l +---+ ag. Montrer que I'ensemble des éléments de C de la forme
co+ca+-+cqg a1 pourcy,..., cq-1 € Z, estun sous-anneau de C. Montrer que I’hypothese
que P est unitaire est nécessaire.

5) Soit Z[\/E] et Z[v/3] les sous-anneaux de C engendrés par Z, et respectivement par V2 et V3.
a) Montrer que Z[v/2] = {a+ bv/2; a,be Z} et que Z[/3] = {a+ bv/3; a, b€ Z}.
b) Montrer que les seuls automorphismes de Z[v/2] sont I'identité et I'application qui ap-
plique a + bv/2 sur a— bv/2.
c) Montrer qu’il n’existe pas d’homomorphisme d’anneaux de Z[v/2] dans Z[v/3].
d) Quels sont les automorphismes de Z[i] ? de Z1V?2]?

6) Soit K un corps commutatif et soit V un K-espace vectoriel de dimension finie. Montrer que
le centre de 'anneau Endg (V) est formé des homothéties x — ax, pour a € K.

7) Soit V un espace vectoriel sur un corps commutatif k.

a) Soit (V;) une famille de sous-espace vectoriels de V telle que V=@ V;. Pour x = }_ x;, avec
x; € Vi, on pose pj(x) = x;. Montrer que pour tout j, p; est un projecteur de V d’image V; et de
noyau B;x; Vi. Montrer que pjop; =0si i # jetqueidy =¥ p;.

b) Inversement, soit (p;) une famille de projecteurs de V telle que p;o p; = 0 pour i # j
etidy =Y p;. Soit V; I'image de p;. Montrer que V est somme directe des V; et que p; est le
projecteur sur V; de noyau la somme des V; pour j # i.

8) [Automorphismes de M, (C)] Soit Al'anneau des matrices n x n a coefficients complexes et
soit ¢ un automorphisme de A. Soit Z le centre de A; c’est 'ensemble des matrices scalaires.
a) Montrer que ¢ induit par restriction un automorphisme de Z.
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On supposera dans la suite que ¢|z = idz. Notons E; ; les matrices élémentaires (pour 1 <
i, j < n) et posons Bi,j = @(E; j).

b) Montrer que B; ; est la matrice d'un projecteur p; de C", que p;op; =0si i # j et que
iden =X pi.

¢) En utilisant I'exercice 7, montrer qu'’il existe une base (fj, ..., f;) de C”" telle que p; soit le
projecteur sur Cf; parallelement au sous-espace vectoriel }_j,; Cf;.

d) Montrer qu’il existe des éléments 1; € C* tels que, posant e; = A, f;, on ait Bjj(er) = 0si
k # j et Bjj(e;) = e;. En déduire qu'il existe une matrice B € GL,(C) telle que ¢ (M) = BMB™!
pour toute matrice M de M,,(C).

e) Qu’en est-il si 'on ne suppose pas que ¢ est 'identité sur Z ?
9) Soit Aun anneau et soit G un groupe. Soit Z le centre de 'anneau A.

a) Si g € G, onnote 64 la fonction de G dans A qui vaut 1 en g et 0 ailleurs. Calculer le produit
0g * g dans 'anneau de groupe A,

b) Montrer que le centre de 'anneau A® est formé des fonctions f: G — Z de support fini
qui sont constantes sur chaque classe de conjugaison de G.

10) Un opérateur différentiel sur C[X] est une application C-linéaire de C[X] dans lui-méme de

la forme ]
n dl
P— ;0 piX) P

ol les p; sont des polynd6mes. Montrer que 1'ensemble des opérateurs différentiels, muni de
I’addition et de la composition, sur C[X] est un anneau.
11) Soit f: A— B un homomorphisme d’anneaux.

a) Soit R I'’ensemble des couples (a, b) € Ax Atels que f(a) = f(b). Montrer que R, muni de
I’addition et de la multiplication terme a terme, est un anneau.

b) On dit que f est un monomorphisme si pour tout anneau C et tout couple (g, g’) d’homo-
morphismes d’anneaux de C dans Atelque fog=fog',onag=g".

Montrer qu'un homomorphisme est un monomorphisme si et seulement s’il est injectif.

c) On dit que f est un épimorphisme si pour tout anneau C et tout couple (g, g’) d’homo-
morphismes d’anneaux de B dans C tel que go f = g’o f,onag=g.

Montrer qu'un homomorphisme surjectif est un épimorphisme. Montrer que ’homomor-
phisme d’inclusion de Z dans Q est un épimorphisme.

§1.2. Eléments simplifiables, inversibles ; anneaux a division

Certains éléments d'un anneau ont des propriétés particulieres intéressantes par
rapport a la multiplication, ce qui justifie quelques définitions.

DEFINITION 1.2.1. — Soit A un anneau. On dit qu'un élément a € A est simplifiable a
gauche si la relation ab = 0 dans A entraine b = 0, et qu'il est diviseur de zéro a gauche
sinon. On dit qu'il est simplifiable a droite si la relation ba = 0 dans A entraine b =0, et
qu'il est diviseur de zéro a droite sinon.

On dit qu'un élément est simplifiable s'il est simplifiable a droite et a gauche.
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On dit que A est intégre si A est un anneau commautatif, non nul, et si tout élément
non nul de A est simplifiable.

Dans un anneau commutatif, un élément qui n’est pas simplifiable est aussi appelé
diviseur de zéro.

DEFINITION 1.2.2. — Soit A un anneau et soit a un élément de A.

On dit que a est inversible a droite s'il existe b € A tel que ab = 1; on dit alors que b
est un inverse a droite de a. On dit de méme que a est inversible a gauche s’il existe be A
tel que ba = 1; on dit alors que b est un inverse a gauche de a. On dit enfin que a est
inversible s'il est inversible a droite et a gauche.

Supposons que a soit inversible a droite; soit b un inverse a droite de a, de sorte
que ab=1.Si ca=0, alors cab =0, d'ou c = 0; cela démontre que a est simplifiable a
droite. De méme, un élément inversible a gauche est simpliable a gauche.

Supposons que a soit inversible ; soit b un inverse a droite et ¢ un inverse a gauche.
Ona b= (ca)b = c(ab) = c. Cela entraine que les inverses a droites et a gauches de a
sont égaux a un méme élément appelé tout simplement inverse de a et souvent noté
a~1. Dans un anneau commutatif, un élément inversible a droite est aussi inversible a
gauche, et réciproquement.

On dit que deux éléments a et b d'un anneau commutatif A sont associés s'il existe
un élément inversible u € A* tel que a = bu. La relation « étre associé » est une relation
d’équivalence.

Soit A* I'’ensemble des éléments inversibles d'un anneau A.

PROPOSITION 1.2.3. — Lensemble des éléments inversibles d'un anneau A est un
groupe pour la multiplication. On l'appelle le groupe des unités de A.

Un homomorphisme d’anneaux f: A— B induit par restriction un homomorphisme
de groupes de A* dans B*.

Démonstration. — Soit a et b deux éléments de A, d’inverses a~' et b~l. Alors,
(ab)(b~ta ) = a(bbY)a-1=aa ! =1, sibien que ab est inversible a droite, d’inverse
b la"!. De méme, (b-1a"1)(ab) = 1, donc ab est aussi inversible a gauche. La mul-
tiplication de A définit ainsi une loi interne sur A*. De plus, 1 est inversible et est un
élément neutre pour cette loi. Enfin, si a € A*, son inverse pour cette loi n’est autre
que a”!. Ainsi, A* est un groupe pour la multiplication.

Soit f: A — B un homomorphisme d’anneaux. Soit a € A*; soit b 'inverse de a.
Comme ab=ba=1,onal=f()= f(a)f(b) = f(b)f(a). Par suite, f(a) est inver-
sible, d’inverse f (b). Lapplication f induit donc par restriction une application de A™
dans B*. Cette application applique un produit sur le produit des images, c’est donc
un homomorphisme de groupes. O
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DEFINITION 1.2.4. — On dit qu'un anneau A est un anneau a division (ou parfois un
corps gauche), s'il n'est pas l'anneau nul et si tout élément non nul de A est inversible.
On dit que c’est un corps si c'est un anneau a division et qu'il est commutatif.

Lexistence d’anneaux a division non commutatifs n’est pas évidente. Citons notam-
ment le théoreme de Wedderburn selon lequel une algébre a division finie est commu-
tative, c’est-a-dire un corps, voir I'exercice 22. Le plus connu des anneaux a division
non commutatifs est peut-étre le corps des quaternions, découvert par Hamilton en
1843.

Exemple 1.2.5. — Le groupe abélien sous-jacent a H est R*, dont on note (1,1, j, k) la
base canonique. La multiplication H x H — H est caractérisée par le fait qu’elle est R-
bilinéaire, associative, que 1 est élement neutre, et par les relations i = j2 = k? = —1 et
ij=k.Onajk=-kj=i,ki=—ik=jetji=—k.

Soit ¢ = al + bi + ¢j + dk un quaternion; on pose g = a— bi—cj—dk. Si q et g’ sont
des quaternions, on a qq' = q' g et gq = a® + b* + ¢® + d? ; ¢’est un nombre réel positif,
nul si et seulement si g = 0. Si g # 0, g est inversible et son inverse est le quaternion
@a™q.

Soit ¢ = al + bi + cj + dk un quaternion. On a i 'qi = —iqi = al + bi — cj — dk,
j'qj=al-bi+cj—dket k gk = al-bi-cj+dk. Par suite, le centre de H est
formé des éléments al, pour a € R; c’est un sous-corps isomorphe a R.

Notons que '’ensemble des quaternions de la forme a + bi, pour a et b € R est un
sous-corps de H isomorphe a C. Plus généralement, si (u;, Uy, u3) est un vecteur uni-
taire de R, u = uyi + up j + usk est un élément de H tel que u? = —1 et 'ensemble des
quaternions de la forme a+ bu, pour a et b € R est un sous-corps de H isomorphe a C.
Observons aussi que I'équation x? + 1 = 0 a une infinité de solutions dans H, contraire-
ment a ce qui se passe dans un corps commutatif.

THEOREME 1.2.6 (Frobenius, 1878). — Soit A un R-espace vectoriel de dimension finie
muni d'une loi de composition R-bilinéaire qui en fait un anneau a division. Alors A est
isomorphe aR, C ou H.

On remarquera que I’énoncé est faux sans I’hypothese que A est de dimension finie
(considérer le corps R(X) des fractions rationnelles) ou que la multiplication fait de A
un anneau a division (considérer I’anneau produit R x R). Il est de méme faux sil’on ne
suppose pas que la multiplication est R-bilinéaire (cf. B. DESCHAMPS, « A propos d'un
théoréme de Frobenius », Ann. math. Blaise Pascal 8 (2001), p. 61-66). La démonstra-
tion ci-dessous suit assez fidelement un article de R. PALAIS, « The classification of real
division algebras », Amer. Math. Monthly 75 (1968), p. 366-368.

Démonstration. — On identifie R au sous-anneau de Aformé des x1 4 pour xe Ret 14
I’élément neutre de A pour la multiplication.
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Supposons que A#R.

Soit @ un élément de A\ R. Lanneau R[a] engendré par R et a est commutatif; c’est
un sous-espace vectoriel de 4, il est de dimension finie. Par conséquent, c’est un corps
(commutatif). Le polynome minimal de @ dans R[a] est irréductible. Il est donc de
degré < 2. Comme a ¢ R, il est de degré 2, de la forme X? +2aX + b. Alors, (a + a)? =
a*—betl'élément i = (a+a)/V b— a? de R[a] vérifie i? = —1. Observons que R[a] = R[i]
est isomorphe a C.

Supposons d’abord que A est commutatif et montrons que 'on a A = R[i]. Consi-
dérons, sinon, un élément a’ de A qui n'est pas dans R[i]. Le méme argument que ci-
dessus fournit un élément i’ = (a' + a’)/\/ b’ — (a’)? de Atel que R[i'] = R[a']. Comme
a' ¢ R[i], i’ # +i. Le polynome X2 +1 a ainsi au moins quatre racines distinctes dans le
corps commutatif A, ce qui est absurde.

Traitons maintenant le cas général. Le sous-corps commutatif R[i] permet de consi-
dérer A comme un C-espace vectoriel. Soit alors ¢: A — A I'application définie par
¢(x) = xi. C’est une application C-linéaire et 'on a ¢? = —id,. Comme le polyndme
X? +1 est scindé a racines simples dans C, A est la somme des espaces propres pour
les valeurs propres i et —i. Autrement dit, A est somme directe des sous-espaces A,
et A_, ou A; est 'ensemble des x € A tels que ¢(x) = ix et A_ celui des x € A tels que
@(x)=-ix.

On constate que A, est stable par multiplication (si xi = ix et yi = iy, alors (xy)i =
xiy=1ixy) et parinverse (si xi = ix, alors x~Yi=ix"1).Cestdoncun sous-corps de A.
Linclusion R[i] c A; est évidente; montrons que 'on a égalité. Considérons un élé-
ment € A;. Le sous-anneau de A, engendré par R[i] et § est un corps commutatif; il
est donc égal a R[i] ce qui entraine f € R[i].

Supposons maintenant que A # A; et considérons un élément non nul € A_.
Lapplication x — xf est R[i]-linéaire injective, donc bijective. Si xi = ix, alors
xPBi=x(-ipf)=—-xif =—ixP, donc A, c A_; inversement, si xi = —ix, soit y € Atel
que y = xf, alors yi = xfi = —xiff = ix, d’'oul'autre inclusion.

Par un argument analogue, A_f = A,. En particulier, 2 € R[i] nR[B] = R, car ces
deux espaces vectoriels R[i] et R[] sont distincts, de dimension 2 et contiennent R.
Supposons 8% > 0. Alors, 82 a quatre racines carrées dans le corps R[f], 4 savoir ++/2
et =, ce qui contredit le fait qu'une équation polynomiale de degré 2 dans un corps
ait au plus deux solutions. Donc % <0 et j = (- %) "2 est un élément de A_ tel que
j?=-1.

Posons k = ij. Lespace vectoriel A est de dimension 4 et (1, i, j, k) en est une base.
Onak?=ijij=i(-ij)j=-i%j?=-1;de méme, la table de multiplication de A coin-
cide avec celle de H. Lisomorphie de A et H est ainsi manifeste. O

DEFINITION 1.2.7. — Soit A un anneau. On dit que a est nilpotent s'il existe n > 1 tel
que a™ = 0.
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Exercices. — 12) Soit n > 2 un entier. Déterminer les éléments nilpotents et les éléments in-
versibles de Z/ nZ.

13) a) Quels sont les éléments inversibles de Z/ nZ, pour n € Z? Pour quels entiers n cet anneau
est-il integre ?

b) Soit n et m des entiers non nuls. Montrer que l'application canonique de Z/nmZ
dans Z/nZ est un homomorphisme d’anneaux. Montrer qu’il induit une surjection de
(Z/ mnZ)* sur (Z/ nZ)*.

c) Exhiber un homomorphisme d’anneaux f: A — B qui soit surjectif mais tel que ’homo-
morphisme de groupes de A* dans B* déduit de f par restriction ne le soit pas.

14) Soit K un corps et A un anneau non nul. Montrer que tout homomorphisme d’anneaux de
K dans A est injectif.

15) a) Soit K un corps commutatif, soit V un K-espace vectoriel et soit A 'anneau Endg(V)
des endomorphismes de V. Les éléments de A inversibles a gauche sont les endomorphismes
injectifs, les éléments inversibles a droite sont les endomorphismes surjectifs.

b) Donner un exemple d’anneau (non commutatif) et d’élément qui possede une infinité
d’inverses a droite.

16) [Anneau produit] Soit A et B deux anneaux. On munit le groupe abélien A x B d'une loi
interne en définissant pour aeta’ € A, bet b’ € B, (a,b) - (a’,b') = (ad, bb').

a) Montrer que cette loi confere a A x B une structure d’anneau. Quel est I'élément neutre
pour la multiplication ?

b) Déterminer les éléments simplifiables (a droite ou a gauche), resp. inversibles (a droite ou
a gauche), resp. nilpotents, de I’anneau A x B.

c) Montrer que les éléments e = (1,0) et f = (0,1) de Ax B vérifient e? = e et f? = f. On dit
que ce sont des idempotents.

17) Soit Aun anneau non nul.

a) Soit a un élément de A qui posséde un unique inverse a droite. Montrer que a est simpli-
fiable puis que a est inversible.

b) Si tout élément non nul de A est inversible a gauche, A est un anneau a division.

¢) On suppose que A est fini. Montrer qu'un élément simplifiable a gauche est inversible a
droite. Si tout élément de A est simplifiable a gauche, A est donc un anneau a division. Si A est
commutatif, tout idéal premier de A est maximal.

d) Méme question lorsqu’on suppose que A est une K-algebre de dimension finie comme
K-espace vectoriel, K étant un corps commutatif. (Cela signifie que la multiplication de A est
K-bilinéaire.)

e) On suppose que tout élément non nul de A est simplifiable a gauche et que I'ensemble des
idéaux a droite de A est fini. Montrer que A est un anneau a division. (Montrer que tout élément
non nul x est inversible a droite en introduisant les idéaux a droite x" A pour n > 1.)
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18) Soit Aun anneau et soit e € Aun idempotent.

a) Montrer que 1 — e est un idempotent de A.

b) Montrer que eAe = {eae; a € A} est un sous-groupe abélien de A et que la multiplication
de Ale munit d'une structure d’anneau.

c¢) Expliciter le cas particulier oi A = M (k), k étant un corps commutatif, et e une matrice
de rang r, disons avec des 1 en début de diagonale et des 0 sinon.

19) Soit A un anneau.

a) Soit a € Aun élément nilpotent. Si n > 0 est tel que a™1 =0, calculer 1+a)(1—a+ a?—
--++ (=1)"a™). En déduire que 1 + a est inversible dans A.

b) Soit x € A un élément inversible et y € A un élément nilpotent tel que xy = yx; montrer
que x + y est inversible.

¢) Si x et y sont deux éléments nilpotents de A qui commutent, montrer que x + y est nil-
potent. (Si n et m sont deux entiers tels que x"*! = y”*1 = 0, on utilisera la formule du binome

pour calculer (x + y)"*""+1 )

20) Soit Aun anneau, soit a et b des éléments de A tels que 1 — ab soit inversible dans A.

a) Montrer que 1 — ba est inversible dans A et calculer son inverse. (Commencer par le cas
ou ab est nilpotent.)

b) Si A= M, (k), ol k est un corps commutatif, montrer que ce résultat équivaut au fait que
ab et ba ont méme polyndme caractéristique.

21) Soit Aun anneau commutatifet f = ay+ @y X +--- + a, X" € A[X].

a) Montrer que f est nilpotent si et seulement si tous les a; sont nilpotents.

b) Montrer que f est inversible dans A[X] si et seulement gy est inversible dans A et
a,...,a sont nilpotents. (Sig = f~! = by + b1 X +-+- + by, X™, montrer par récurrence sur k que
a*'b,,_r=0)

¢) Montrer que f est diviseur de zéro si et seulement si il existe a € A, a # 0 tel que af = 0. (Si
f g =0 avec g de degré minimal, montrer que pour tout k, arg =0.)

22) Cet exercice propose une démonstration du fameux théoréme de Wedderburn : tout anneau
a division fini est commutatif. Soit donc F un anneau a division fini, qu'on ne suppose pas
commutatif. Un sous-anneau de F qui est un corps sera appelé sous-corps.

a) Soit Z le centre de F. Montrer que Z est un sous-corps de F. On note g son cardinal. Mon-
trer qu'il existe un entier n > 1 tel que card F = g".

b) Soit x € F. Montrer que 'ensemble C, des a € F tels que ax = xa est un sous-corps de F.
Montrer qu'il existe un entier n, qui divise 7 et tel que card C, = g"+. (Remarquer que la multi-
plication a gauche par les éléments de Cx munit F d'une structure de C,-espace vectoriel.)

¢) Si x € F*, calculer en fonction de n, le cardinal de la classe de conjugaison % (x) de x
dans F* (I'ensemble des éléments de F* de la forme axa™!, pour a € F*).

d) Si x ¢ Z, en déduire que le cardinal de € (x) est un multiple de ®,(q). (P, désigne le n-
iéme polynéme cyclotomique.)

e) Montrer a 'aide de I’équation aux classes que ®,(q) divise g" — g. En déduire que n =1,
donc que F est commutatif.
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§1.3. Idéaux

DEFINITION 1.3.1. — On appelleidéal a gauche d'un anneau A tout sous-groupe (pour
laddition) I c A tel que pour touta€ Il et toutbe A, bae I.

On appelleidéal a droite d’'un anneau A tout sous-groupe I c A tel que pour tout a € I
ettoutbe A, abel.

On dit que I c A est unidéal bilatere si c’est un idéal a droite et un idéal a gauche.

Dans un anneau commutatif, idéaux a droite, a gauche et bilatéres coincident; on
parle alors tout simplement d’idéal. Remarquons que 0 et A sont des idéaux bilateres
de A. Pour tout a € A, 'ensemble Aa formé des éléments xa de A pour x € A, est un
idéal a gauche; I'ensemble aA formé des ax, pour x € A, est un idéal a droite. Si A est
commutatif, on note souvent (a) cet idéal.

Comme —1 est un élément de A, pour prouver qu’'une partie I de A est un idéal a
gauche, il suffit d’établir les faits suivants :

-0¢€l;
—siaeletbel,a+bel;
—siae Aetbel,abel.

Exemple 1.3.2. — Si K est un anneau a division, les seuls idéaux a gauche (ou a droite)
de K sont (0) et K. En effet, soit  un idéal a gauche de K distinct de 0 et soit a un élément
non nul de I. Soit b un élément de K. Comme a # 0, on peut considérer I'élément ba!
de K et, par définition d'un idéal a gauche, (baYHael. Onadonc bel, doul=K.

Les anneaux Z et K[X], pour K un corps commutatif, possedent une division eucli-
dienne. Si a et b sont des entiers relatifs, avec b # 0, il existe un unique couple d’entiers
(q,7r) telque a=bqg+r etet0 < r<|bl. De méme, si A et B sont des polynémes a co-
efficients dans un corps commutatif K, avec B # 0, il existe un unique couple (Q, R) de
polynémes tel que A= BQ+ R et degR < degB.

Exemple 1.3.3. — Si I estun idéal de Z, il existe un unique entier n > 0 tel que I = (n).

Démonstration. — Si I = (0), n =0 convient.

Supposons maintenant I # (0). Si I = (n), on constate que les éléments strictement
positifs de I sont {n;2n;3n;...} et que n est le plus petit d’entre eux — ce qui montre
I'unicité d’'un éventuel entier » comme dans I’énoncé.

Notons donc 7 le plus petit élément de INN*. Comme n € I, an € I pour tout a € Z et
(n) c I. Réciproquement, soit a est un élément de I. La division euclidienne de a par n
sécrita=qgn+r,avecqgeZet0<r<n-1.Commeacletcommegnel, r=a—qn
appartient a I. Comme n est le plus petit élément strictement positif de I et comme
r < n, on a nécessairement r = 0. Par suite, a = gn € (n) et [ < (n). Ainsi, I = (n). O
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Exemple 1.3.4. — Si I est un idéal de K[X], il existe un polynome P tel que I = (P). En
outre, la condition que P soit nul ou unitaire détermine P de maniere unique.

Démonstration. — La démonstration est analogue : si I = 0, on choisit P = 0. Sinon,
soit P est un élément non nul de /, unitaire, dont le degré est minimal. Tout multiple
de P appartient a I, d’ou (P) c I. Inversement, pour A€ I, la division euclidienne de A
par P s’écrit A= PQ+ R, avec degR < deg P. Comme A et P appartiennent a I, A— PQ
aussi, donc R € I. Par minimalité du degré de P, R=0, d’ou A€ (P). O

On dispose d'un certain nombre d’opérations intéressantes sur les idéaux.

1.3.5. Intersection. — Si I et ] sont deux idéaux a gauche de A, I'ensemble I N J est
encore un idéal a gauche de A. Plus généralement, |'intersection d'une famille d'idéaux
a gauche de A est encore un idéal a gauche de A.

Démonstration. — Soit (I;)ses une famille d'idéaux de A et posons I = I. (Si S =9,
on a I = A.) Lintersection d'une famille de sous-groupes est encore un sous-groupe,
donc I est un sous-groupe de A. Soit maintenant x € I et a € A arbitraires et montrons
que ax € I. Pour tout s, x € [; et I étant un idéal a gauche, on a donc ax € I;. Par suite,
ax appartient a tous les Iy donc ax € I. O

Un énoncé analogue est valable pour les idéaux a droite et les idéaux bilateres.

1.3.6. Idéal engendré par une partie. — Si S est une partie de A4, il existe un plus petit
idéal a gauche I de A contenant S, qu'on appelle idéal a gauche engendré par S. Cela si-
gnifie que I est un idéal contenant S et que si J est un idéal contenant S, alors J contient
déja I. De plus, I est 'ensemble des combinaisons linéaires presque nulle ) g ass.

Démonstration. — En effet, il suffit de définir / comme l'intersection des idéaux a
gauche de A qui contiennent S. C’est un idéal a gauche d’apres la proposition pré-
cédente. Notons d’autre part J/ 'ensemble des combinaisons linéaires presque nulles
Y ses ass, pour (as) € A,

Si (a) est une famille presque nulle d’éléments de A, )" ;s ass est un élement de tout
idéal a gauche de A contenant S, donc de I. Cela montre que J < I.

Réciproquement, montrons que J est un idéal a gauche de A. Il contient 0 = }_;50s;
si) ass et ) bgs sont des éléments de J, la famille (a; + b;) ses est une famille presque
nulle d’éléments de Aet Y (as;+ bg)s€ J; enfin,siae Aetsix =) ass€ J,onaax =
a(}_ags) =Y (aag)s € ] et J estbien un idéal de A.

Comme J contient S (sit€ S, t =) csastavec a; =1 et a; = 0si s # t). Par suite, I est
contenu dans J, d'ou finalement I'égalité. O

Par des arguments similaires, il existe un plus petit idéal a droite (resp. bilatere)
de A contenant S; c’est 'intersection des idéaux a droite (resp. bilatere) de A qui
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contiennent S. Ce sont respectivement I’ensemble des combinaisons linéaires ) c s sa;
et ) ses asshs, pour (ag) et (bg) des familles presque nulles d’éléments de A.

PROPOSITION 1.3.7. — Le noyau d’'un morphisme d'anneaux f : A — B est l'ensemble
des a € Atels que f(a) = 0. C'est un idéal bilatere de A que l'on noteker(f).

Démonstration. — Un morphisme d’anneaux étant un morphisme de groupes
abéliens, ker(f) est un sous-groupe de A. De plus, si x € kerf et si a € A on a
flax) = f(a)f(x) = f(a)0 = 0 donc ax € ker f. De méme, si x € kerf et a € A,
f(xa) = f(x)f(a) =0, donc xa € ker f. Il en résulte que ker f est un idéal a droite et a
gauche de A. O

1.3.8. Image, image réciproque. — Soit f : A— B un morphisme d’anneaux et soit J
un idéal a gauche de B;l'image réciproque de J par f,

flh={acA; fl@el

est un idéal a gauche de A.

Démonstration. — Comme f(0) :O€],0€f_1(]). Siaetbef‘l(]),f(a+b) = f(a)+
f(b) € ] puisque f(a) et f(b) € J etque J estun idéal de B. Enfin,siac Aetbe f‘l(]),
ona f(ab) = f(a)f(b) € Jpuisque f(b) € J. O

En revanche, I'image d’un idéal a gauche par un morphisme d’anneaux n’est pas
forcément un idéal. Si f : A — B est un morphisme d’anneaux et si I est un idéal a
gauche de A, on notera Bf (I), voire BI, 'idéal a gauche engendré dans B par f(I).

1.3.9. Somme d’idéaux. — Soit I et ] deux idéaux (a gauche, a droite, bilatere) de A.
L'ensemble des sommes a+ b avec a € I et b € ] est un idéal (a gauche, a droite, bila-
tere) de A, noté I+ J. C’est aussil'idéal (...) de A engendré par la partie /U J. Plus géné-
ralement, si (I5) ses est une famille d’idéaux (...) de A, 'ensemble des sommes (presque
nulles) ), a5, ol pour tout s, as € I, est un idéal (...) de Anoté ) ¢ I;. C’est aussi I'idéal
(...) de Aengendré par la partie [ ;.

Démonstration. — Démontrons le résultat pour des idéaux a gauche. Comme 0 =)_;0
et comme 0 € [; pour tout s, 0 € } ¢ I;. Ensuite, si a =) ;as et b =) ¢ bs sont deux élé-
ments de ) I, ona a+ b =) ;(as + bs) ou pour tout s, as + bs € I, presque tous les
termes de cette somme étant nuls. Donc a+ b € ) ; I;. Finalement, si a = ) a; appar-
tienta Iy et be A ona ba =) (bas). Pour tout s, bag € I, donc ba € ) . Ainsi, ) I
est bien un idéal a gauche de A.

Pour montrer que c’est1’idéal a gauche de A engendré par la partie U; I;, nous devons
établir deux inclusions. Tout d’abord, site Setae I;,onaa=) ;asaveca;=0si s# ¢
eta;=a.Doncac) ;I;etl'idéal ) ;I; contient I;. Par définition de I'idéal (U, I5) (plus
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petit idéal a gauche qui contient la partie s I5), on a ainsi
ULy ) L.
N N

Dans l'autre sens, si I est un idéal a gauche contenant [ J; Iy, montrons que I contient
Y ¢ Is. Soit alors a = ) as; un élément de Y ; I;. Tous les termes de cette somme appar-
tiennent a I. Par définition d'un idéal a gauche, a appartienta I et I contient ) ;I;. [

1.3.10. Produit d’idéaux. — Soit A un anneau et soit [ et J deux idéaux bilateres de A.
Lensemble des produits ab avec a € I et b € J n’est pas forcément un idéal de A. L'idéal
I] est par définition 'idéal bilatere engendré par ces produits.

Soit K I'ensemble des combinaisons linéaires Y asbs, ot a; € I et bs € J. C’est une
partie de IJ. Montrons que K est un idéal bilatere de A. C’est un sous-groupe abélien
de maniere évidente. De plus, soit x =) asbs € K et soit a€ A. On a

ax=a()_ashs) =) (aas)bs;

comme [ est un idéal a gauche, aas € Al pour tout s, donc ax € K. Enfin, la relation

xa=()_asbs)a=Y_ as(bsa)

montre que xa € K puisque, J étant un idéal a droite, bsa € J pour tout s. Comme K
contient les produits ab, pour a € [ et b € J, on a I'inclusion IJ c K et, finalement,
IJ=K.

Comme [ et J sont des idéaux bilateres, pour tout a € I et tout b € J, le produit ab
appartient tanta I qu’a J; il en résulte que IJ c InJ.

1.3.11. (NiDradical. — Le nilradical d'un anneau commutatif Aestl’ensemble de ses
éléments nilpotents. C’est un idéal de A.
Plus généralement, on définit le radical d'un idéal I de A par la formule

VI={ac A;ilexiste n> 1, a" € I.

C’est un idéal de A qui contient I. Par définition méme, le nilradical de A est donc égal
au radical de I'idéal nul.

Démonstration. — Comme 0! =0€ I, 0 € VI. Si a € VI et b € VI, choisissons n et
m > 1telsque a” € I et b € I. Alors, on a d’apres la formule du bindme

(a+b)"" = nim (n J;Cm) a*prrmk,
k=0

Dans cette somme, tous les termes appartiennent a I : ¢’est vrai de ceux correspondant

a k > n puisque ak=a"a" *eta"el;deméme,sik<n n+m—-k>met h""m k=

b™b" K appartient a2 I. On a donc (a+ b)**™ € I, dott a+ b € V1. Enfin, si a € VT et

b € A, choisissons n > 1 tel que a” € I. Alors, (ba)” = b"a" € I et bae V1. O
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Exercices. — 23) Soit K un corps commutatif, soit V un K-espace vectoriel et soit A 'anneau
des endomorphismes de V.

a) Pour tout sous-espace vectoriel W de K, 'ensemble Ny, des endomorphismes dont le
noyau contient W est un idéal a gauche de A, ’ensemble Iy des endomorphismes dont'image
est contenue dans W est un idéal a droite de W.

b) Si V est de dimension finie, les idéaux a droite (resp. a gauche) sont tous de cette forme.

c) Si V est de dimension finie, les seuls idéaux bilateres de A sont (0) et A.

d) Lensemble des endomorphismes de rang fini de V (c’est-a-dire dont I'image est de di-
mension finie) est un idéal bilatére de A. Il est distinct de A si V est de dimension infinie.

24) Quel est le radical de I'idéal (12) dans Z?

25) Soit A un anneau commutatif et soit a, b deux éléments de A. S’ils sont associés, c’et-a-
dire s’il existe un élément inversible u de A tel que a = bu, montrer que les idéaux (a) = aA et
(b) = bA sont égaux. Réciproquement, si A est inteégre et si (a) = (b), montrer que a et b sont
associés.

26) Soit A un anneau et soit I un idéal a droite de A.

a) Montrer que I'idéal a gauche engendré par I dans A est un idéal bilatere.

b) Montrer que I'’ensemble J des éléments a € A tels que xa = 0 pour tout x € I ('annulateur
a droite de I) est un idéal bilatere de A.

27) Montrer qu'un anneau intégre possédant un nombre fini d’'idéaux a gauche est un anneau a
division. (Montrer que tout élément non nul x est inversible a gauche en introduisant les idéaux
a gauche Ax™ pourn >1.)

28) Soit A un anneau commutatif et soit I, J et L des idéaux de A. Démontrer les assertions
suivantes :

a)I-Jestcontenudans InJ;

b)ona(I-)+{U-L)=I1-(J+L);

c(Un))+(UnL)estcontenudans INn(J+1L);

d)si Jestcontenudans,ona/+(UNnL=In(J+1L);

e) soit K un corps. Supposons que l'on ait A= K[X, Y]. Posons I = (X), J=(Y) et L= (X+Y).
Déterminer (INJ)+ (INL) et IN (J+ L), puis les comparer.

29) Soit A, B des anneaux commutatifs et soit f: A— B un homomorphisme d’anneaux. Pour
toutidéal I de A, on note f (I) 'idéal de B engendré par f(I) et on'appelle extension de I dans
B. Pour tout idéal J de B, on appelle contraction de J I'idéal f~1(J).

Etant donné un idéal I de A et un idéal J de B, montrer les assertions suivantes :

a) I est contenu dans f‘l(f* D) et]contientf*(f_l(]));

byona f() = f AT et f(D = f(f (D).

Soit € I'ensemble des idéaux de A qui sont des contractions d’'idéaux de B et & 'ensemble
des idéaux de B qui sont des extensions d’idéaux de A.
ona€=1{LI=f"fiD)}et&=U;T=f(f D)

d) I'application f, définit une bijection de € sur & ; quel est son inverse ?
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Soit [; et I, deux idéaux de A, et J; et J» deux idéaux de B. Montrer les assertions suivantes :

e)ona fi (i + k) = fu(h) + fu(k) et f~ (1 + J2) contient £~ (1) + f ' (J2);

f) f.(I N L) est contenu dans f,(I)) N fi(b) etl'ona f~'(hink) = frU)N fF1h);

gona f,(I-b) = fu(l))- fr(Il) et f~1(J1- J2) contient f (1) f~1 () ;

h) f*(\/f) est contenu dans \/met l'ona f’l(\/j) =+ f1.
30) Soit I et J deux idéaux d’'un anneau commutatif A. On suppose que I+ J = A. Montrer que
pour tout entier n, I" + J" = A.
31) Soit Aun anneau.

a) Montrer par un contre-exemple que ’ensemble des éléments nilpotents de A ne forme
pas un sous-groupe abélien. (On pourra choisir A = M>(C).)

b) Soit N I'’ensemble des éléments a € A tels que ax soit nilpotent pour tout x € A. Montrer
que N est un idéal bilatére de A dont tout élément est nilpotent.

¢) Soit I un idéal bilatere de A dont tout élément est nilpotent. Montrer que / < N.
32) Soit A un anneau commutatif, soit / un idéal de A et soit S une partie de A. On définit le
conducteur de S dans I par la formule

J=U:S8)={ac A;pourtoutseS, aselj.

Montrer que c’est un idéal de A; c’est le plus grand idéal K de Atel que KSc I.

§1.4. Algeébres; polynomes

DEFINITION 1.4.1. — Soit k un anneau commutatif. Une k-algebre est un anneau A
muni d'un morphisme d'anneaux i: k — A dont l'image est contenue dans le centre
de A.

Formellement, une k-algebre est le couple (4,i: kK — A). On dira cependant souvent
«soit A une k-algebre » en sous-entendant le morphisme i. Si x € k et a € A, on com-
metra ainsi I'abus d’écriture en notant xa au lieu de i (x)a. Noter cependant que i n’est
pas forcément injectif. Noter aussi que A n’est pas forcément commutatif.

DEFINITION 1.4.2. — Si (A, i) et (B, j) sontdes k-algebres, un morphisme de k-algebres
f :+ A— B est un morphisme d’anneaux tel que pour tout x € k et touta € A, f(i(x)a) =

jx) f(a).

Exercice 1.4.3. — Vérifier que 'image f(A) d'un morphisme de k-algebres f: A — B
est une sous- k-algebre de B.

Exemples 1.4.4. — a) Si k est un sous-anneau d'un anneau commutatif A, I'injection
naturelle kK — A munit A d’une structure de k-algebre.

b) Tout anneau est de maniere unique une Z-algebre. En effet, si A est un anneau,
il existe un unique morphisme i : Z — A. (On a nécessairement i(0) =0, i(1) = 1; par
récurrence, i(n) est défini pour n > 1 etenfin, i(n) = —i(—n) si n <0.)
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¢) Soit K une algebre a division et soit i: Z — K I’homomorphisme canonique. Si i
n’est pas injectif, son noyau est de la forme pZ, pour un nombre premier p et I'image
de i est un sous-corps commutatif Ky de K de cardinal p. Si i est injectif, son image est
isomorphe a Z et K contient '’ensemble des fractions a/b, pour a et b dans i(Z), b #0,
qui est un sous-corps Ky de K isomorphe a Q. Le sous-corps Kj est appelé sous-corps
premier de K ; on dit que K est de caractéristique p si Ky est un corps a p éléments, et
de caractéristique zéro si Ky est infini.

¢) Lanneau k[X] des polynomes a coefficients dans k est une k-algebre de maniere
naturelle.

1.4.5. Construction de l'anneau des polynémes.— Soit A un anneau et soit / un en-
semble. Lensemble N est 'ensemble des multi-indices indexés par I : ses éléments
sont des familles (7;) formés d’entiers positifs ou nuls, presque tous nuls. Lorsque I est
fini de cardinal d, N¥ ¢’identifie naturellement & N¢. Soit Z; 'ensemble RN) formé
des familles (a;,) ,,,cn: d’éléments de A, indexées par N dont presque tous les termes
sont égaux a 0. Muni de I'addition terme a terme, c’est un groupe abélien. Soit P = (p,;,)
et Q = (g, des éléments de Z;. Si m € N?, il n'y a qu'un nombre fini de couples de
multiindices (m', m"”) tels que m = m’ + m” ; on peut alors poser

I'm= Z Pm' qm';
m'+m''=m
la famille (r,,) est presque nulle, donc définit un élément de &7;.

On vérifie (un peu laborieusement si I est infini) que cette loi (P, Q) — R est associa-
tive et fait de £; un anneau.

Si i € I, notons X; I’élement de &; dont 'unique terme non nul est celui correspon-
dant au multiindice §; (qui vaut 1 en i et 0 ailleurs), et vaut 1. Si P = (p,,), on constate
quel'on a

P= Y pa[]X™.
meN®d iel

L'anneau | est appelé anneau des polynomes d’indéterminées (X;);c; a coeffi-
cients dans A. On le note A[(X;);efl. Si I ={1,..., n}, on le note plutdt A[Xj,...,X,]; si
I est un singleton, on le note A[T], ou T est]'indéterminée.

Si A est un anneau commutatif, c’est un anneau commutatif, donc une A-algebre.

Pour m € N, I'expression [];¢ IXl.m" est parfois notée X et est appelée monome;
m; est son degré en X; et ). m; son degré total. Soit P un polynome dans A[(X;)], si
P=Y a, X", lesmonomes de Psontles a,, X" avec a,, # 0. Pour i € I, on appelle degré
en X; de P, et 'on note degXl_ (P), la borne supérieure des degrés en X; des mondmes
non nuls de P. De méme, le degré total de P, noté deg(P), est la borne supérieure des
degrés totaux des monomes non nuls de P. Ces bornes supérieures sont prises dans
N U {—o0} : les degrés du polynéme nul sont égaux a —oco.
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On a degy, (P + Q) < max(degy, (P),degy. (Q)), avec égalité si ces deux degrés sont
distincts. De plus, on a degy, (PQ) < degy, (P) + degy, (Q). Si A est integre, on a égalité
(voir ci-dessous). Des relations analogues valent pour le degré total.

PROPOSITION 1.4.6. — Soit A un anneau integre. Soit P et Q € A[T] des polynémes non
nuls. Alors, deg(PQ) = deg(P) + deg(Q). En particulier, PQ # 0.

Démonstration. — Notons P=po+p1 T+ +pp,T"etQ=qo+---+ gnT™ les coeffi-
cients de P, avec n = deg P et m = degQ, de sorte que que p, # 0 et g;, # 0. Alors,

Tn+m

PQ=podo+ (o1 + p1G0) T+ -+ + (Pn=1Gm + PnGm-1)T" ™ + pnam

Comme A est integre, p,qgm # 0 et le degré de PQ est égal a n+ m, ce qu'’il fallait dé-
montrer. O

COROLLAIRE. — Soit A est un anneau intégre, il en est de méme de l'anneau des po-
lynémes Al(X;)]. En outre, pour tous polynomes P, Q, on a la relation degXi (PQ) =
degy. (P) +degy. (Q).

Démonstration. — Nous devons démontrer que le produit de deux polynémes non
nuls n'est pas nul et que son degré en la variable X; est la somme des degrés. Pour ce
faire, nous pouvons supposer qu’il n'y a qu'un nombre fini de variables, puis raisonner
par récurrence sur le nombre de variables. Soit A’ 'anneau des polynémes a coeffi-
cients dans A en les variables X;, pour j # i; par récurrence, c’est un anneau integre.
Grace al'isomorphisme A[(X}) jes] = A'[X;], le corollaire découle donc de la proposition
précédente. O

La notion de degré d’'un polyndéme intervient aussi dans le théoreme de division
euclidienne :

THEOREME 1.4.7. — Soit A un anneau et soit P et Q deux polynomes de A[X]. On sup-
pose que Q # 0 et que le coefficient du terme de plus haut degré de Q est inversible'? .
Alors, il existe un unique couple de polynémes (R, S) dans A[X] vérifiant les propriétés
- P=RQ+S;
— degS < degQ.

Démonstration. — On commence par l'unicité. Si P= RQ+S=R'Q+ S, alors Q(R' —
R) = §' — S est de degré au plus max(degS,degS’) < degQ. Supposons R # R', c’est-
a-dire R' — R # 0. Alors, si uX9¢8Q et aX™ sont les termes de plus haut degré dans Q
et R’ — R respectivement, le terme de plus haut degré dans Q(R' — R) est donné par
auX™*48Q Comme u est inversible et a # 0, au # 0. Ainsi, Q(R' — R) est de degré
m +degQ > degQ. Cette contradiction montre que R=R’, puis S=P-RQ=P-R'Q=
S'.

(DRappelons a ce propos qu'un polynéme dont le coefficient dominant est égal a 1 est dit unitaire.
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Montrons maintenant I'existence du couple (R, S) comme dans le théoreme. Notons
toujours uX98< Je terme de plus haut degré de Q. On raisonne par récurrence sur le
degré de P. Si deg P < degQ, il suffit de poser R =0 et S = P. Sinon, soit aX98” le terme
de plus haut degré de P. Alors, P’ = P — au~!X9¢8P~4e8Q() est un polynome de degré
au plus deg P mais dont le coefficient du terme de degré deg P est égala a—au ' u = 0.
Ainsi, deg P’ < degP. Par récurrence, il existe deux polynémes R’ et S’ dans A[X] tels
que

P'=RQ+S et degS <degQ.
Alors, on a
P=P+ au—IXdegP—degQQ — (R, + au—lxdegP—degQ)Q +5.

1 suffit maintenant de poser R = R’ + au~ ' X468P~de8Q et §' = S, Le théoreme est donc
démontré. O

La k-algebre des polyndmes jouit d'une propriété universelle importante :

PROPOSITION 1.4.8. — Soit k un anneau commutatif. Soit A une k-algeébre et soitn > 1
un entier non nul. Pour tout n-uplet (ay, ..., a,) d'éléments de A qui commutent deux a
deux, il existe un unique homomorphisme de k-algebres f: k[Xi,...,X,] tel que pour
toutie{l,...,n}, f(X;) = a;.

Démonstration. — Si un tel morphisme existe, il doit vérifier
FAX™ Xy =AfX)™ LX) = Aa™ . ay™.
Par suite, si P = Yy AmX;"" ... X, ", on doit avoir

P =) Ama)"...a,™",
m

ce qui prouve qu'il existe au plus un tel morphisme de k-algebres, et que s’il existe, il est
défini par cette derniére formule. Réciproquement, il est facile de prouver, en utilisant
le fait que les a; commutent deux a deux, que cette formule définit un morphisme de
k-algebres. O

Un exemple d'un tel morphisme est fourni par la théorie des polynomes d’endo-
morphismes. On choisit pour k un corps, pour Al'anneau des endomorphismes d'un
k-espace vectoriel V, voire 'anneau M, (k) des matrices n x n a coefficients dans k.
Alors, pour tout élément a de A et tout polyndme P € k[X], on peut calculer P(a) et ces
éléments obéissent aux regles de calcul usuelles, qui ne font rien d’autre que traduire
le fait que I'application de k[X] dans A donnée par P — P(a) est un homomorphisme
d’anneaux.

Ce morphisme est parfois appelé, surtout lorsque A = k, morphisme d’évaluation en
le point (ay,...,a,). Limage d'un polyndéme P est notée P(ay,...,a,). Il en résulte par
exemple un morphisme de k-algebres k[X,..., X,] — % (k", k) des polyndmes dans
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la k-algebre des fonctions de k" dans k. Les fonctions qui sont dans I'image de ce
morphisme sont tout naturellement appelées fonctions polynomiales.

1.4.9. Algebre engendrée par une partie. — Soit Aune k-algebre et soit S une partie de
A. La k-algebre k[S] est par définition la plus petite sous- k-algebre de A qui contient S.
C’est 'ensemble des combinaisons linéaires de la forme /131'”1 ...Sy" pour A € k, les s;
dans S etles m; dans N.

SiS={ay,...,an}, k[S] est aussi notée klay,...,a,]. Side plus les a; commutent deux
a deux, c’est 'image du morphisme d’évaluation k[X,...,X,] — Aen (ay,..., a,).

Démonstration. — Notons ¢ ce morphisme d’évaluation. Comme ¢ (X;) = a;, im ¢ est
une sous- k-algebre de A qui contient les a;, donc im ¢ contient k[a,..., a,]. Récipro-
quement, toute sous- k-algebre de A qui contient {ay;...; a,} contient les éléments de
Ade la forme )Lalml e a,'l"" et aussi leurs combinaisons linéaires. Par suite, k{ay,..., a;]
contient im¢g. On a ainsi égalité. O

Exercices. — 33) Utiliser la propriété universelle des anneaux de polynémes pour démontrer
qu’il existe un unique morphisme de k-algebres ¢ : k[X,Y] — k[X][Y] tel que @p(X) = X et
@(Y) =Y et que c’est un isomorphisme.

34) Soit M un monoide, c’est-a-dire un ensemble muni d'une loi associative et possédant un
élément neutre 1. Soit A un anneau. Si m € M, on note e;, 'élément de AM dont toutes les
coordonnées sont nulles sauf celle d’'indice m qui vaut 1.

a) Montrer que le groupe abélien A posséde une unique structure d’anneau telle que
(aem)(d eny) = (ad')epny pour m et m' dans M, a et @’ dans A.

b) Lorsque M est un groupe, on retrouve I'anneau du groupe. Lorsque M est le monoide N,
pour I'addition, on retrouve 'anneau des polynémes en une indéterminée.

c) Lorsque M est le groupe Z/ nZ, construire un isomorphisme d’anneaux de A sur I'an-
neau quotient A[T]/(T" —1).

35) On dit qu'un anneau A posséde une division euclidienne a droite s'il existe une application
¢@: A\ {0} — N de sorte que pour tout couple (a, b) d’éléments de A, b # 0, il existe un couple
(g,r) d’éléments de Atels que a=gb+ravec r =0ou ¢(r) < @(b).

Si A posseéde une division euclidienne a droite, tout idéal a gauche de A est de la forme Aa.
(Soit I un idéal a gauche de A; si I # 0, soit a un élément non nul de I tel que ¢(a) soit minimal.
Montrer que I = Aa.) C’est en particulier le cas des anneaux de polynémes K[X], lorsque K est
un anneau a division.

36) Soit A un anneau, soit P et Q des polynomes a coefficients dans A en une indéterminée X,
de degrés m et n respectivement. Soit a le coefficient dominant de Q et y = max(1 + m — n,0).
Montrer qu'il existe un couple de polynémes (R, S) tel que a*P = QR+ S et degS < n. Montrer
que ce couple est unique si A est integre, ou si, plus généralement, a est simplifiable.
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37) Soit k un corps et A= k[Xj,...,X,]; unidéal de A est dit monomial s’il est engendré par des
monomes.

a) Montrer qu'un mondme M appartient a un idéal monomial I = (M) qer Si et seulement si
c’est un multiple d’'un des monémes M,,.

b) Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

a) I estunidéal monomial
b) P e Isietseulement si chaque mondéme de P appartient a I.

¢) Montrer que si I et J sont des idéaux monomiaux de 4, il en est de méme des idéaux I + J,
L.J,InJ, I:JetVv1. Donnerdes systemes de générateurs monomiaux de ces idéaux en fonctions
de ceuxde I et J.

38) Soit k un corps et soit I = (My)4ep un idéal monomial de k[Xj,...,X,]. On veut montrer
qu'il existe une partie finie F c E telle que I = (Mg)q4er. On va procéder par récurrence sur le
nombre n d’indéterminées.

a) Traiterlecas n=1.

b) On fixe dansla suite n > 2 et on suppose que I'assertion est vraie s’il ya < n indéterminées.

Soit i € {1,..., n}, on définit

(pl : k[le---)Xl’l] - k[X],...,Xi—l,Xi+],...,Xn]
P(Xlr---Xn) g P(Xl»---»Xl'—l’11Xl'+1»---an)

En utilisant ’hypothése de récurrence remarquer qu’il existe une partie finie F; c E telle que
pour tout a € E le monéme ¢; (M) peut s’écrire ¢;(My) = M, x ¢;(Mg) pour un € F;.
¢) Soit Fy 'ensemble des a € E tels que pour tout i € {1, ..., n}, on ait

degy, My < max{degy, Mg; f € Fit}

et F=U!, F;. Montrer que I = (Mg) geF-

39) Soit A un anneau, I un ensemble et M I’ensemble N’ des multiindices indexés par I. Soit
F1 = AM 'ensemble des familles d’éléments de A indexées par M ; muni de 'addition terme a
terme, c’est un groupe abélien.

a) Montrer que les formules donnant la multiplication des polynémes s’étendent a .7 et le
munissent d'une structure d’anneau. Lanneau des polynémes %/ en est un sous-anneau.

Si X; désigne I'indéterminée d’indice i, un élément de .%; est une série infinie ), aleml LX)
On l'appelle 'anneau des séries formelles en les indéterminées (X;). Si I = {1,..., n}, on le note
AllXy,...,Xgll, et A[[X]] sil est un singleton et que 'indéterminée est notée X.

b) Supposons que k soit un anneau commutatif. Pour toute k-algebre A et toute famille
(ai,...,a,) d’éléments nilpotents de A qui commutent deux a deux, montrer qu’il existe un
unique homomorphisme ¢: k[[X;,...,X,]] — Atel que ¢ (X;) = a;.

¢) On suppose encore que k est un anneau commutatif. Montrer qu'un élément ) a, X"
de k[[X]] est inversible si et seulement si ag est un élément inversible de k.
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40) Soit k un corps. Notons ® ’homomorphisme d’évaluation de k[Xj, ..., X,] dans .7 (k", k)

a) Soit Ay, ..., A, des parties de k. Soit P € k[X],...,X,] un polyndme en 7 variables tel que
degXi (P) < card(A;) pour tout i. Si P(ay, ..., a,) = 0 pour tout (ay, ..., a,) € Ay x---x Ay, montrer
que P =0.

b) Si k est un corps infini, montrer que ® est injectif. Montrer qu’il n’est pas surjectif.

¢) On suppose maintenant que k est un corps fini. Montrer que @ est surjectif; donner en
particulier un antécédent explicite de tout élément de .% (k"; k) (penser aux polyndmes inter-
polateurs de Lagrange). Montrer que ® n’est pas injectif; si g = card(k), montrer que son noyau
est engendré par les polyndmes Xl.q - X;,pourl <i<n.

§1.5. Anneaux quotients

Etant donnés un anneau et une relation d’équivalence convenable sur cet anneau,
|'objectif est de munir I'’ensemble des classes d’équivalence d'une structure d’anneau.
Cela revient en fait a «rendre nuls » les éléments d'un idéal de 'anneau sans modifier
les autres regles de calcul.

A. Construction

Rappelons qu’'une relation % sur un ensemble X est dite relation d'équivalence si
elle est réflexive (pour tout x, x Z x), symétrique (si x Z y, alors y Z x) et transitive (si
XZyety Xz alors x # z). Lensemble des classes d’équivalence de X pour la relation
Z estnoté X/ .

Soit maintenant A un anneau. On peut alors chercher les relations d’équivalence
sur A qui sont compatibles avec la structure d'anneau. On veut ainsi que soient satis-
faite la propriété :

sixZyetx’ Zy,alorsx+x' Zy+y etxx' Zyy.
Notons alors I la classe d’équivalence de 0. Si x # y, comme y % y,onadonc x—y %
0, soit x — y € I, et réciproquement. Ainsi, # est définie par x Z y si et seulement si
x—yel.

Montrons d’autre part que [ est un idéal bilatere de A. Onadéja0e I. De plus,six e I
etyel,x#0ety#0,donc (x+y) Z 0, ce qui prouve que x + y € I. Enfin, si x € [ et
acAx#0,dotaxZ a0 et xa?% 0a; comme a0 =0a=0,onabienaxeletxacl.

Dans I'autre sens, les calculs ci-dessus montrent que 1'on a le théoréme suivant.

THEOREME 1.5.1. — Soit A un anneau et soit I un idéal bilatére de A. La relation %
sur A définie par x Z y si et seulement si x — y € I est une relation d’équivalence compa-
tible avec la structure d’anneau. Lensemble quotient Al % possede une unique structure
d’anneau telle que la surjection canoniquecl: A — Al % soit un homomorphisme d'an-
neaux. Cet homomorphisme est surjectif de noyau 1.

L'anneau quotient Al % estnoté A/I. Lhomomorphisme cl: A— A/I estaussi appelé
surjection canonique.
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Soit a un élément du centre de A; remarquons que cl(a) appartient au centre de A/I.
En effet, si x € A/, il existe b € Atel que x = cl(b); alors, cl(a)x = cl(a) cl(b) = cl(ab) =
cl(ba) car a est central, donc cl(a)x = cl(b) cl(a) = xa. Par suite, si k est un anneau et i :
k — Aun homomorphisme d’anneaux dont 'image est contenue dans le centre de A4,
de sorte que (A4, i) est une k-algebre, la composition cloi : k — A — A/I munit A/I d'une
(mieux, de 'unique) structure de k-algébre pour laquelle la surjection canonique est
un homomorphisme de k-algebres.

B. Théoréme de factorisation

Limportance de la structure d’anneau quotient vient de sa propriété universelle,
manifestée dans le théoreme de factorisation que nous démontrons maintenant.

THEOREME 1.5.2. — Soit A et B deux anneaux et soit f : A— B un homomorphisme
d'anneaux. Si I est un idéal bilatere de A contenu dans ker f, il existe un unique homo-
morphisme d’anneaux f : A/l — B tel que f = focl.

Une fagon visuelle et commode d’écrire cette derniere égalité est de dire que le dia-
gramme

A L B
i
All /
est commutatif.
Démonstration. — Nécessairement, f doit étre tel que f (cl(a)) = f(a) pour tout a € A.

Comme tout élément de A/I est de la forme cl(a) pour un certain a € A, cela montre
qu'il existe au plus un homomorphisme d’anneaux f : A/I — Btel que f = f ocl.

Montrons maintenant I'existence de f. Soit x un élément de A/I. On sait qu'il existe
a € Atel que x = cl(a). Si @’ est un autre représentant de x, donc tel que x = cl(a’), on
aa —acel, dong, puisque I cker f, f(a’ — a) =0 et par conséquent, f(a) = f(a’). On
peut ainsi poser f(x) = f(a) — le résultat est indépendant du représentant a choisi. Il
reste 2 montrer que f est un homomorphisme d’anneaux.

Comme cl(04) = 04/7 et cl(14) =14/, on abien f(04/7) =0p et f(14/7) = 1. De plus,
si x =cl(a) et y = cl(b) sont deux éléments de A/I,ona x+ y=cl(a+ b) et

f(x+y) = f(cla+ b)) = fla+Db) = f(a)+ f(b) = f(cl(a) + f(cl(b))
=fxX)+f(y)
et, de méme,
fxy) = flab) = f(a) f(b) = f(x) f ().

Il en résulte que f estun homomorphisme d’anneaux. Le théoréeme est ainsi démontré.
O
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Le noyau de f sera calculé 4 la proposition 1.5.5. Notamment, on montrera que f est
injectif si et seulement si I = ker f. Soit f : A— B un homomorphisme d’anneaux. On a
vu (page 4) que f(A) est un sous-anneau de B. Ainsi, on peut décomposer f en

AL arerf L fay— B

c’est-a-dire en la composition d'un homomorphisme surjectif, d'un isomorphisme et
d’'un homomorphisme injectif.

Soit A un anneau et soit / un idéal de A. On s’intéresse maintenant aux idéaux de
'anneau A/I. Soit _¢ unidéal a gauche de A/I. On sait que cl!(_#) est unidéal a gauche
de A. Par construction, il contient I puisque pour tout a € I, cl(a) = 0 est un élément de
Z.

La propriété importante est donnée par la proposition :

PROPOSITION 1.5.3. — Soit A un anneau et soit I un idéal bilatére de A. Lapplication
cl™l:
idéaux a gauchede AlI — idéaux a gauche de A contenant I
£ — d(
est une bijection.
Un résultat analogue vaut pour les idéaux a droite et les idéaux bilateres.

Autrement dit, pour tout idéal a gauche J de A qui contient /, il existe un unique
idéal ¢ de A/I tel que J = clI™'(_#). De plus, on a ¢ = cl(J) (image de l'idéal J par la
surjection canonique, laquelle image se trouve étre encore un idéal a gauche dans ce
cas).

Démonstration. — Commencer par construire la bijection réciproque. Si J est un idéal
de A, montrons d’abord que cl(J) est un idéal a gauche de A. On a bien 0 = cl(0) € cl()).
D’autre part, si x et y appartiennent a cl(J), soit a et b des éléments de J tels que x =
cl(a) et y = cl(b). Alors, x+y = cl(a)+cl(b) = cl(a+ b) ; comme J est un idéal a gauche de
A, a+ b appartient a J et x + y appartient bien a cl(J). Enfin, soit x un élément de cl(J)
et y un élément de A/I. Choisissons encore a € J et b € Atels que x =cl(a) et y = cl(b).
On a yx = cl(b) cl(a) = cl(ba) € cl(J) puisque, J étant un idéal a gauche de A, ba € J.
Si _¢ estunidéal a gauche de A/I,ona

ccl (g =_¢.

Montrons les deux inclusions. Un élément x de cl(cl™( ¥)) est de la forme x = cl(a)
pour a € cl_l(j). On a donc x € _#. Réciproquement, si x € _#, soit a € A tel que
x = cl(a). Alors, cl(a) = x € _#, donc a appartient a cI™!(_#) et x appartient bien a
clcl™t(#)).

Enfin, si J est un idéal a gauche de A, on a

cd ) =I+7.
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La encore, montrons les deux inclusions. Si x € [+ J, on peut écrire x = a+ b avec a€ [
et be J. Il en résulte cl(x) = cl(a) +cl(b) = cl(b) € cl(J). Donc x € cl" (cl(J)). Dans I'autre
sens, soit x € cl~!(cl())). Par définition, cl(x) € cl(J) et il existe a € J tel que cl(x) = cl(a).
On aalors cl(x—a) = 0, ce qui signifie que x—a € I. Finalement, x = (x—a)+a appartient
a I+ J, ainsi qu’il fallait démontrer.

Si de plus J contient [, alors I+ J = ] et les deux formules établies montrent que I'ap-
plication cl™! définit une bijection de 'ensemble des idéaux a gauche de A/I sur I'en-
semble des idéaux a gauche de A contenant /, dont la bijection réciproque est donnée
par cl. O

Lorsque J est un idéal a gauche de A qui contient I, I'idéal cl(J) de A/I est aussi noté
J/1. Cette notation intervient notamment lorsque '’homomorphisme cl est omis des
notations. L'expression «soit J/I un idéal de A/I...» sous-entendra toujours que J est
un idéal de A contenant I.

PROPOSITION 1.5.4. — Soit A un anneau, soit 1 un idéal bilatere de A et soit
J un idéal bilatere de A contenant 1. La composition des surjections canoniques
A— All — (AID/(JII) a pour noyau J. Il en résulte un isomorphisme canonique

Al]=(AIDIJID).
En résumé, un quotient d'un quotient est encore un quotient.

Démonstration. — La composée de deux homomorphismes surjectifs étant encore
surjectif, le morphisme A — (A/I)/(J/I) est surjectif. Un élément a € A appartient
au noyau si et seulement si cl(a) € A/I appartient au noyau de ’'homomorphisme
All — (AID/(J/D), cest-a-dire cl(a) € (J/I). Comme J/I = cl(J), cela signifie que
a e cl™l(cl())) = J puisque J contient I.

Le théoreme de factorisation affirme alors |’existence d’'un unique homomorphisme
@:Al]J— (A/D/(J/]) rendant le diagramme

A All (A/DIJrIn
l /
Al

commutatif. Cet homomorphisme est surjectif. Soit x € A/J un élément tel que ¢(x) =
0. Soit a € Atel que x = cl;(a). Par définition de ¢, on a ¢(x) = clj/;ocli(a) =0, c’est-a-
dire a € J. Ainsi, x = 0 et "lhomomorphisme ¢ est injectif. C’est donc un isomorphisme

O

La derniere partie de la démonstration peut étre généralisée en un complément im-
portant au théoreme de factorisation
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PROPOSITION 1.5.5. — Soit f : A— B un morphisme d'anneaux et soit I un idéal bila-
tere de A contenu dansker f. Soit f : A/ — B I'homomorphisme fourni par le théoréme
de factorisation. Alors, le noyau de f est égal a (ker f)/1.

Démonstration. — En effet, si f(x) =0, soit a € Atel que x =cl(a). On a alors f(a) =0,
d'otu a € ker f et x = cl(a) € clker f) = (ker f)/I. Réciproquement, si x € (ker )/, il
existe a € ker f tel que x = cl(a). On a alors f(x) = f(a) =0 et x € ker f. O

C. Lemme chinois

Deux idéaux bilateres I et J d'un anneau A sont dits comaximaux si I + J = A. IIs
donnent lieu a la forme générale du théoreme chinois.

THEOREME 1.5.6. — Soit A un anneau, I et ] deux idéaux bilateres de A qui sont co-
maximaux.

L'homomorphisme canonique A — (AlI) x (Al ]) donné par a — (clj(a),cl;(a)) est sur-
jectif; son noyau est l'idéal bilatere I N ]. Il en résulte, par passage au quotient, un iso-
morphisme

(AlIn])=AlIx Al]]

COROLLAIRE 1.5.7. — Soit I et ] deux idéaux bilateres comaximaux d'un anneau A;
pour tout couple (x,y) d'éléments de A, il existeac Atelqueac x+Iletacy+].

Démonstration. — Considérons le diagramme d’anneaux

A
VAPRN
Al(INn]) ———=~AlIxAl]
dans lequel on doit montrer I'existence d'un unique fleche ¢, dessinée en traits poin-
tillés, qui le rende commutatif et qui soit un isomorphisme. Or, le morphisme A —
AlIx Al] envoie a € Asur (clj(a),clj(a)). Son noyau est donc In J. D’apres la propriété
universelle des anneaux quotients, il existe un unique morphisme ¢ rendant le dia-
gramme commutatif; pour tout a € A, on a ¢(cljnj(a)) = (clj(a),clj(a)).

Montrons que ¢ est un isomorphisme. Comme [+ /] = A, il existe x € [ et y € ] tels que
x+ y=1.Alors, on ales égalités 1 = cl;(x + y) =clj(y) dans A/T et 1 =cl;(x+ y) = cl;(x)
dans A/J. Par suite, ¢(x) = (cl;(x),cl;(x)) = (0,cl;(x + y)) = (0,1) tandis que ¢(y) = (1,0).
Si a et b sont dans 4, il en résulte que

@(bx+ay) =(0,cl(b)) + (cl(a),0) = (cl(a), cl(b)).

Tout élément de A/I x A/] étant de la forme (cl(a), cl(b)), ¢ est surjectif. O

Remarque 1.5.8. — Soit I et ] des idéaux d'un anneau commutatif Atels que I+ ] = A;
onalnj=1].
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On a déja remarqué I'inclusion IJ < I n J, vraie sans supposer que I’anneau commu-
tatif ni les idéaux I et J comaximaux. Inversement, soit a € I'n J. Puisque I+ ] = A, il
existe xe let ye Jtelsque x+ y=1.0Onadonca=(x+y)a=xa+ ya. Comme x € ] et
ac ], xacl];comme ya=ay,que yeJetacl, ya=ayec l].Parsuite, acl].

Exercices. — 41) Soit n un entier > 1. On note s: Z — Z/nZ la surjection canonique.

a) Etant donné un entier m, montrer que s(m) est inversible dans I'anneau Z/ nZ si et seule-
ment si 7 et m sont premiers entre eux.

b) Montrer que 'anneau Z/ nZ est integre si et seulement si n est premier.

¢) Si n est premier, montrer que 'anneau Z/ nZ est un corps.

d) Déterminer I'idéal v'nZ.

42) Soit A un anneau commutatif, soit a et b deux éléments de A. Montrer les assertions sui-
vantes :

a) 'anneau A[X]/(X — a) estisomorphe a A;

b) 'anneau A[X, Y]/(Y — b) est isomorphe a A[X];

c)'anneau A[X, Y]/(X —a, Y — b) estisomorphe a A.

43) Soit K un corps. On pose A= K[X, Y]/(X?, XY, Y?).
a) Déterminer les éléments inversibles de A;
b) déterminer tous les idéaux principaux de A;
¢) déterminer tous les idéaux de A.

44) Soit Aun anneau et soit I I'idéal bilatére engendré par les xy — yx pour x, y € A.
a) Montrer que I'anneau A/ est commutatif.
b) Soit J un idéal bilatere de A tel que A/J soit un anneau commutatif. Montrer que I c J.

45) a) Soit K un corps commutatif et P € K[X] un polynéme a coefficients dans K. Montrer que
I’anneau K[X]/(P) est un corps si et seulement si P est irréductible dans K[X].

b) Montrer que le polyndme X? + 1 est irréductible dans Z[X]. Lanneau A = Z[X]/(X? + 1)
est-il un corps ? (Définir un isomorphisme de A sur 'anneau Z[i].)

c) Montrer que le polynéme X? + 1 est irréductible dans F,[X] si et seulement si p =3
(mod 4).

d) Quel est le cardinal de I’anneau A/ pA? Pour quels nombres premiers p est-il un corps?
Sinon, et si p est impair, construire un isomorphisme de A/pA sur Fj, x F;,. Que se passe-t-il
pour p=27?

46) Soit A un anneau, soit I un idéal de A. On note I[X] 'ensemble des polynémes P € A[X]
dont tous les coefficients appartiennent a I.

a) Montrer que I[X] est un idéal a gauche de A[X].

b) Si I est un idéal bilatére de A, montrer que I[X] est un idéal bilatere de A[X] et construire
un isomorphisme de I'anneau A[X]/I[X] sur 'anneau (A/D)[X].
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47) Soit Aun anneau, soit / un idéal bilatere de A et soit M, (I) 'ensemble des matrices de M;,(A)
dont tous les coefficients appartiennent a I.

a) Montrer que Mj,(I) est un idéal bilatere de M, (A) et construire un isomorphisme d’an-
neaux de M, (A)/ M, (I) sur M, (A/I).

b) Inversement, montrer que tout idéal bilatere de M, (A) est de la forme M, (1), pour I un
idéal bilatere de A.

§1.6. Anneaux de fractions (cas commutatif)

Au paragraphe précédent, nous avons d’'une certaine facons « forcé » des éléments
d’'un anneau a étre nuls; nous voulons maintenant effectuer une opération opposée :
rendre inversiblesles éléments d'une partie convenable. Dans tout ce paragraphe, nous
nous restreignons au cas d'un anneau commutatif.

DEFINITION 1.6.1. — Soit A un anneau. Une partie S de A est dite multiplicative si elle
vérifie les propriétés :

-1€8S;

— pourtousaetbdansS, abeS.

Etant donnés un anneau commutatif A et une partie multiplicative S de A, nous al-
lons construire un anneau S~ A et un homomorphisme i : A — S~ A tel que i(S) est
formé d’éléments inversibles dans S™! A. Donnons d’abord quelques exemples :

Exemple1.6.2. — a) Si A=Z et S=7\{0}, 'anneau S 'AseraégalaQeti:Z— Q
I'injection usuelle. Plus généralement, si A est un anneau integre, S = A\ {0} est une
partie multiplicative et 'anneau S~! A est le corps des fractions de A.

b) Si S est formé d’éléments inversibles, alors S™1 A= A.

c) Si A=Zet S ={1;10;100;...} est 'ensemble des puissances de 10 dans Z, alors
S~! A sera I’ensemble des nombres décimaux, c’est-a-dire I’ensemble des nombres ra-
tionnels qui peuvent s’écrire sous la forme a/10" avec a€ Z et n € N.

Ainsi, ce qu’on veut imiter, c’est tout simplement le calcul de fractions que 1'on ap-
prend au college.

A. Construction
Sur 'ensemble A x S, définissons la relation d’équivalence ~ par :
(a,s) ~ (b, t) sietseulements’il existe u€ Stelque u(at— bs)=0.

C’est en effet une relation d’équivalence.

— pour tout (a, s) € Ax S, puisque 1 € Set 1(as—as) =0, (a, s) ~ (a, s). Larelation est
réflexive;



30 CHAPITRE 1. ANNEAUX, IDEAUX, ALGEBRES

- si(a,s) ~ (b, 1), choisissons u € S tel que u(at— bs) =0. Alors, u(bs—at) =0, d’ou
(b, t) ~ (a, s). Larelation est symétrique;

— enfin, si (a, s) ~ (b, t) et (b, t) ~ (c, u), choisissons v et w € S tels que v(at — bs) =
w(bu— ct) =0. Comme

t(au—cs)=ulat—bs) +s(bu—ct),

onavwt(au—cs)=0.Puisque v, w et t appartiennenta S, vwt € Set (a, s) ~ (¢, u). La
relation est donc transitive.

On désigne par S~! Al'ensemble des classes d’équivalence (on trouve parfois la nota-
tion As) ; 1a classe du couple (a, s) est notée a/s. On note i : A— S~! Al'application qui
a a € Aassocie la classe a/1. Lensemble A x S n’est pas un anneau. En revanche, nous
allons munir S™'A d’'une structure d’anneau de sorte que i est un homomorphisme
d’anneaux. La définition provient des formules habituelles pour la somme et le pro-
duit de fractions. L'élément 1 de S™' A est par définition 1/1, 'élément 0 est 0/1. On
définit ensuite

(als)+ (blt)=(at+bs)/st, (als)-(blt)=(ablst).
Vérifions d’abord que cette définition a un sens: si (a, s) ~ (@, §), il faut montrer que

(at + bs,st) ~(a't+bs',s't) et (ab,st)~(a'b,s'1).
On a alors

(at+bs)s't—(a't+ bs")st = t*(as' - d's).
Choisissons u € S tel que u(as’ — a's) = 0; il en résulte que
u((at+bs)s't—(a't+bsst)=0
et donc (at + bs, st) ~ (a't + bs', s't). De méme,
u(abs't—a'bst) = ubt(as’'—a's) =0

et donc (ab, st) ~ (a'b, st). Plus généralement, si (a,s) ~ (a',s) et (b, 1) ~ (b, t'), on a,
en répétant ces vérifications (ou en remarquant la commutativité des opérations),

(a,s)+ (b, t) ~(d,s)+ (b t)~(d,sh+ 1.

La vérification que ces lois conférent une structure d’anneau commutatif a S™' A est
un peu longue mais sans surprise et ne sera pas faite ici. Par exemple, la distributi-
vité de I'addition sur la multiplication se démontre ainsi : si a/s, b/t et ¢/ u sont trois
éléments de S71 A,

N

I u

a(b c)_a(bu+ct)_abu+act_ab ac_ab ac
B stu  stu stu st su St su

Lapplication i : A — S™'A telle que i(a) = a/l pour tout a € A est un homomor-
phisme d’anneaux. En effet, i(0) =0/1 =0, i(1) =1/1 =1, et pour tous a et b dans A, on
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i(a+b)=(a+b)/l1=all+bl/l=1i(a)+i(b)
et
i(ab) = (ab)/1=(all)(b/1) = i(a)i(b).

Enfin, sise S,ona i(s) =s/1eti(s)(1/s) =s/s=1.Donc pour tout s € S, i(s) est inver-
sible dans S A.

B. Exemples

a) Soit Aun anneau commutatif intégre. La partie S = A\ {0} est une partie multipli-
cative de A. Lanneau S™! A est alors un corps, appelé corps des fractions de A.

Démonstration. — Comme Aest integre, 1 #0 et 1 € S. D’autre part, si a et b sont deux
éléments non nuls de A, on a par définition ab # 0. Ainsi, S est une partie multiplicative
de A.

Un élément de S™! A est de la forme a/s avec a € Aet s # 0. Sil est nul, il existe un
élément b € A\ {0} tel que ab = 0. Puisque A est intégre, on a alors a = 0. En particulier,
1/1 # 0 dans S™!A. Si a/s n’est au contraire pas nul, on a a # 0 et s/a est un élément
de S~1 A tel que (al/s)(s/a) = as/as = 1. Par suite, a/s est inversible. Nous avons donc
prouvé que S~! A est un corps. O

b) Soit A un anneau commutatif et soit s € A un élément non nilpotent. Alors, la
partie S = {1;s;s%;...} est une partie multiplicative qui ne contient pas 0 et 'anneau
localisé S A est non nul (voir la remarque a) ci-dessous). On le note en général As.

¢) Soit f : A— B un homomorphisme d’anneaux commutatifs. Si S est une partie
multiplicative de A, f(S) est une partie multiplicative de B. Si T est une partie multi-
plicative de B, f~!(T) est une partie multiplicative de A. Lorsque le morphisme f est
implicite, par exemple lorsque B est explictement une A-algebre, on s’autorisera l’abus
d’écriture S~'B pour T~!B.

d) Si I est un idéal d’'un anneau commutatif A, I’ensemble S = 1 + I des éléments
a € Atels que a—1 € I est une partie multiplicative. C’est 'image réciproque de la
partie multiplicative {1} de A/I par la surjection canonique A — A/I.

e) On dit qu’'un idéal I d'un anneau commutatif A est un idéal premier si les pro-
priétés équivalentes suivantes sont satisfaites :

() il est distinct de A etla condition ab € I entraine que ac€ Iou be I;
(ii) le complémentaire S = A\ I est une partie multiplicative non vide de A;
(iii) I'anneau quotient A/I est integre.

L'équivalence des deux premiéres assertions est immédiate par passage au complé-
mentaire. Que A/I soit integre signifie que I # A (un anneau integre n’est pas nul) et
que le produit de deux éléments n'appartenant pas a I n'appartient pas a I. Si I est un
idéal premier de A, 'anneau de fractions (A\ I) "1 A est souvent noté Aj.
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Remarques 1.6.3. — a) A quelle condition 'anneau S~! A peut-il étre nul 2 Il résulte de
la définition qu'une fraction a/s est nulle dans S~ A si et seulement s'il existe ¢ € S tel
que t(al — s0) = at = 0. Dire que S™' A est 'anneau nul signifie alors que 1/1 =1=0=
0/1, et donc qu’il existe s € S tel que s-1 = s =0, autrement dit que 0 € S. On peut donc
affirmer que I'anneau S™' A est nul si et seulement si0 appartient i S.

Cela justifie a posterioril’interdiction de diviser par zéro : sil'on s’autorisait cela, les
regles du calcul de fractions rendraient toute fraction égale a 0!

b) La définition de la relation d’équivalence dans la construction de!’anneau localisé
peut sembler surprenante puisqu’elle est plus faible que I'« égalité du produit en croix»
at = bs. Lorsque I'anneau est intégre et 0 ¢ S, ou plus généralement lorsque tous les
éléments de S sont simplifiables, c’est équivalent. En revanche, dans le cas général,
I’égalité du produit en croix ne fournirait pas une relation d’équivalence.

C. Propriété universelle

Limportance de cette construction vient de la propriété universelle qu’elle vérifie :
THEOREME 1.6.4. — Soit A un anneau commutatif et S une partie multiplicative de A.
Notons i : A— S~ A ’homomorphisme d’anneaux que nous venons de construire. Alors,

pour tout anneau B et tout homomorphisme f : A — B tel que f(S) c B*, il existe un
unique homomorphisme @ :S™'A— B tel que f = @oii.

On peut résumer cette derniere formule en disant que le diagramme

A—— B
i
|4
s1A
est commutatif.
Démonstration. — Siun tel ¢ existe, il doit vérifier

p(als)f(s)=lals)p(i(s)) =@lals)p(s/1) =¢(all) =¢(i(a) = f(a)

et donc
plals)=f) " fla)

ot1 f(s)~! désignel'inverse de f (s) dans B. Cela prouve qu’il existe un plus un tel homo-
morphisme ¢. Pour montrer son existence, il suffit de vérifier que la formule indiquée
définit un homomorphisme d’anneaux ¢ : S~'!A— Btel que poi= f.

Tout d’abord, si (a/s) = (b/t), soit u € S tel que uta = usb. Alors, f(u)f(ta) =
fwf(sh), dou f(ta) = f(sbh), car f(u) est inversible dans B. Comme A est com-
mutatif, on a en fait f(at) = f(ta) = f(sb) = f(bs), donc f(a)f(t) = f(s)f(b) puis
FO f@=ff(™"; de méme, f(1)f(b) = f(b)f(r) = f(bt) dou f(b)f(1)! =
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f() "L f(b). Par conséquent, f(s)"' f(a) = f()"' f(b) ce qui démontre que ¢ est bien
défini. Quant a la vérification des axiomes d'un homomorphisme d’anneaux, on a

P0)=fO/D)=fM7Lf0)=0 et )=f1/D)=FfD)1fQ)=1.

Puis,

@lals)+@blt) =) fla+ @) fb) = fs (fat) + f(bs))
= f(s)" f(at+ bs) = p((at+ bs)/st) = p((al s) + (b/ 1)).

Enfin,

plal )bl )= f() f@f ) f(b) = f(s0)™" f(ab)
=@(ablst) =@((als)(b/1)).

L'application ¢ est donc un homomorphisme et le théoréme est démontré. O

Remarque 1.6.5. — Si A est un anneau et S une partie multiplicative de A, on peut
montrer de maniére formelle 1'existence et 'unicité d’'un anneau Ag, muni d’'un ho-
momorphisme d’anneaux i: A — Ag, vérifiant la propriété universelle : pour tout ho-
momorphisme d’anneaux f: A — B tel que f(S) c B*, il existe un unique homomor-
phisme d’anneaux f: As — B tel que f = f o i. Toutefois, on ne peut rien en dire en
général. Par exemple, Malcev a construit en 1937 un anneau integre A ne possédant
pas d’homomorphisme dans un corps (1 devrait s’appliquer sur 0!). Si 'anneau véri-
fie une certaine condition, dite de Ore, on peut vérifier que la construction a I'aide de
fractions que nous avons présenter fournit un anneau qui est solution de ce probléme
universel ; voir I'exercice 59.

On peut aussi construire I’anneau localisé comme un quotient.

PROPOSITION 1.6.6. — Soit A un anneau commutatif, a un élément de A et S =
(1;a;a?;...} la partie multiplicative de A formée des puissances de a. Lhomomorphisme
canonique

¢p: AIX]—S14 P—PQ1/a)
est surjectif, de noyau l'idéal (1 — aX). 1l en résulte un isomorphisme

@: AIX1/(1-aX)=S"1A

Démonstration. — Un élément de S™' A s’écrit b/a” pour un certain n > 1 et un élé-
ment b € A. On a ainsi b/a" = ¢(bX") et ¢ est bien surjectif. Son noyau contient cer-
tainement 1 — aX puisque ¢(1 — aX) =1—a/a=0. Il contient par suite I'idéal (1 — aX).
Il en résulte par la propriété universelle des anneaux quotients un homomorphisme
bien défini ¢: A[X]/(1-aX) — S~' A. Nous allons montrer que ¢ est un isomorphisme.
D’apres la proposition 1.5.5, il en résultera que ker ¢ = (1 — aX).
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Définissons donc I'inverse de ¢. Soit g '’homomorphisme canonique A — A[X]/(1 —
aX) tel que pour tout b € A, b— cl(b), la classe du polyndme constant b. Dans I'an-
neau A[X]/(1 —aX), on a cl(aX) =1 et donc cl(a) est inversible, d'inverse cl(X). La
propriété universelle de la localisation affirme qu'’il existe un unique morphisme v :
S™'A— A[X]/(1 - aX) tel que pour tout b € A, w(b/1) = g(b). Par construction, si b€ A
etn>1,y(b/a™) = bcl(X™) =cl(bX").

Finalement, montrons que v est I'inverse de ¢. Si P € A[X], w(¢@(cl(P))) = yw(P(1/a)).
Par suite,si P=) b, X", ona

Y(@(cl(P) =y (pP) =w(P(/a))
= 'W(Z(bn/an)) = ZW(bn/an)
=) cl(bX™ =cl(}_b,X") = cl(P)
et o @ =id. Enfin,
@w(bla™) = pl(bX™)=@aX™) =bla"

et @ oy = id. homorphisme ¢ est donc un isomorphisme, ce qu’il fallait démontrer.
O

La généralisation au cas d’'une partie multiplicative quelconque est laissée en exer-
cice (exercice 57).

D. Localisation et quotient

Enfin, étudions brievement les idéaux de S~! A. Un premier résultat est le suivant :

PROPOSITION 1.6.7. — Soit A un anneau commutatif. Pour tout idéal . de S™' A, il
existe un idéal I de A tel que % = i(I)(S™ ' A). On peut en fait prendreI = i~ (.%).

Démonstration. — 11 faut montrer que

£ =i N #))(SA.

Comme i(i"1(.#)) c .#, Iidéal engendré par i(i~!(#)) est contenu dans .#, d’ol1 'in-
clusion

iGN A g,

Réciproquement, si x € .#, choisissons a € Aet s € S tels que x = a/s. On a alors sx € [
et comme sx = a/l = i(a), a appartient a i~1(#). 1l en résulte que sx € i(i~ (), puis
x = (sx)(1/s) appartienta i(i 1 #)N(S7LA), ce qui établit 'autre inclusion. O

L’idéal i (1) S~ A sera aussi noté IS~ A, en omettant le morphisme i. Il sera aussi noté
S~!1, cette derniére notation étant celle qui sera utilisée dans le cas plus général de la
localisation des modules.
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PROPOSITION 1.6.8. — Soit A un anneau commutatif, soit S une partie multiplicative
de A et soit I un idéal de A. Soit T = cl(S) c A/l I'image de S par la surjection canonique
A — All Il existe un unique isomorphisme

@:STAIISTTAS T YAl
tel que pour tout a € A, p(cl(al/l)) =cl(a)/1.

Dit plus abstraitement, les deux anneaux STLA/IS™'A et T 1(A/D) sont des A-
algebres : un quotient ou un localisé d’'une A-algebre sont des A-algebres. La propo-
sition affirme alors qu'il existe un unique isomorphisme de A-algebres entre ces deux
anneaux.

Démonstration. — On peut donner une démonstration explicite, mais la méthode la
plus élégante (et la plus abstraite) utilise les propriétés universelles des quotients et
des localisés. Considérons le morphisme d’anneaux composé

A— All— T YAID, a— cl(a)/l.

Par ce morphisme, un élément s € S a pour image cl(s)/1 qui est inversible dans
T~(A/T), d’inverse 1/cl(s). La propriété universelle de la la localisation affirme qu’il
existe un unique homomorphisme d’anneaux

p1: STA-THAID

par lequel a/1 a pour image cl(a)/1.
Par cet homomorphisme, un élément a/1 avec a € I a pour image

p1(all) =¢i1(a)/1=cl(a)/1=0

puisque a € I et donc cl(a) = 0 dans A/I. Par suite, le noyau de ¢; contient I'image de
I dans S™!A; il contient automatiquement I'idéal IS~ A qui est engendré par I dans
S~ A. D’apres la propriété universelle des anneaux quotients, il existe un unique ho-
momorphisme d’anneaux

¢: STTAIISTTA— T A/

tel que pour tout a/s € S™1 A, ¢p(cl(als)) = cl(a)/ cl(s).
Nous avons montré qu'il existe un unique morphisme de A-algébres¢: S™1A/IST1A—
T~1(A/I). On peut aussi résumer ces constructions par le diagramme commutatif

/ STlA——S1A/ISIA
1 ‘
A/I*> T-Y(A/D.



36 CHAPITRE 1. ANNEAUX, IDEAUX, ALGEBRES

Reprenons ce diagramme dans 'autre sens. Le noyau du morphisme de A-algebres
A— S71A/IS7! A contient I, d’ot1 un unique morphisme de A-algebres

w1 All—S1A/IISTIA

(donc vérifiant que pour tout a € A, ¥ (cl(a)) = cl(a/l)). Si s € S, w;(cl(s)) = cl(s/1) est
inversible, d’inverse cl(1/s). Ainsi, 'image de T par v, est formée d’éléments inver-
sibles dans S™' A/IS™! A. 1l existe donc un unique morphisme de A-algebres

w:T YA - STA/IISIA

(c’est-a-dire tel que pour tout a € A, w(cl(a)/1) = cl(a/1)). Ces constructions sont syn-
thétisées par le diagramme commutatif

SlA— SlA/IS 14

/ L4

A/I—> T 1(A/l)

Finalement, si a € A et s € S, on a ¢(cl(a/s)) = cl(a)/cl(s) dans T-YA/D et
w(cl(a)/ cl(s)) = cl(als) dans ST1A/IS'A d’ou il résulte que @ o et o ¢ sont
I'identité. O

Cette derniere proposition reviendra plus tard sous le vocable exactitude de la loca-
lisation.

Exercices. — 48) Soit Aun anneau commutatif et soit S une partie multiplicative de A.

a) Montrer que ’homomorphisme canonique i : A— S~! A est injectif si et seulement si tout
élément de S est simplifiable.

b) Plus généralement, déterminer le noyau de '’homomorphisme i.

49) Soit A un anneau commutatif et soit S une partie multiplicative de A.

a) Quels sont les éléments inversibles de I’anneau des nombres décimaux?

b) Montrer qu'un élément a € A est inversible dans S™! A si et seulement s'il existe b € A tel
que abe S.

c) Si T est une partie multiplicative de A qui contient S, construire un homomorphisme
d’anneaux de S™' Adans T7'A.

d) Soit S I'ensemble des éléments de A dont I'image est inversible dans S~1A. Montrer que
’homomorphisme d’anneaux canonique de S~! Adans S~! A est un isomorphisme. On donnera
une démonstration explicite ainsi qu'une démonstration utilisant la propriété universelle.

50) a) Soit Aun anneau commutatif, soit # un élément de A et soit S = {1, ¢, t2,...} la partie mul-
tiplicative engendrée par t. On note A; I'anneau de fractions S~ A. Montrer que les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(1) Le morphisme canonique i: A — A; est surjectif;

(2) lasuite décroissante d’idéaux (¢" A),, est stationnaire;

(3) pour n assez grand, 'idéal t" A est engendré par un idempotent.
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(Pour voir que (2) implique (3), montrer par récurrence sur k qu'une relation de la forme t" =
t" 1 a implique t" = t"**a*, puis que t" a" est un idempotent.)

b) Soit S une partie multiplicative de A formée d’éléments s tels que les morphismes A — A;
soient surjectifs. Montrer que le morphisme A — S™! A est surjectif.

¢) Soit Aun anneau qui est fini, ou qui est un espace vectoriel de dimension finie sur un sous-
corps (ou plus généralement, un anneau artinien). Montrer que la condition (2) est vérifiée
pour tout élément ¢ de A.

51) Soit a et b des entiers > 1.

a) Montrer qu’il existe des entiers m et n tels que m soit premier a b, chaque diviseur premier
de n divise b, et tels que a = mn. (Attention, n n'est pasle pgcd de a et b).

b) Montrer que I'anneau (Z/aZ); est isomorphe a Z/ nZ. On exhibera un homomorphisme
de Z/ nZ sur (Z/ aZ), dont on montrera que c’est un isomorphisme.

52) a) Montrer que 'anneau Z[i] est isomorphe a I'anneau Z[X]/(X? +1).
b) Soit @ un entier. En considérant Z[i]/(a + i) comme un quotient de Z[X], définir un iso-
morphisme

Zlill(a+ i) = ZI(a® + 1)Z.

c) Plus généralement, soit a et b deux entiers premiers entre eux. Montrer que I'image de b
dans Z[i]/(a+ ib) estinversible. Exprimer cet anneau comme un quotient de Z;[X] puis définir
un isomorphisme

Zlill(a+ib) =Z/(a@®+b>)Z.

(Noter que sil = au+ bv, alors1 = (a+ bi)u+ b(v— ui).)

53) a) Soit A un sous-anneau de Q. Montrer qu’il existe une partie multiplicative S de Z telle
que A=S1Z.
b) Soit A = C[X, Y] 'anneau des polynémes en deux indéterminées X et Y sur C, soit B =
A[Y/X] le sous-anneau du corps des fractions rationnelles C(X, Y) engendré par Aet Y/X.
Montrer que 'unique homomorphisme d’anneaux de C[T, U] dans B qui applique T sur X et
U sur Y/X est un isomorphisme. En déduire que A* = B* = C*, puis que B n’est pas un localisé
de A.

54) Soit K un corps et soit ¢ : K[U, V] — K[X] 'homomorphisme d’anneaux défini par les éga-
lités (U) = X3, (V) = —X? et ¢(a) = a pour tout a dans K.

a) Quels sont les noyau et image de ¢ ? Soit Al'image de ¢.

b) Montrer que A est integre et que son corps des fractions est isomorphe a K(X).

¢) Montrer que 'anneau A n’est pas principal.

55) Soit Aun anneau (commutatif) et soit S une partie multiplicative de A qui ne contient pas 0.
a) Si A est principal, montrer que S~ A est un anneau principal.
b) La réciproque est-elle vraie ?
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56) Soit B I’ensemble des fractions rationnelles a coefficients réels de la forme P/(X? +1)", oil
P e R[X] est un polyndme, n € N. Soit A la partie de B formée de ces fractions P/(X%2+1)" ou
n>1etou Pestdedegré < 2n.

a) Montrer que A et B sont des sous-anneaux de R(X).

b) Quels sont leurs éléments inversibles ?

c) Montrer que B est un anneau principal. Montrer que I'idéal de A engendré par 1/(X? + 1)
et X/(X? + 1) n'est pas principal.

57) Soit Aun anneau commutatif, soit S une partie multiplicative de A.

a) On suppose qu’il existe s et ¢ € S tels que S soit 'ensemble des s” ¢ lorsque n et m par-
courent N. Montrer que ’'homomorphisme A[X, Y] — S 14 PX,Y)— P(1/s,1/1) est surjectif
et que son noyau contient I'idéal (1 —sX,1—-tY) engendré par 1 —sX et1—-¢tY dans A[X, Y]. En
déduire un isomorphisme A[X,Y]/(1—sX,1-tY) =S 1A

b) Plus généralement, soit (1 — sX;)ses 'idéal de 'anneau de polyndmes (en une infinité de
variables) A[(X;)ses] engendré par les polyndmes 1 — sX;, lorsque s parcourt S. Alors, 'homo-
morphisme canonique

Al(Xg)ses] — STTA, P P((1/5)y)

induit un isomorphisme

Al(Xs)ses) /(1 - sXs)ses = S A.

58) Soit A un anneau commutatif et soit S une partie multiplicative de A ne contenant pas O.
On note t(A) 'ensemble des éléments nilpotents de A; on dit que A est réduit sit(A) = 0.

a) Si A est intégre, montrer que S~! A est intégre.

b) Si A est réduit, montrer que S7L A est réduit.

c) On note f : A — S~!AT’homomorphisme naturel a — a/1. Plus généralement, montrer
que t(S~!A) est I'idéal engendré par I'image de t(A) dans S~ A.

59) Soit Aun anneau et soit S une partie multiplicative de A formée d’éléments simplifiables.
On dit qu'un anneau Ag est un anneau de fractions a droite pour S s'il existe un homomor-
phisme injectif i: A — Ag vérifiant les conditions suivantes :

(i) pourtoutse S, i(s) estinversible dans As;
(ii) tout élément de Ag est de la forme i(a)i(s)~' pourae Aetse€S.

a) Supposons que A admette un anneau de fractions a droite pour S. Montrer que pour tout
ac Aettout se S, il existe a’' € Aet s’ € S tels que as’ = sa’ (condition de Ore).

b) On suppose inversement que cette condition est satisfaite. On définit une relation ~
sur Ax S par «(a,s) ~ (b, t) si et seulement s’il existe cet d € Aet u € Stelsque u=sc=tdet
ac = bd.» Montrer qu'il existe, sur 'ensemble quotient Ag, une unique structure d’anneau tel
que 'application i qui a a € A associe la classe de (a, 1) soit un homomorphisme et tel que tout
s € S soit inversible dans Ag, d’'inverse la classe de (1, s). En déduire que Ags est un anneau de
fractions a droite pour S.

¢) Soit I un ensemble de cardinal au moins 2, soit K un corps commutatif et soit A = K{I}
I'algebre du monoide des mots sur I. Montrer que An’admet pas de corps des fractions a droite.
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§1.7. Idéaux maximaux

DEFINITION 1.7.1. — Soit A un anneau. On dit qu'un idéal a gauche I de A est maximal
s'il est maximal parmi les idéaux a gauche de A qui sont distincts de A.

Autrement dit, I est maximal sil’on a I # Aet siles seuls idéaux a gauche de A conte-
nant [ sont Aet I.

On a une définition analogue pour les idéaux a droite et les idéaux bilatere.

Lorsque ’anneau An’est pas commutatif, on prendra garde qu’'un idéal bilatére peut
étre maximal en tant qu’idéal a gauche, mais pas en tant qu’idéal a droite, voire qu'’il
peut étre maximal en tant qu’idéal bilatere mais pas en tant qu’idéal a droite ou a
gauche.

Exemples 1.7.2. —  a) Lesidéaux de Z sont de la forme nZ, avec n € Z; si n divise m,
alors mZ c nZ. Par suite, les idéaux maximaux de Z sont les idéaux pZ, ou p est un
nombre premier.

De méme, si K est un corps (commutatif), les idéaux maximaux de 'anneau K[X]
des polyndmes en une indéterminée sont les idéaux engendrés par un polynome irré-
ductible. Si K est algébriquement clos, ce sont donc les idéaux (X — a), pour a € K.

Plus généralement, les idéaux maximaux d'un anneau (commutatif) principal Asont
de la forme 7 A, ou 7 est un élément irréductible de A.

b) Soit K un corps (commutatif) et soit V un K-espace vectoriel de dimension finie.
Les idéaux a gauche de End(V) sont les idéaux Iy, pour W un sous-espace vectoriel
de V, ol Iy est'ensemble des endomorphismes dont le noyau contient W. Si W< W/,
Iy c Iy . Par suite, les idéaux a gauche maximaux de End(V) sont les idéaux Iy, ou W
est une droite de V. Les seuls idéaux bilatéeres de End(V) sont (0) et End(V). Le seul
idéal bilatere maximal est donc 'idéal nul.

¢) Unidéal a gauche maximal d'un anneau est un idéal a droite maximal de 'anneau
Opposé.

Concernant 'existence d’idéaux maximaux, on a le résultat général suivant, consé-
quence du théoreme de Zorn (th. A.2.1).

THEOREME 1.7.3 (Krull). — Soit A un anneau et soit I un idéal a gauche de A distinct
de A. Il existe un idéal maximal de A qui contient I.

En particulier, tout anneau non nul possede au moins un idéal a gauche maximal
(prendre I =0).

L'énoncé analogue pour les idéaux a droite et les idéaux bilateres est vrai et se dé-
montre de la méme facon.

Démonstration. — Soit .# 'ensemble des idéaux a gauche de A qui contiennent I et
qui sont distincts de A. Munissons .# de |'’ordre donné par I'inclusion.
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Montrons que .# est un ensemble inductif. Soit en effet (J;) une famille totalement
ordonnée d’'idéaux a gauche de A tels que I c J; C A; soit J la réunion des idéaux J;
(si la famille n’est pas vide, J = I sinon). Montrons que I'on a J € .#. Remarquons que
J contient I par construction; comme 1 n’appartient a J; pour aucun indice i, 1 ¢ J et
J # A. Enfin, J est un idéal a gauche de A:si x € J et y € J, il existe des indices i et j
tels que x € J; et y € J;. Commme la famille (J;) est totalement ordonnée, on a J; < J;
ou Jj < J;. Dans le premier cas, x + y € J;, dans le second, x + y € J;; par suite, x + y € J.
Enfin, si x € J et a € A, soit i tel que x € J;; puisque J; est un idéal a gauche, ax € J;,
douaxe].

D’apres le théoreme de Zorn (théoreme A.2.1), I'ensemble . posséde un élément
maximal m. Par définition de I'ordre de .#, m est un idéal a gauche de A distinct de Aqui
contient I et qui est maximal pour cette propriété. Ainsi, m un idéal a gauche maximal
de A contenant I, d’ou le théoreme. O

COROLLAIRE 1.7.4. — Soit A un anneau. Pour qu'un élément de A soit inversible a
gauche (resp. a droite), il faut et il suffit qu’il Wappartienne a aucun idéal maximal a
gauche (resp. a droite) de A.

Démonstration. — Soit a un élément de A. Dire que a est inversible a gauche signifie
que 'idéal Aa est égal a A; aucun idéal maximal de A ne peut contenir a. Dans le cas
contraire, il existe un idéal a gauche maximal de A qui contient Aa et cet idéal maximal
contient a. O

PROPOSITION 1.7.5. — Soit A un anneau commutatif. Un idéal I de A est maximal si
et seulement si l'anneau Al I est un corps. (En particulier, un idéal maximal de A est un
idéal premier.)

Démonstration. — Supposons que A/I soit un corps. Ses idéaux sont alors 'idéal nul
et 'anneau tout entier; les idéaux de A qui contiennent I sont donc I et A, ce qui en-
traine que I est un idéal maximal. Inversement, si I est un idéal maximal, cet argument
entraine que les seuls idéaux de A/I sont lui-méme et 'idéal nul. Soit x un élément non
nul de A/I. L'idéal (x) engendré par x, n’étant pas nul, est donc égal a A/I; il existe par
suite y € A/l tel que xy =1, si bien que x est inversible. Cela démontre que A/ est un
corps. O

Dans le cas des anneaux de polyndomes sur un corps algébriquement clos, le théo-
reme suivant di a Hilbert, fournit une description précise des idéaux maximaux.

THEOREME 1.7.6 (Théoreme des zéros de Hilbert). — Soit K un corps algébriquement
clos. Les idéaux maximaux de K[Xj,...,X,] sont les idéaux (X — ay, ..., X, — a,), pour
(m,...,a,) € K"
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Démonstration. — Montrons tout d’abord que, pour tout (ay, ..., a,) € K", 'idéal (X; —
a,..., X, —ay) estunidéal maximal de K[X;,..., X,]. Soit ¢: K[X,...,X;] — K1’homo-
morphisme d’évaluation en (a,..., a,), défini par ¢ (P) = P(ay,..., ay). 1l est surjectif;
I'isomorphisme K = K[X,...,X,]/ker(p) et le fait que K soit un corps entraine que
ker(p) est un idéal maximal de K[Xj,...,X,]. Il suffit donc de montrer que ce noyau
est précisément égal a I'idéal (X; — ay,...,X,, — a,). Une inclusion est évidente : si P =
(X1 —a)) Py +---+ (X, — an) Py, @(P) = 0. Soit inversement P € K[X, ..., X}]. Par division
euclidienne de P par X; — a; par rapport a la variable Xj, il existe un polynéme P; et un
polynéme R € K[X,...,X,] tel que

P=(X;—a1)P1 + R (Xp,...,X,).

Continuons le procédé en divisant par X, — ay, etc. : il existe des polynémes Py,..., Py,
P; ne faisant intervenir que les variables X;,..., X}, et un polynome constant R, tels
que

En évaluant en (a,...,a,), on obtient

@(P)=P(a,...,an) = Ry.

Si@(P)=0=,onadonc R, =0 et P appartient al'idéal (X; — ay,..., X, — a,).

Nous nous contenterons de démontrer la réciproque sous '’hypothése supplémen-
taire que le corps K n’est pas dénombrable. Soit I un idéal maximal de K[Xj,...,X,]
et soit L I'anneau quotient K[Xj,...,X,]/I. C’est un corps; notons x; la classe de X;
dans L. Limage de K par 'homomorphisme canonique est un sous-corps de L que 'on
identifie a K.

Le corps L posséde une structure naturelle de K-espace vectoriel et, a ce titre, est
engendré par la famille dénombrable des xli1 .. .x,’;” :un élément de L est la classe d'un
polynome, donc combinaison linéaire de classes de monomes. En outre, N” est dé-
nombrable.

Soit f un élément non nul de L et soit ¢: K[T] — L 1’homomorphisme d’anneaux
donné par ¢(P) = P(f). Supposons qu’il soit injectif. Alors, ¢ s’étend en un homo-
morphisme de corps, toujours noté ¢, de K(T) dans L. En particulier, les éléments
1/(f — a), images des fractions rationnelles 1/(T — a) qui sont linéairement indépen-
dantes sur K dans K(7T) (décomposition en éléments simples), sont linéairement indé-
pendants sur K dans L. Mais ceci contredit le lemme ci-dessous : une famille libre de L
est de cardinal dénombrable, alors que K ne 'est pas. Par suite, 'homomorphisme ¢
n’est pas injectif. Soit P € K[T] un polyndme non nul de degré minimal tel que P(f) = 0.
Le polynéme P n’est pas constant; comme K est algébriquement clos, il est de la forme
cH;.Zl(T— ¢i), pour des éléments c; € K et c € K*. On a ainsi cIl;=,(f —¢i) =0dans L.
Comme L est un corps, f est égal al'un des c;. Cela montre que L= K.
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En particulier, il existe, pour tout i € {1,..., n}, un élément q; € K tel que x; = a;. Cela
entraine les relations X; —a; € I, sibien que I'idéal I contient'idéal (X; —ay, ..., X, —an).
Comme ce dernier idéal est maximal, on a égalité, ce qu'’il fallait démontrer. O

Et une variante topologique de I'’énoncé précédent :

THEOREME 1.7.7 (Gelfand). — Soit X un espace topologique. Pour tout x € X, l'en-
semble my des fonctions continues sur X qui sannulent en x est un idéal maximal de
lanneau € (X).

Si X est un espace métrique compatct, l'application de X dans l'ensemble des idéaux
maximaux de € (X) ainsi définie est une bijection.

Démonstration. — Soit ¢,: € (X) — R 'homomorphisme d’évaluation en x, donné
par f — f(x). 1l est surjectif, son noyau est my, ce qui démontre que m, est un idéal
maximal de € (X).

Supposons que X soit un espace métrique. Pour tout point x € X, la fonction y —
d(x,y) appartient a m, mais ne s'annule en aucun autre point de X, d’ou l'injectivité
de I'application considérée.

Soit I un idéal de %’ (X) qui n’est contenu dans aucun des idéaux maximaux m,, pour
x € X. Pour tout x € X, il existe donc une fonction continue f; € I telle que f,(x) # 0.
Par continuité, I’ensemble U, des points de X ol f; n'est pas nulle est un voisinage
ouvert de x. Ces ouverts U, recouvrent X. Puisque X est compact, il existe un ensemble
fini S c X tel que les Us, pour s € S, recouvrent X. Posons alors f = Y ;c5(fs)2. Cest
une fonction positive, jamais nulle car les f; n'ont pas de zéro commun. Donc f est
inversible dans % (X). Par construction f € I'; on a donc I = %' (X). Par conséquent, tout
idéal strict de % (X) est contenu dans I'un des m et ces idéaux épuisent I'ensemble des
idéaux maximaux de % (X). O

Terminons par quelques compléments, dans le cas d'un anneau commutatif, sur les
idéaux premiers d'un anneau et par une caractérisation des éléments nilpotents d'un
anneau commutatif. Rappelons (p. 31) qu'un idéal P d'un anneau commutatif est dit
premier si I’anneau quotient A/ P est intégre, ou, ce qui est équivalent, si le produit de
deux éléments n'appartenant pas a P n’appartient pas a P.

Soit f: A— B un homomorphisme d’anneaux et soit Q un idéal premier de B. Po-
sons P=f _1(Q) ; C’est le noyau de ’homomorphisme de A dans B/Q, composé de f
et de '’homomorphisme canonique de B sur B/Q. Par suite, f définit par passage au
quotient un homomorphisme injectif de A/ P dans B/Q. En particulier, A/ P est integre
et I'idéal P est premier. On aurait pu démontrer ce fait plus élémentairement : soit a
et b des éléments de A tels que ab ¢ P. Alors, f(ab) = f(a) f (b) n'appartient pas a Q,
donc f(a) €Qou f(b) € Q. Dans le premier cas, a ¢ P, dans le second, b ¢ P.
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PROPOSITION 1.7.8. — Soit A un anneau commutatif. Lintersection des idéaux pre-
miers de A coincide avec le nilradical de A (i.e. 'ensemble des éléments nilpotents de A).

Démonstration. — Nous devons montrer qu'un élément a € A est nilpotent si et seule-
ment s'il appartient a tout idéal premier de A.

Soit a € A et soit P un idéal premier de A. Si a ¢ P, la définition d'un idéal premier
entraine que a” ¢ P, par récurrence sur n. A fortiori, a” # 0 et a n'est pas nilpotent.
Autrement dit, un élément nilpotent appartient a tout idéal premier de A.

Inversement, soit @ un élément de A qui n'est pas nilpotent. Lensemble S =
{1,a,a%,..} des puissances de a est une partie multiplicative de A qui ne contient
pas 0. Lanneau localisé S™1 A est donc distinct de 0; soit M un idéal maximal de cet
anneau et soit P 'ensemble des éléments x € A tels que x/1 € P. Par définition, P
est 'image réciproque de M par ’homomorphisme canonique de A dans S A. C’est
donc un idéal premier. Comme a/1 est inversible dans S7'A all ¢ M et ag P. Nous
avons ainsi trouvé un idéal premier de A qui ne contient pas a, ce qui termine la
démonstration de la proposition. O

Exercices. — 60) a) Lensemble des fonctions a support compact, 'ensemble des fonctions
qui s’annulent pour tout entier assez grand, sont des idéaux stricts de 'anneau des fonctions
continues sur R. IIs ne sont contenus dans aucun idéal m,.

b) Soit Al'anneau des fonctions holomorphes sur un voisinage du disque unité fermé. Mon-
trer que tout idéal de A est engendré par un polyndéme P € C[z] dont les racines sont de mo-
dules < 1. Les idéaux maximaux de A sont les idéaux (z — a), pour a € C tel que |a| < 1.

¢) Soit K une partie compacte et connexe de C et soit /# 'anneau des fonctions holomorphes
sur K (c’est-a-dire sur un voisinage ouvert de K). Montrer que 'anneau /¢ est integre et que
ses idéaux sont principaux (on dit que # est un anneau principal).

61) Soit Aun anneau non nul et soit m I’ensemble des éléments non inversibles de A. On sup-
pose que m est un sous-groupe abélien de A.

a) Montrer que pour tout a € A, I'un des éléments a ou 1 — a est inversible.

b) Montrer que m est un idéal bilatere de A.

c) Montrer que m est 'unique idéal a gauche maximal de A. (On dit qu'un tel anneau est
local)

d) Inversement, si A est un anneau qui possede un unique idéal a gauche maximal, montrer
que cet idéal est égal a m.

62) Soit A un anneau commutatif local (voir I'exercice 61). Soit I et J deux idéauxde Aetae A
un élément non diviseur de 0 tel que I] = (a).

a) Montrer qu’il existe x € I et y € ] tels que xy = a. Justifier que x et y ne sont pas diviseurs
de 0.

b) En déduire que I = (x) et J = (3).



44 CHAPITRE 1. ANNEAUX, IDEAUX, ALGEBRES

63) Soit A 'anneau produit des corps Z/ pZ, pour p parcourant 'ensemble des nombres pre-
miers. Soit I 'ensemble des familles (a,) € A ol a, = 0 pour presque tout nombre premier p.
Notons Bl'anneau A/I.

a) Soit m un idéal maximal de A qui ne contient pas I. Montrer qu'’il existe un nombre pre-
mier q tel que m soit I'ensemble des familles (a,), avec a; = 0. Déterminer I'anneau quotient
Alm.

b) Soit p un nombre premier. Montrer que pB = B.

¢) Montrer que I'anneau B posséde une unique structure de Q-algebre.

d) Pour tout idéal maximal m de A contenant I, le corps A/m est de caractéristique zéro.

64) Si I est un idéal de C[Xj,...,X,], on note ¥ (I) 'ensemble des (xi,...,x,) € C" tels que
P(x1,...,x,) = 0 pour tout P € I. Si Z est une partie de C", on note .# (Z) I'’ensemble des P €
C[Xy,...,Xy] tels que P(x) = 0 pour tout x € Z.

a)Silcrl, v < ¥ ().Enoutre, I c . (¥ ().

b)SiZcZ', #(Z') c . #(Z). Montrer aussi que Z c ¥ (.¥ (Z)).

c) Pour que ¥ (I) soit vide, il faut et il suffit que I soit égal a C[Xj, ..., X;].

d) Soit P € .Z (¥ (I)) et soit J I'idéal de C[Xj,...,X,, T] engendré par I et le polynome 1 —
TP(X,,...,Xy). Montrer que ¥ (J) = 0. En déduire qu'il existe des polyndomes P; € I, Q et Q; €
CiXy,...,Xn, T] tels que 1 = (1 — TP)Q + Y Q; P;. Montrer alors qu'’il existe m tel que P € I.
(Poser d'abord formellement T = 1/ P puis chasser les dénominateurs.)

e) Montrer que .¥ (¥ (I)) est égal a VI ('ensemble des éléments de C[Xj,...,X,] dont une
puissance appartient a I).

65) a) Soit I et J des idéaux d'un anneau commutatif A et soit P un idéal premier de A tel que
IJc P. Montrer quel’'onalc PouJcP.

b) Soit f: A— Bun homomorphisme d’anneaux. Si I c B est un idéal premier de B, montrer
que f~'(I) est un idéal premier de B.

c) Soit S une partie multiplicative de A et soit f: A— S~'A1’homomorphisme canonique.
Montrer que l'application I — f~!(I) induit une bijection de 'ensemble des idéaux premiers
de S™! Asur 'ensemble des idéaux premiers de A qui sont disjoints de S.

66) Soit k un corps. Soit Al’anneau kN et N I’ensemble kN des suites (xn) € Atellesque x, =0
pour n assez grand.

a) Montrer que N est un idéal de A. Justifier qu’il existe un idéal maximal m de A qui
contient N. On pose alors K = A/m.

b) Montrer que K est une extension de k, de cardinal non dénombrable.

¢) Si k est algébriquement clos, montrer qu’il en est de méme de K.

d) Soit  un idéal de k[X;,...,X,] et soit J le sous-K-espace vectoriel de K[Xj,...,X;] engen-
dré par les éléments de I. Si I # (1), montrer que J # (1).

e) Utiliser le cas du théoréme des zéros de Hilbert prouvé dans le cours et la construction
précédente pour en déduire le cas général.
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§1.8. Anneaux principaux, anneaux euclidiens

Soit A un anneau commutatif. Rappelons qu’'un idéal de A est dit principal s’il est de
la forme aA, ou a est un élément de A. On note aussi (a) I'idéal aA.

Pour queI'idéal principal aA soit contenu dans I'idéal bA, il faut et il suffit qu’il existe
c € Atel que a = bc. Soit Aun anneau commutatif integre et soit a, b des éléments de
A tels que aA = bA. 1l existe donc des éléments c et d € Atels que a = bcet b= ad,
dota=al(cd)etb=(cd).Sia#0,b#0;ensimplifiant par a, on voit que cd = 1, donc
que c et d sont inversibles. Autrement dit, pour que des éléments non nuls a et b de
I’anneau commutatif integre A engendrent le méme idéal, il faut et il suffit qu'il existe
un élément inversible u € Atel que b = au.

Remarquons aussi que l'idéal aA est I'annulateur du A-module A/aA, car 'anneau
A est supposé commutatif. Si les A-modules A/aA et A/bA sont isomorphes, ils ont
méme annulateur, donc aA = bA et il existe un élément inversible u € Atel que a = bu.
La réciproque est évidente.

DEFINITION 1.8.1. — On dit qu'un anneau (commutatif) est un anneau principal sil
est integre et si tout idéal est principal.

Exemples 1.8.2. —  a) L'anneau Z est principal, de méme que I'anneau k[X] des po-
lyndmes en une variable a coefficients dans un corps (commutatif) k. La division eu-
clidienne des entiers montre en effet qu'un idéal non nul de Z est en effet engendré
par son plus petit élément strictement positif. De méme, un idéal non nul de k[X] est
engendré par un de ses éléments non nuls de degré minimal.

b) Lidéal (X, Y) de 'anneau des polyndmes en deux variables a coefficients dans un
corps k n’est pas principal : un générateur serait un polynéme P qui divise a la fois X
et Y. Ce polynome serait une constante non nulle; il existerait ainsi Q et R € k[X, Y]
telsque 1 = XQ(X, Y) + YR(X, Y), ce qui est absurde, le second membre n’ayant pas de
terme constant.

DEFINITION 1.8.3. — On dit qu'un anneau commutatif integre A est euclidien s’il
existe une application §: A\ {0} — N, appelée jauge®, et vérifiant les deux propriétés
suivantes :

— pour tous a et b dans A\ {0}, 6 (ab) > max(d(a),6(b)) ;

— pour tous a et b dans A, b # 0, il existe g et r € A tels que a=bqg+retr=0ou
o(r)<6(b).

Exemples 1.8.4. — a) L'anneau des entiers relatifs (pour la valeur absolue), I'an-
neau des polyndémes en une indéterminée a coefficients dans un corps commutatif
(pour le degré) sont des anneaux euclidiens.

@ Le terme consacré, employé par exemple par Bourbaki et Wedderburn, est stathme.
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b) L'anneau Z[i] des entiers de Gauss est euclidien, avec la jauge 6 définie par 6(z) =
zzZ=|z|?.

¢) Un anneau euclidien est principal. En effet, soit A un anneau euclidien pour une
jauge 6: A — N et soit I un idéal non nul de A. Soit b un élément non nul de I tel que
0(a) soit minimal. Pour a € I, considérons une division euclidienne a = bg + r de a
par b;onad(r)<o6(b) etr=a—bqel Parsuite, r=0etace (b),doul=(b).

d) Il existe des anneaux principaux qui ne sont euclidiens pour aucune applica-
tion 6 ; par exemple 'ensemble des nombres complexes de la forme a + b%ﬁ, avec
aet beZ. (Voir D. PERRIN, Cours d’algebre, Ellipses, p. 53-55 ; la démonstration que cet
anneau n'est pas euclidien est reprise dans I'exercice 75.)

e) La premiere propriété des jauges entraine que 6(a) < 6(b) si a divise b. En parti-
culier, la jauge du pgcd d'une famille d’éléments non nuls est inférieure a la jauge de
chacun des éléments. De méme, si u est inversible, 6 (a) = 6 (au) pour tout élément non
nul de A. Cette propriété n’est toutefois pas nécessaire pour impliquer que 'anneau A
est euclidien : on peut toujours modifier une application qui vérifierait la seconde pro-
priété pour en faire une jauge, voir I’exercice 72.

Exercices. — 67) On pose A=C[X,Y]/(XY —1). On note x 'image de X dans A.

a) Montrer que x est inversible dans A. Montrer que tout élément a non nul de A peut s’écrire
de fagon unique sous la forme a = x P(x), oli m est dans Z et ol P est un polynéme a coeffi-
cients dans C dont le terme constant est non nul. On note e(a) le degré de P.

b) Soit a et b deux éléments de A, avec b # 0. Montrer qu’il existe des éléments g et r dans A
tels que a = bg + r avec r =0 ou bien e(r) < e(b).

¢) En déduire que A est principal.

68) Soit K un compact de C et /# 'anneau des fonctions holomorphes sur K (c’est-a-dire sur
un voisinage ouvert de K). Montrer que ./ est principal.

69) a) Montrer que I'idéal (2, X) de Z[X] n’est pas principal.
b) Soit A un anneau commutatif tel que I'anneau A[X] soit principal. Montrer que A est un
corps.

70) Soit Al’ensemble des nombres réels de la forme a + bv/2, avec a et b € Z. Soit K ’ensemble
des nombres réels de la forme a + bv2 avec aet b e Q.

a) Montrer que K est un sous-corps de R et que A est un sous-anneau de K. Montrer aussi
que (1, V/2) est une base de A comme Z-module et une base de K comme Q-espace vectoriel.

b) Pour x = a+ bv2 € K, on pose §(x) = |a? —2b?|. Montrer que §(xy) = §(x)8(y) pour tous
x, yeK.

c) Pour x = a+ bv2 € K, on pose {x} = {a} + (12, o {t} désigne le nombre entier le plus
proche d'un nombre réel ¢, choisi inférieur a ¢ en cas de litige. Montrer que 6 (x — {x}) < %

d) Montrer que A est euclidien pour 6.
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71) Soit K 'ensemble des nombres complexes de la forme a + b#
I’ensemble des éléments de Kot aet be Z.
a) Montrer que K est un sous-corps de C et que A est un sous-anneau de K.

b) Montrer que A est un anneau euclidien pour 'application z — | z|2.

,ouaetbeQ,etsoit A

72) Soit A un anneau integre et soit 0: A\ {0} — N une application qui vérifie la seconde pro-
priété des jauges des anneaux euclidiens, a savoir : pour tous a et b dans A, b # 0, il existe g et
re Atelsque a = bg+rettelsque r =00oud(r) <5 (b). Pour a € A onpose §'(a) = miny,5(ab).

Montrer que §’ est une jauge sur A et donc que A est un anneau euclidien.
73) [PAS FINI] Soit A un anneau, non nécessairement commutatif et soit a, b des éléments non
nuls de A.

Soit f: AlaA— A/bAunisomorphisme de A-modules a droite.

a) Montrer qu'il existe u € Atel que f(cl(x)) = cl(ux) pour tout x € A.

b) Montrer qu'il existe v € Atel que ua = bv.

¢) Montrer qu'il existe x et y€ Atelsque 1= u+bx=v+ay. (...

74) Soit Aun anneau euclidien, de jauge 8.

a) Soit a € A un élément non nul, non inversible de jauge minimale. Montrer que pour tout
x € Aquin’est pas multiple de g, il existe un élément inversible u € Atel que 1— ux soit multiple
de a.

b) Soit n le nombre d’éléments inversibles de A. Montrer qu'’il existe un idéal maximalm c A
tel que le cardinal de A/m soit inférieur ou égal a n + 1.
75) Soit Ale sous-anneau de C engendré par € = (1 + iv19)/2.

a) Montrer que €2 = £ — 5. En déduire que A est un Z-module libre de base (1, €).

b) Montrer que pour tout a € A, |a|? est entier. En déduire qu'un élément a € A est inversible
si et seulement si |a|? = 1. En déduire que A* ={-1,+1}.

¢) Soit m un idéal maximal de A. Montrer qu'il existe un nombre premier p tel que p € m.
Montrer que A/m a pour cardinal p? si P = X2 — X +5 est irréductible dans Z/ pZ, et pour cardi-
nal p sinon.

d) Montrer que le polyndme X?—X+5 est irréductible dans les corps Z/2Z et Z/3Z; en déduire
que le cardinal de A/m est au moins égal a 4.

e) Montrer que An’est pas un anneau euclidien.

§1.9. Anneaux factoriels

DEFINITION 1.9.1. — Soit A un anneau integre. On dit qu'un élément non nul a € A est
irréductible §’il n'est pas inversible et si la relation a = bc avec b et c € A entraine que b
ou c est inversible.

Exemples 1.9.2. — Les éléments irréductibles de Z sont les nombres premiers et leurs
opposés. Soit k un corps commutatif; les éléments irréductibles de k[X] sont les po-
lynémes irréductibles c’est-a-dire lespolynomes de degré > 1 qui ne s’écrivent pas
comme produit de deux polynémes de degrés > 1. L'élément 0 n’est jamais irréduc-
tible : il s’écrit 0 x 0 et 0 n’est pas inversible (car A est intégre, donc 1 # 0).
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PROPOSITION 1.9.3 (Lemme de Gauss). — Soit A un anneau principal qui n'est pas un
corps. Pour qu'un idéal de A soit maximal, il faut et il suffit qu'il soit engendré par un
élément irréductible.

Démonstration. — Soit I un idéal maximal d'un anneau principal A et soit @ un géné-
rateur de I. Comme A n’est pas un corps, I # 0 et a # 0. Soit b et ¢ des éléments de A
telsque a=bc.Sib¢g 1, onal+ (b) = A, car I est un idéal maximal, donc (b) = A car
I=(a) c (b); par suite, b est inversible. Sinon, b € I; il existe u € Atel que b = au, d’'ou
a= auc et cu=1 en simplifiant par a; par suite, b est inversible.

Inversement, soit a un élément irréductible de A et montrons que I'idéal I = aA est
un idéal maximal de A. Soit x un élément de A qui n'est pas multiple de a et posons
J = I+ (x). Soit b un générateur de J; comme a € I, il existe c € Atel que a = bc. Si c
était inversible, on aurait (a) = (b) = I + (x), d’ou x € (a), ce qui n’est pas. Comme a est
irréductible, I’élément b est alors inversible, si bien que J = A. Cela démontre que I est
un idéal maximal de A. O

DEFINITION 1.9.4. — Soit A un anneau integre. On dit que A est un anneau factoriel
s'il vérifie les deux propriétés suivantes :

a) toute suite croissante d’idéaux principaux de A est stationnaire;
b) pour tout élément irréductible a de A, l'idéal principal (a) engendré par a est un
idéal premier.

La premiere condition va permettre d’écrire un élément comme produit d’éléments
irréductibles. Elle est automatique si 'anneau A est noethérien. La seconde, la plus
importante, va garentir 'unicité d'une décomposition en facteurs irréductibles, a des
modifications mineures pres.

Explicitons un peu cette seconde condition. Soit p un élément irréductible de A. Par
définition, I'idéal (p) est premier si et seulement si le produit d’éléments a et b dans A
ne peut appartenir a (p) sans que 'un des deux y appartienne. Autrement dit : si ab est
multiple de p, a ou b est multiple de p.

Exemples 1.9.5. — a) La prop. 1.9.3 entraine qu'un élément irréductible engendre un
idéal maximal. Compte-tenu du lemme 1.9.6 ci-dessous, un anneau principal est fac-
toriel.

b) Nous verrons plus tard que si A est un anneau factoriel, il en est de méme de
I'anneau A[Xj, ..., X,] des polynomes a coefficients dans A. C’est en particulier le cas
des anneaux de polyndmes a coefficients dans un corps, ou dans 'anneau Z.

LEMME 1.9.6. — Toute suite croissante d'idéaux d'un anneau principal est station-
o (3)
naire.

) En d’autres termes, un anneau principal est noethérien.
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Démonstration. — Soit A un anneau principal, soit (I;) une suite croissante d’idéaux
de A. Soit I la réunion des I, ; c’est un idéal de A car la réunion est croissante. Comme
A est principal, il existe un élément a € I tel que I = (a). Soit alors n € N tel que a € I,.
Pour m > n,onal=(a)c I, cI, doulégalité. O

THEOREME 1.9.7. — Soit A un anneau factoriel et soit a un élément non nul de A.

a) Il existe des éléments irréductibles p;, ..., pn € A et un élément inversible u € A tels
que a= up; ... py (existence d'une décomposition en facteurs irréductibles).

b) Considérons deux décompositions de a en facteurs irréductibles, disons a =
Upyr...pn = Vq1...qm- Alors n = m et il existe une permutation o de {1,...,n} et des
éléments inversibles u;, pour 1 < i < n, tels que q; = u;py(;) pour tout i (unicité de la
décomposition en facteurs irréductibles).

C’est la définition classique d’'un anneau factoriel!

Démonstration. — Si a est inversible, 1'assertion a) est évidente (avec n =0 et u = a).
Sinon, il existe un idéal maximal contenant (a), donc un élément irréductible p, € Atel
que aAc p; A. Soit a; I'élément de A tel que a = pya;. On a ainsi (a) C (a;). Si a; n'est
pas inversible, on peut réitérer 'argument, de sorte a obtenir des éléments irréduc-
tibles py,..., pp etdes éléments ay,...,a, € Atelsque a = p; ... ppa,. Si a, estinversible,
I'assertion a) est démontrée. Si I’on peut réiterer 'argument a I'infini, la suite d’idéaux
(a) < (a1) < ... est strictement croissante, donc non stationnaire, ce qui contredit le
premier axiome d’'un anneau factoriel.

Soita=up;...pp=vq:...q, deux décompositions de a en produit d’éléments irré-
ductibles. Si m =0, a = v estinversible; il en est alors de méme de up; ... p,, ce qui im-
plique n =0 et a = u = v. Supposons m > 1. Comme ¢, divise up; ... p, et que I'idéal
(gm) est premier, ¢q,, divise I'un des facteurs u, py, ..., p,. Comme u est inversible, il
existe un entier j € {1,..., n} tel que g, divise p;. Comme p; estirréductible, p; et g, ne
different que par multiplication par un élément inversible. Il existe un élément inver-
sible u,, € A* tel que g, = Uy, p;. Posons b = al q,. Il possede deux décompositions en
produit d’éléments irréductibles, a savoir vq; ... g, et (u/up)pr...pj... pn, outle cha-
peau sur p; signifie que ce facteur est omis du produit. Par récurrence, m—1=n-1,il
existe une permutation o de {1,..., m—1} sur{1,..., J,..., n}, des éléments inversibles u;
tels que g; = u;ps;) pour 1 < i < m—1.0nadonc m = netl'application o de {1,..., m}
sur{l,..., n} qui étend o et telle que o (m) = j est une permutation telle que q; = u; ps(;)
pour tout i compris entre 1 et n. Cela démontre 'assertion d’unicité par récurrence

sur m. 0
Remarque 1.9.8. — Inversement, soit A un anneau intégre vérifiant la conclusion du théo-
reme.

Si a € An’est pas nul, notons f(a) le nombre de facteurs irréductibles dans une décompo-
sition de a en produit d’éléments irréductibles. Il ne dépend pas de la décomposition choisie.
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Soit a, b, ¢ des éléments de A tels que a = bc et a # 0. Par la propriété d'unicité, on voit que
f(a) = f(b)+ f(c). Soit (a,) une suite d’éléments de A telle que la suite d’'idéaux (ap), (a1), ...,
soit croissante. Il existe ainsi pour tout entier n un élément b, € A tel que a, = bpan+1 et
flans1) < f(ay); la suite (f(ay)), est donc une suite décroissante d’entiers naturels. Elle est
donc stationnaire. De plus, si f(ay) = f(an+1), by est une unité et les idéaux (ay,) et (a,+1) sont
égaux. Cela démontre que la suite d’idéaux ((a;)); est elle-méme stationnaire.

Soit p un élément irréductible de A et soit a, b, ¢ des éléments de Atels que ab = pc.Sic=0,
pc=0et aou b est nul. Supposons ¢ # 0; alors a # 0 et b # 0. Choisissons-en des décomposi-
tions en facteurs irréductibles a = up; ... pn, b=vq:...qm, c = wry ... rs. Alors, ab posséde deux
décompositions irréductibles uvp;...pnqi...Gm et wprn ...rs. Lassertion d’'unicité implique
que le facteur irréductible p qui apparait dans la seconde décomposition invervient aussi dans
la premiere. Il existe donc élément inversible a de A et, ou bien un élément i € {1,..., n} tel que
p = apj, ou bien un élément j € {1,..., m} tel que p = ag;. Dans le premier cas, a est multiple
de p, dans le second, b est multiple de p. Par suite, I'idéal (p) est un idéal premier.

Ces remarques montrent que I’anneau A est factoriel.

Remarque 1.9.9. — Certains anneaux possedent des éléments irréductibles privilé-
giés, les nombres premiers dans Z, les polynémes irréductibles unitaires dans un
anneau de polynomes, par exemple. Soit A un anneau factoriel. Voyons comment
normaliser la décomposition en facteurs irréductibles de sorte a disposer, pour tout
élément non nul de A, d'une décomposition en facteurs irréductibles bien définie.

Choisissons une famille (77;) d’éléments irréductibles de A telle que

- sii# j, m; et jne sont pas associés;

— tout élément irréductible de A est associé a I'un des ;.
Alors, tout élément non nul de A s’écrit de maniére unique sous la forme u[]; Jr;i ou u
est un élément inversible de A et les r; des entiers positifs ou nuls, seul un nombre fini
d’entre eux étant nuls. De maniére équivalente, I'application A* x N dans A\ {0} qui
associe a (u, (r;)) le produit u[]; n;i est un isomorphisme de monoides.

Un autre intérét de cette normalisation est qu'un élément a = u[]; n? divise un élé-
ment b = v[]; n“:i si et seulement si pour tout i, r; < ;. (En effet, si c € A est tel que
b= ac, soit c = w[]; nf" la décomposition en facteurs irréductibles de c, on a alors

_ Si _ rit+i;
b= ani = uwnni ,
l l

d’ot, par unicité, s; = r; + t; > r; pour tout i. Réciproquement, il suffit de poser ¢ =
vu )
1.9.10. Ppcm, pgced. — Soit Aun anneau factoriel.

Soit (a,) une famille d’éléments non nuls de A. On va définir leur ppcm et leur pgcd.

Pour simplifier, on suppose avoir normalisé la décomposition en facteurs irréductibles

@Une telle famille existe, il suffit de choisir, 4 ’aide du théoréme de Zorn, une famille maximale d’élé-
ments irréductibles de A deux a deux non associés.
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comme ci-dessus. Pour tout n, notons a,, = un]'[,-n;”'i la décomposition en facteurs
irréductibles de a,,. Pour tout i, on pose r; = min(r,, ;) ; c’est un entier naturel, nul pour
presque tout i, ce qui permet de poser pged((ay)) =[1; J'L';i. Comme r; < rp,; pour tout i,
c’est un diviseur de chacun des a;,.

Soit b un élément non nul de A; notons b = v[]; nj" sa décomposition en facteurs
irréductibles. Pour que b divise a,, il faut et il suffit que s; < r,,; pour tout i ; pour que
b divise tous les a,, il faut et il suffit que s; < r; pour tout i, c’est-a-dire que b divise
pgcd((ay)). Cela justifie d’appeler pgcd((ay)) le plus grand diviseur commun des a,,.
I'expression « plus grand » étant a prendre au sens de la divisibilité.

Pour tout i, posons m; = max(ry,;). Si la suite (m;) est une suite d’entiers naturels
dont presque tous les termes sont nuls, nous pouvons poser ppcm((a;)) = Hn?”. Si-
non, posons ppcm((ay,)) = 0. Dans tous les cas, c’est un multiple de chacun des a;,.

Soit b un élément non nul de A; notons b = v[]; n?" sa décomposition en facteurs
irréductibles. Pour que b soit multiple de a,, il faut et il suffit que s; > r,, ; pour tout i ;
pour que b soit multiple de tous les ay, il faut et il suffit que s; > m; pour tout i. Si
I'un des m; est infini, ou si la suite (m;) n’est pas presque nulle, cette condition n’est
pas réalisée et aucun élément non nul de A n’est multiple de tous les a,. Dans le cas
contraire, on voit en revanche que b est multiple de ppcm((a;)), et inversement. La
encore, cela justifie d’appeler ppcm((ay)) le plus petit multiple commun des a,,. 1'ex-
pression « plus petit » étant aussi a prendre au sens de la divisibilité.

DEFINITION 1.9.11. — Des éléments d’'un anneau factoriel A sont dits premiers entre
eux si leur pged est égal a .

Soit (a;) une famille d’éléments de A. Alors, pour x € A, on a la relation

pged((xay)) = xpged(ay).

Cela se démontre aisément en considérant les décompositions en facteurs irréduc-
tibles des a,;, la formule se rameéene en effet a la formule min(r;) + s = min(r;, + s). In-
versement, si d = pgcd((ay)), il existe pour tout n un élément b, € A tel que a, = db,,
et'on a pged((by,)) = 1. Les b, sont donc premiers entre eux.

PROPOSITION 1.9.12. — Soit A un anneau factoriel et soit (a,) une famille d’éléments
de A. Lidéal engendré par pged((ay,)) est le plus petit idéal principal contenant l'idéal
engendré par les ay,. Lidéal engendré par ppcm((ay,)) est le plus grand idéal principal
contenu dans lidéal (N, (a;).

En particulier, si A est un anneau principal, deux éléments a et b sont premiers entre
eux si et seulement si les idéaux (a) et (b) sont comaximaux.

Démonstration. — Compte tenu du fait que l'inclusion d’idéaux (a) < (b) équivaut a
ce que a soit multiple de b, c’est une simple reformulation de ce qui a été dit plus
haut. O
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Remarque 1.9.13. — Sil’on ne fixe pas une forme particuliere pour la décomposition
en facteurs irréductibles, le ppcm et le pgcd de deux éléments sera bien défini a multi-
plication par un élément inversible pres.

COROLLAIRE 1.9.14 (Théoréeme de Bézout). — Soit A un anneau principal, soit (ay)
une famille d’éléments de A et soit d son pgcd. il existe des éléments u, € A, presque
tous nuls, tels qued =) upay,.

Exercices. — 76) Soit Al'ensemble des nombres complexes de la forme a + biv/5, ot aet b e Z.
a) Montrer que A est un sous-anneau de C.
b) Montrer que les seuls éléments inversibles de Asont 1 et —1.
c) Montrer que 2, 3, 1 +iv/5 et 1 —iv/5 sont irréductibles dans A.
d) En observantque 2-3 = (1 + iv/5)(1 —iv/5), montrer que An’est pas un anneau principal.

77) Soit Aun anneau principal.

a) Soit a un élément non nul de A. Démontrer que A/(a) est de longueur finie; calculer sa
longueur en termes de la décomposition en facteurs irréductibles de a.

b) Utiliser le théoréme de Jordan-Ho6lder pour donner une seconde démonstration de 1'uni-
cité de la décomposition en facteurs irréductibles.

78) Cet exercice est la base del’algorithme de Berlekamp pour factoriser des polynémes sur des
corps finis.

Soit P un polynéme non constant a coefficients dans le corps fini F,. On suppose que P est
séparable c’est-a-dire que P et P’ sont premiers entre eux.

Notons Rp I'anneau F,[X]/(P). Soit P = ]'[;:1 P; la factorisation de P en polynomes irréduc-
tibles de F,[X]. Notons n; = degP;.

a) Montrer que I'anneau Rp, est isomorphe au corps fini F»;.

b) Si A€ Rp, on désigne par p;(A) le reste de la division euclidienne de A par P;. Montrer que
I'application A— (p;(A),..., pr(A)) définit un isomorphisme d’anneaux Rp = H;zl Rp,.

c) Si A€ Rp, posons t(A) = AP — A. Montrer que ¢ est un endomorphisme F,-linéaire de Rp
(vu comme un F,-espace vectoriel) et qu’il correspond, par les isomorphismes précédents, a
I'application

r r

p p
[18pm = [1¥pn,  (@1,....a)~(a] ~a,..., a7 — ap).
i=1 i=1

d) Montrer que le noyau de t est un sous-espace vectoriel de Rp de dimension r.

e) Soit a un élément du noyau de 7. Montrer qu'il existe un polynéme unitaire Q € F,[X] de
degré minimal tel que Q(a) = 0. Montrer que le polyndme Q est séparable et scindé sur F,.

f) (suite) Si a ¢ Fp, montrer que Q n’'est pas irréductible. D’une factorisation partielle Q =
Q1 Q2, montrer comment obtenir une factorisation partielle non triviale de P.
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79) Soit p un nombre premier et considérons le polynome P= X"+ X + p, ol n > 2.

a) Supposons p # 2. Montrer que toute racine complexe de P vérifie | z| > 1.

b) Toujours pour p # 2, montrer que P est irréductible dans Z[X].

¢) Supposons maintenant p = 2. Si n est pair, montrer que P est irréductible dans Z[X]. Si n
est impair, montrer que X + 1 divise P et que P/(X + 1) est irréductible dans Z[X].

d) Plus généralement, tout polynéome P = @, X" +---+ a1 X + ay tel que |ay| soit un nombre
premier strictement supérieur a |a;| + - - - + |a,| est irréductible.

80) Soit 7 un entier > 2 et S le polynome X" — X — 1. Le but du probléme est de montrer, en
suivant Selmer (Math. Scand. 4 (1956), p. 287-302) que S est irréductible dans Z[X].

a) Montrer que S a n racines distinctes dans C.

b) Pour tout polynéme P € Q[X] tel que P(0) # 0, on pose

mn 1
@) =) (71— =),
j=1 Zj
ol zy,..., 2, sont les racines complexes de P, répétées suivant leur multiplicité.
Calculer ¢(P) en fonction des coefficients de P. Calculer ¢(S).
Si P et Q sont deux polynomes de Q[X] tels que P(0)Q(0) # 0, montrer que @(PQ) = ¢(P) +
Q).

¢) Si z est une racine de S, montrer I'inégalité

2%R( 1) >
z——)>—-1.
z' 7 |zf?

(Poser z = re'? et évaluer cos() en fonction de r.)
d) Si xp,..., x,, sont des nombres réels strictement positifs tels que ]'[;.”: 1 Xj = 1. Montrer l'in-
m
égalité )_x; > m.
j=1
e) Soit P et Q deux polyndmes de Z[X] de degrés non nuls tels que S = PQ. Montrer que
|P(0)| = 1 puis que ¢(P) est un entier strictement positif. En déduire une contradiction, et donc
que S est un polynome irréductible dans Z[X].

§1.10. Factorialité des anneaux de polyndomes

11 est difficile de mentionner les anneaux factoriels sans discuter un théoreme de
Gauss selon lequel les anneaux de polynomes a coefficient dans un anneau factoriel
sont eux-mémes factoriels.

Soit donc A un anneau factoriel. Tout d’abord, on rappelle que les éléments inver-
sibles de A[X] sont les polynomes constants égaux a un élément inversible de A*. Comme
A est integre, rappelons que 'on a deg(PQ) = deg(P) + deg(Q), si P et Q sont deux po-
lyndmes de A[X]. Par suite, si PQ =1, deg(P) = deg(Q) =0, P et Q sont des éléments de
A, inverses I'un de I'autre dans A, et a fortiori inversibles dans A[X]. (Voir aussi |'exer-
cice 21.)
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DEFINITION 1.10.1. — Soit A un anneau factoriel et soit P un polynome dans A[X]. Le
contenu de P, noté ct(P), est par définition le pgcd des coefficients de P. Un polynéme
est dit primitif si son contenu est 1, c’'est-a-dire si ses coefficients sont premiers entre eux.

Comme d’habitude lorsqu’il s’agit de pgcd, le contenu est défini a multiplication par
un élément inversible de A pres.

PROPOSITION 1.10.2. — Soit A un anneau factoriel et soit P et Q deux polynomes de
A[X]. Alors, ct(PQ) = ct(P) ct(Q).

Démonstration. — Les coefficients de P sont tous divisibles par ct(P) et les coefficients
du polynéme P; = P/ ct(P) sont premiers entre eux; le polynéme P; est donc primitif.
De méme, il existe un polynome primitif Q, € A[X] tel que Q = ct(Q)Q;. Alors, PQ =
ct(P) ct(Q)P,Q; et ct(PQ) est ainsi égal a ct(P) ct(Q) ct(P;Qy). Il suffit donc de montrer
que P;Q; est encore un polynéme primitif.

Soit 7 un élément irréductible de A et montrons que 7 ne divise pas tous les co-
efficients de P;Q;. Comme P; est primitif, la réduction cl(P;) de P; modulo 7 est un
polynéme non nul a coefficients dans 'anneau A/ (). De méme, cl(Q;) est un poly-
néme non nul a coefficients dans A/ (). Or, 7 est irréductible dans A qui est un anneau
factoriel. Par suite, A/(7) est un anneau integre et I’anneau de polyndomes (A/ (1)) [X]
est aussi integre (corollaire 1.4.5). Il en résulte que le produit cl(P;) cl(Q;) = cl(P1 Q1)
est encore non nul dans (A/m)[X]. Cela signifie exactement que 7 ne divise pas tous les
coefficients de P, Q;, ce qu’on voulait démontrer. O

Cette proposition fondamentale va nous permettre de déterminer les éléments irré-
ductibles de A[X].

PROPOSITION 1.10.3. — Soit A un anneau factoriel et soit K son corps des fractions. Les
éléments irréductibles de A[X] sont

— les éléments irréductibles de A;
— les polynomes primitifs de AlX] qui sont irréductibles en tant que polynémes de
KI[X].

Démonstration. — On commence par montrer que ces éléments sont irréductibles,
puis on montrera qu’'il n'y en a pas d’autres.

Soit donc a un élément de A qui est irréductible et soit P et Q deux polynomes de
A[X] tels que a = PQ. Alors, deg(P) + deg(Q) = deg(PQ) =0, donc P et Q sont tous deux
de degré 0, c’est-a-dire des éléments de A. Comme a est irréductible dans A, P ou Q est
inversible dans A, donc aussi dans A[X] et a est bien irréductible dans A[X].

Soit maintenant P € A[X] un polyndme primitif qui est irréductible dans K[X].Si P =
QR avec Q et R dans A[X], cela fournit a fortiori une décomposition dans K[X] si bien
que Q ou R est inversible dans K[X], autrement dit, Q ou R est constant. Supposons
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pour fixer les notations que R est un élément de A, noté a; on a donc P = aQ. Par suite,
le contenu de P vaut

ct(P) = ct(aQ) = act(Q)

et a est nécessairement inversible dans A donc dans A[X]. Ainsi, P est irréductible dans
A[X].

Réciproquement, soit P un élément irréductible de A[X]. Il existe un polynéme pri-
mitif P; € A[X] tel que P = ct(P)P,. Par suite, ct(P) = 1 ou P; est inversible dans A[X].

Supposons d’abord que P n’est pas primitif. Alors, P; est inversible dans A[X], ce
qui signifie que P; est un polyndme constant, inversible dans A. Il reste a montrer que
ct(P) est irréductible, mais s’il ne I’était pas, on pourrait écrire ct(P) = abouni ani b
n’est inversible dans A. Cela fournirait une factorisation P = a(bP;) comme produit de
deux éléments non inversibles, ce qui contredit I'hypothese que P est irréductible.

Supposons maintenant que P; n’est pas inversible dans A[X], c’est-a-dire deg(P) > 0.
On a déja vu que ct(P) = 1, donc P = P, et il faut montrer que P est irréductible dans
K[X]. Soit P = QR une factorisation de P en produit de deux éléments de K[X]. On
peut écrire Q = qQ; et R =rRy, ou g et r sont deux éléments de K et Q; et R} sont deux
polynémes primitifs de A[X]. On a ainsi P = (qr)Q; R;. Ecrivons alors qr = a/b ou a et
b sont deux éléments de A. On a bP = aQ, R,. Par suite, ces deux polyndmes ont méme
contenu, bet a respectivement(5), c’est-a-dire gr € A*. Comme P est irréductible dans
A[X], cette factorisation montre que Q; ou R) est inversible dans A[X], donc dans K[X];
par suite, Q = gQ; ou R = rR est inversible dans K[X]. O

THEOREME 1.10.4 (Gauss). — Si A est un anneau factoriel, A[X] est un anneau facto-
riel.

Démonstration. — Soit (P,,) une suite d’éléments de A[X] telle que la suite d’idéaux ((P;,))
soit croissante. Pour n > m, P,, est multiple de P,,, donc ct(P,,) est multiple de ct(P;).
Par suite, la suite ((ct(P,,)) est croissante. Comme 'anneau A est factoriel, cette suite
d’idéaux est stationnaire. De méme, pour n > m, deg(P,) < deg(P,,), donc la suite
d’entiers naturels (deg(P;)) est décroissante; elle est donc stationnaire.

Soit N un entier tel que deg(P;) = deg(Py) et ct(P,) = ct(Py) pour n > N. Soit n un
entier tel que n > N; comme P,, divise Py, il existe un polynéme Q tel que Py = QP,,.
On a alors deg(Q) =0 et ct(Q) = 1, ce qui entraine que Q est un polynéme constant, de
terme constant ct(Q), donc inversible. Par suite, les idéaux (P,,) et (Py) coincident, ce
qui démontre que la suite d’'idéaux principaux (P,) est stationnaire.

Montrons maintenant que les éléments irréductibles de A[X] engendrent des idéaux
premiers ou, ce qui est équivalent, que si un élément irréductible de A[X] divise un
produit, il divise I'un des facteurs.

(®a multiplication par un élément inversible de A* bien entendu
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Soit d’abord 7 un élément irréductible de A qui divise un produit PQ de deux poly-
noémes de A[X]. Il s’ensuit que 7 divise ct(PQ) = ct(P) ct(Q). Par suite & divise ct(P) ou
ct(Q) et donc il divise P ou Q.

Soit maintenant un polynéme primitif IT € A[X], irréductible dans K[X] qui divise
un tel produit PQ. Il divise par conséquent I'un des facteurs dans K[X], dison P pour
fixer les notations : P = RII avec R € K[X]. On écrit alors R = (a/b)R; ou R; € A[X] est
primitif, et a et b sont deux éléments de A premiers entre eux. On a alors bP = bRII =
aR;T1. Légalité des contenus montre que a = bct(P) et donc a/b = ct(P) appartient a
A.On adonc R € A[X], ce qui prouve que II divise P dans A[X]. O

COROLLAIRE 1.10.5 (Gauss). — Si A est un anneau factoriel, AlXy,...,X,] est un an-
neau factoriel. En particulier, si k est un corps, k[ Xy, ...,Xy] est un anneau factoriel.

Démonstration. — C’est immédiat par récurrence sur n en utilisant I'isomorphisme

A[Xl) »Xn] = (A[Xl) . »Xn—l])[Xn]

Exercices. — 81) [Critere d’irréductibilité d’Eiseinstein] Soit A un anneau factoriel et K son
corps des fractions. Soit
fo0=Y ax*
0<k<n
un polyndme de degré n > 1 a coefficients dans A. Soit p un élément irréductible de A. On
suppose que p ne divise pas a,, que p divise ay si 0 < k < n et que p? ne divise pas ay. Montrer
que f estirréductible dans K[X].

82) Soit P = X" + a,_1 X" ! +--- + ay un polyndéme unitaire dans Z[X] tel que ay # 0 et
lan-11>1+|an—2|+---+laol.

a) A l’aide du théoréme de Rouché en théorie des fonctions d'une variable complexe, mon-
trer que P a exactement une racine complexe de valeur absolue > 1.
b) Montrer que P est irréductible dans Z[X] (théoreme de Perron).

83) On considere 'anneau C[X, Y] des polynémes a coefficients dans C en les indéterminées
X et Y. Soit I'idéal de C[X, Y] engendré par I'élément Y2 - X3+ X et Al'anneau C[X, Y]/I. On
note x et y les classes de X et Y dans A.

Le but de I'exercice est de montrer que A nest pas un anneau factoriel.

a) Montrer que A est integre.

b) Montrer que 'homomorphisme canonique C[T] — Atel que T — x est injectif. En déduire
que le sous-anneau C[x] de A engendré par C et x est isomorphe a I'anneau des polyndmes
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C[T]. Le degré d'un élément de C[x] sera par définition le degré du polynéme de C[T] dont il
est 'antécédent.

¢) Soit a un élément de A. Montrer qu'il existe des éléments p et g uniques dans C[x] tels que
lonaita=p+qy.

d) Montrer que 'application o: A — A définie par o(p+ qy) = p — gy est un automorphisme
de A qui fixe les éléments de C[x].

e) Pour tout a dans A, on pose N(a) = ao(a). Vérifier que pour tout a, N(a) appartient a C[x],
que N(1) =1 et que le degré de N(a) est différent de 1. Montrer que pour tous a et b dans A, on
a N(ab) = N(a)N(b).

f) Déduire des questions 2, 3 et 5 que C\ {0} est'’ensemble des unités de A.

g) Montrer que x, y, 1 — x et 1 + x sont irréductibles dans A.

h) Montrer que A n’est pas factoriel.

84) Si n > 1, soit ®, € C[X] 'unique polynéme unitaire dont les racines sont simples, égales
aux racines primitives n¢ de 'unité dans C.

a) Montrer que [[ 4, ®4 = X" — 1. En déduire par récurrence que pour tout n, ®, € Z[X].

b) Si p est un nombre premier, calculer ®,(X). Montrer qu'il existe des entiers ay,..., ap-1
tels que @, (1+X) = XpP14 palXp_z +--+pap-1,avec ap-1 = 1. Al’aide du critére d’Eisenstein
de I'exercice 81, en déduire que @, est irréductible dans Q[X].

¢) Soit 7 un entier, n > 2 et soit { une racine primitive n7° de 'unité. On va montrer que ®,, est
irréductible dans Q[X]. Soit P le polyndme minimal de {. Montrer que P € Z[X] et qu'il divise
@, dans Z[X].

Soit p un nombre premier ne divisant pas n. Montrer qu'il existe b € Z[{] tel que P({?) = pb.

d) Montrer que {” est une racine primitive n¢ de I'unité. Si P({?) # 0, montrer en dérivant
le polynéme X" —1 que n{”"~Y € pZ[{]. En déduire une contradiction et donc que pour tout
nombre premier p premier a n, P((P) = 0.

e) Montrer que @, est irréductible dans Q[X].

85) Soit K un corps et soit E = K(X) le corps des fractions rationnelles a coefficients dans K.

a) Montrer qu'’il existe deux K-automorphismes de E, uniques, a et f tels que a(X) =1/X et
a(X) = 1-X. Montrer que le sous-groupe G de Gal(E/K) engendré par « et § est fini, isomorphe
au groupe symétrique Ss.

b) Soit F le corps E® formé des fractions rationnelles P € K(X) telles que a(P) = S(P) = P.
Montrer que F contient la fraction

(X*-X+1)°

f&X= XX

¢) Montrer que 'extension K(f) c E est finie de degré 6. En déduire que F = K(f).

86) Soit K < C(T) un sous-corps contenant C mais distinct de C.

a) Montrer que I'extension K c C(T) est algébrique, finie.

b) On note n = [C(T) : K] son degré. Montrer que le polyndme minimal de T sur K est de la
forme

FX=X"+I X" 1+ +k,
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et qu'il existe j € {1;...; n} tel que k; ¢ C.

¢) Onfixe untel entier j etonnote u = k;j = g/hou g, h € C[T] sont deux polyndmes premiers
entre eux. Soit m = max(deg g, degh). Montrer que m > n. Montrer aussi qu'il existe g € K[X]
tel que g(X) — uh(X) = g(X) f (X).

d) Montrer qu'il existe des polynémes cy, ..., ¢, € C[T] premiers entre eux tels que pour tout
i, Ci/ Co = ki.

Onpose f(X,T) = co(T)X" +--- + c,(T). Montrer que f (X, T) est irréductible dans C[X, T7.

e) Montrer qu'il existe g € C[X, T] tel que

gX)h(N-g(MhX)=qX,T)fX,T).
En déduire que m = n et donc que K = C(u) (théoreme de Liiroth).

87) Soit A un anneau commutatif.

a) Soit P et Q € A[X] des polynémes. On suppose que les coefficients de P, resp. ceux de Q,
engendrent I'idéal (1). Montrer qu'il en est de méme des coefficients de PQ. (Adapter la dé-
monstration du lemme de Gauss : observer que Uhypothese entraine que modulo chaque idéal
maximal de A, P et Q sont non nuls.)

b) Montrer qu'il existe des polyndomes W; € Z[Py,..., Py, Qo,...,Qn, Uo,..., Uy, W,..., Vil
(pour 0 < i < 2n) tels que si P =Y p; X', Q =Y q; X' sont des polynémes de degrés au plus 7,
1=) piu; etl =} q;v; desrelations de Bézout pour les coefficients de P et de Q, alors, notant
PQ=Y r;X!, on alarelation de Bézout

2n

1= riVVi(pOr---ypn»CIOy---yCInyM{)»---,un»VO,---,Vn)
i=0

pour les coefficients de PQ. (Calculer les W; pour n = 1 ne semble pas une mince affaire...)

¢) Pour P € A[X], notons ict(P) I'idéal de A engendré par les coefficients de P. La premiere
question entraine que ict(PQ) = Asiict(P) =ict(Q) = A. Lorsque A est principal, ict(P) estl'idéal
engendré par le contenu de P et 'on a donc ict(PQ) = ict(P)ict(Q) d’apres le lemme de Gauss.
Montrer cependant que ict(PQ) # ict(P)ict(Q) en général, par exemple lorsque A = C[U, V],
P=UX+VetQ=VX+U.



CHAPITRE 2

MODULES

Le modules sont aux anneaux ce que les espaces vectoriels sont aux corps. Ce cha-
pitre d’introduction aux modules en donne la définition et les premieres proprié-
tés. On montre aussi comment construire des modules par passage au quotient ou
par localisation. Le produit tensoriel sera introduit plus tard dans le cours.

§2.1. Premiers pas

DEFINITION 2.1.1. — Soit Aun anneau. Un A-module a droite est un groupe abélien M
muni d'une loi d’action

MxA— M, (a,m)— ma
vérifiant les propriétés suivantes : pour tous a, be Aettousm, ne M, ona
— m(a+b)=ma+mbet(m+n)a= ma+ na (distributivité) ;
— m(ab) = (ma)b (associativité);
— ml = m (élément neutre).

Un A-module a gauche est un groupe abélien M muni d'une application (multiplica-
tion externe, ou loi d’action)

AxM— M, (a,m)— am

vérifiant les propriétés suivantes : pour tous a, be Aettousm, ne M, ona

—(a+bym=am+bmeta(m+n) =am+ an (distributivité) ;
— (ab)m = a(bm) (associativité);
— 1m = m (élément neutre).

Exemples 2.1.2. —  a) Soit Aun anneau;la multiplication Ax A — Amunit le groupe
abélien A de deux structures de modules, 'une a gauche et ’autre a droite. La premiere
est notée A, la seconde A, (pour senestre et dextre!). Soit I un idéal a gauche de A;
la multiplication de A, Ax I — I, munit I d'une structure de A-module a gauche. De
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meéme, si I est un idéal a droite de A, la multiplication I x A — I'le munit d'une structure
de A-module a droite.

b) Si Aestun anneau commutatif, un module a droite est aussi un module a gauche,
pour la méme loi d’action a I'échange des facteurs preés.

¢) Un groupe abélien possede une unique structure de Z-module.

d) Lorsque Aestun corps commutatif, la notion de A-module (a droite ou a gauche,
cela n’a pas d'importance) coincide avec la notion étudiée dans les premiéres années
d’'université. Cette terminologie est conservée lorsque A est un anneau a division; on
parle ainsi d’espace vectoriel a droite ou a gauche sur A.

e) Si f: A— Bestun homomorphisme d’anneaux, la multiplication externe Bx A —
B définie par (b, a) — bf (a) munit B d'une structure de A-module a droite.

f) Plus généralement, si f: A— B est un homomorphisme d’anneaux et si M est un
B-module a droite, la multiplication externe M x A — M définie par (m,a) — mf(a)
munit M d'une structure de A-module a droite.

g) Soit A un anneau et soit M un A-module a gauche. Muni de la loi d’action A° x
M — M, (m,a) — am, M est un A°-module a droite. Cette correspondance permet de
déduire d'un énoncé pour des modules a droite un énoncé analogue pour les modules
a gauche.

h) Soit A et B des anneaux. Un (A, B)-bimodule est un groupe abélien M muni de
d’'une structure de A-module a gauche et d’'une structure de B-module a droite telles
que l'on ait a(mb) = (am)b pour tout a € A, tout m € M et tout b € B. Cela revient a la
donnée d'une structure de A x B°-module a gauche, ou a la donnée d’une structure de
A° x B-module a droite.

Dans la suite, j'entendrai par A-module (sans précision) un A-module a droite et
la plupart des propriétés ne seront démontrées que pour ceux-ci. Lexplicitation et la
démonstration de I'énoncé analogue pour les modules a gauche est laissé au lecteur
consciencieux.

Remarque 2.1.3. — Soit Aun anneau et soit M un A-module a gauche. Si a € A, notons
Ua: M — M l'application définie par u,(m) = am. C'est un endomorphisme de M en
tant que groupe abélien. De plus, I'application a — u, définit un homomorphisme
d’anneaux A — End(M). En effet, si a, be Aet me M, u,,(m) = (abym = a(bm) =
Pa(bm) = pgo pp(m), d’ott fap = fa © .

Inversement, soit M un groupe abélien et u: A— End(M) un homomorphisme d’an-
neaux. Définissons une loi d’action Ax M — M par (a, m) — p(a)(m). On constate que
cela définit une structure de A-module a gauche sur M telle que la multiplication par
un élément a de A soit u(a).

Ainsi, M étant un groupe abélien, se donner une structure de A-module a gauche
sur M équivaut a se donner un homomorphisme d’anneaux A — End(M). Tout groupe
abélien M est par conséquent muni d'une structure canonique de End(M)-module a
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gauche. De méme, tout A-module M est muni d'une structure canonique de End 4(M)-
module a gauche.

Une structure de A-module a droite sur M équivaut a la donnée d’'un homomor-
phisme d’anneaux A — End(M)°.

DEFINITION 2.1.4. — Soit A un anneau et soit M un A-module a droite. Un sous-
module de M est une partie N de M vérifiant :

— N est un sous-groupe abélien de M ;
— pourtoutac€ Aettoutme N, mae N.

Il y a une définition analogue pour les modules a gauche.

Exemples 2.1.5. — a) Si M est un A-module, la partie de M réduite a 0 en est un sous-
module. De méme, M est un sous-module de lui-méme.

b) Si A est un anneau, les idéaux a gauche de A sont les sous-A-modules de A, les
idéaux a droite de A sont les sous-A-modules de A,.

c) Si A est un anneau a division, les sous-modules d'un A-espace vectoriel en sont
les sous-espaces vectoriels.

LEMME 2.1.6. — Soit M un A-module a droite et soit N une partie de M. Pour montrer
que N est un sous-module de M, il suffit de montrer les propriétés suivantes :
- 0eN;

—siaeAetmeN, mae N;
—simeNetneN,m+neN.

Démonstration. — En effet, la seconde propriété appliquée a a = —1 et m € N montre
que —m € N. Jointe aux deux autres propriétés, on constate que N est un sous-groupe
abélien de M. La seconde propriété implique alors que c’en est un sous-module.  [J

DEFINITION 2.1.7. — Soit A un anneau et soit M et N deux A-modules. Un homomor-
phisme de M dans N est une application f: M — N telle que pour tous a et b dans A et
tous m et n dans M, on a

f(ma+ nb)=f(m)a+ f(n)b.

On note Hom 4(M, N) l'ensemble des homomorphismes de M dans N.
Un homomorphisme de M dans M est appelé endomorphisme de M. On note
End o(M) l'ensemble des endomorphismes du A-module M.

Les expressions « application A-linéaire » voire « application linéaire » sont syno-
nymes d’« homomorphisme de A-modules ».

Soit Aun anneau et soit M, N, P trois A-modules. Si f: M — Net g: N — P sont des
homomorphismes, leur composé go f: M — P est un homomorphisme de A-modules.
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On dit qu'un homomorphisme de A-modules f: M — N est un homomorphisme
est un isomorphisme s’il existe un homomorphisme g: N — M tel que fo g =idy et
go f = idM.

PROPOSITION 2.1.8. — Pour qu'un homomorphisme de A-modules soit un isomor-
phisme, il faut et il suffit qu'il soit bijectif.

Démonstration. — Si f: M — N est un isomorphisme, de réciproque g, il est clair que
g est la bijection réciproque de f.

Inversement, soit f: M — N un homomorphisme bijectif et soit g sa bijection réci-
proque. Alors, g est un homomorphisme. En effet, si n, n' € Neta, a’ € A,ona

flgma+gnha)=fgn)a+fgn)a =na+n'd

donc g(n)a+ g(n")a' = g(na+ n'a’), ce qui établit la linéarité de g. O

DEFINITION 2.1.9. — Soit f: M — N un homomorphisme de A-modules. On appelle
noyau de f, notéker f, l'ensemble des m € M tels que f(m) = 0.

PROPOSITION 2.1.10. — Soit f: M — N un homomorphisme de A-modules.

Si M’ est un sous-module de M, f(M') est un sous-module de N. Si N' est un sous-
module de N, f‘1 (N") est un sous-module de M.

En particulier, le noyau ker f et l'imageim f = f (M) de [ sont des sous-modules (de
M et N respectivement).

Démonstration. — Montrons que f(M') est un sous-module de N. Comme f(0y) =
OnetOy € M, 0y € f(M'). D’autre part, si net n’ € f(M'), il existe m et m' € M’ tels que
n= f(m)etn = f(m'). Par suite,

n+n'=fm)+fm) = fim+m') e fF(M).

Enfin, si n = f(m) appartient a f(M') et si a € A, na = f(m)a = f(ma) appartient a
f(M') puisque ma e M'.

Montrons que f‘l(N’) est un sous-module de M. Comms f(0y;) = Oy € N', Op €
fYN'). D’autre part, si met m'€ f'(N") etsiaet be A,ona

f(ma+m'b) = f(m)a+ f(mbe N

puisque f(m) et f(m') appartiennent a N’ et que N’ est un sous-module de N. Donc
ma+ m'b appartient a f~1(\N'). O

Exemple 2.1.11. — Soit Aun anneau et soit M, N deux A-modules a droite. Lensemble
Hom(M, N) des homomorphismes de groupes abéliens de M dans N est un groupe
abélien, la somme de deux homomorphismes f et g étant 'homomorphisme f + g
défini par m— f(m)+ g(m). Si f et g sont des homomorphismes de A-modules, alors
f + g enest un également, en vertu de la formule

(f+8(ma)=f(ma)+g(ma) = f(ma+gma=(f(ma+gma) = (f +g)(m)a,
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pour a € A et m,n € M. De méme, I'application nulle est un homomorphisme de A-
modules, de méme que — f, pour tout f € Hom (M, N). Il en résulte que Hom4(M, N)
est un sous-groupe abélien de Hom(M, N).

Lorsque M = N, End 4(M) est en outre un anneau, la multiplication étant donnée par
la composition des homomorphismes. C’est un sous-anneau de End(M).

Supposons que A soit commutatif. Soit f € Homy4(M, N) et soit a € A. Alors, 'appli-
cation af définie par m — f(m)a est un homomorphisme de A-modules, car

(fa)imb) = f(bm)a= f(m)ba= f(m)ab= (fa)(m)b,

pour tout m € M et tous a, b € A. Le groupe abélien Hom 4(M, N) est ainsi muni d'une
structure de A-module.

Sil’anneau An’est pas commutatif, I’application m — f(m)a n’est pas forcément A-
linéaire ; on ne peut par suite pas toujours munir le groupe abélien Homy4 (M, N) d'une
structure de A-module. Supposons cependant que N soit un (B, A)-bimodule. On peut
alors munir Homy (M, N) d’une structure de B-module a gauche en définissant, si f €
Homy (M, N) et b € B, I'application linéaire bf par (bf)(m) = bf(m). (Il est clair que
bf est un endomorphisme de groupes abéliens; les égalités bf(ma) = b(f(ma)) =
b- f(m)-a=(bf(m))a montrent qu'il est A-linéaire.) Ona (bb') f = b(V'f).

De méme, si M est un (B, A)-bimodule, on peut munir Hom 4(M, N) d’'une struc-
ture de B-module a droite en définissant, pour f € Homu(M, N), 'application fb par
(fby(m) = f(bm).Si b, b’ € Bet f € Homs(M,N), on a (fbb")(m) = f(bb'm); d’autre
part, (fb)b’ applique m sur (f b)(b'm) = f(bb'm), d’ou la relation fbb' = (fb)b', d’ou
I'assertion.

DEFINITION 2.1.12. — Soit A un anneau et soit M un A-module a droite. Le dual de M,
noté MY, est le groupe abélien Hom (M, A), muni de la structure de A-module a gauche
pour laquelle (ap)(m) = p(m)a. Ses éléments sont appelés formes linéaires.

Exercices. — 1) Soit M un A-module. Montrer que (-1)m = —m.

2) Soit Aun anneau et soit M un A-module a droite.

a) Montrer que I'ensemble (0 : M) des a € A tels que ma = 0 pour tout m € M est un idéal
bilatere de A (annulateur de M). On le note aussi ann(M).

b) Plus généralement, soit NV un sous-A-module de M. Montrer que '’ensemble (N : M) des
a € Atels que ma € N pour tout m € M est un idéal bilatére de A.
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3) Soit A et B deux anneaux et f : A— B un homomorphisme d’anneaux.

a) Soit M un B-module a droite. Montrer que 'on définit un A-module a droite en munissant
le groupe abélien M de la multiplication (M, B) — M définie par (m, b) — m f(b). Ce A-module
est noté f. M.

b) Soit u: M — N un homomorphisme de B-modules a droite; montrer que u définit un
homomorphisme de A-modules de f, M — f.N.

¢) Montrer que I'application Homg(M, N) — Hom(fi M, f. N) ainsi définie est un homomor-
phisme injectif de groupes abéliens. Donner un exemple ou il n’est pas surjectif.

d) Soit M un B-module a droite. Déterminer I'annulateur du module f. M en fonction de
celui de M.

4) Soit Aet B des anneaux et f: A— Bun homomorphisme d’anneaux. Le groupe additif de B
est muni de la structure de A-module a droite déduite de f.

a) On suppose que I'image de f est contenue dans le centre de B (de sorte que B est une A-
algebre). Montrer que la multiplication de B est A-bilinéaire (c’est-a-dire que les applications
x— xb et x — bx, pour b € Bfixé, sont A-linéaires).

b) Inversement, sila multiplication de B est A-bilinéaire, montrer que 'image de f est conte-
nue dans le centre de B.

5) Soit M et N deux A-modules.

a) Soit u € End4 M. Montrer qu’il existe une unique structure de A[X]-module sur M telle
que X-m = u(m) (et 1- m = m) pour tout m € M. On notera M, le A[X]-module M muni de
cette structure.

Montrer que cette application u — M,, induit une bijection entre les structures de A[X]-
module sur M et les endomorphismes u € End M.

b) Soit u € Endy M et v € End4 N. Déterminer tous les homomorphismes de A[X] modules
de M, dans N,,.

¢) Si M = N, a quelle condition M,, = M, ?

d) Comment pouvez-vous interpréter les résultats de I'exercice lorsque A = k est un corps et
M = k" est'espace vectoriel standard de dimension 7 sur k?

§2.2. Opérations sur les modules

PROPOSITION 2.2.1. — Soit A un anneau, soit M un A-module a droite et soit (Ns)ses
une famille de sous-modules de M. Alors, l'intersection N = (g N est un sous-module
de M.

Démonstration. — Comme 0 € N pour tout s, 0 € N. Soit m et n deux éléments de
N. Pour tout s, m et n appartiennent au sous-module N;, donc m + n aussi et m+ n
appartient a leur intersection N. Enfin, soit m € N et a € A. Pour tout s, m € N, donc
ma € N; et finalement, ma € N. Ainsi, N est un sous-A-module de M. O
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PROPOSITION 2.2.2. — Soit A un anneau, soit M un A-module a droite et soit X une

partie de M. Il existe un plus-petit sous-A-module (X) de M contenant X : c'est l'inter-

section de la famille (non vide) des sous-modules de M qui contiennent X. C’est aussi

I'ensemble des sommes ) cx xay oit (ay) est une famille presque nulle d’éléments de A.
On dit que (X) est le sous-module de M engendré par X.

Démonstration. — 1l existe des sous-modules de M qui contiennent X, par exemple
M lui-méme. Par suite, I'intersection (X) de ces sous-modules est un sous-module de
M et contient X. Par construction, (X) est contenu dans tout sous-module de M qui
contient X. C’est ainsi le plus petit d’entre eux.

Si (ay)x est une famille presque nulle d’éléments de A, Y ,cx Xa, est une combinai-
son linéaire d’éléments de (X), donc appartient a (X). Ceci prouve que ’ensemble (X}’
des telles combinaisons linéaires est contenu dans (X). Réciproquement, il suffit de
montrer que cet ensemble est un sous-module de M. Comme il contient X, on aura
l'autre inclusion. Tout d’abord, 0 = Y, x0 appartient a (X)'. Par ailleurs, si m et n sont
deux éléments de (X)', il existe deux familles presque nulles (ay)y et (by)y telles que
m=)y ,xaxetn=y,xby. Alors, la famille (a, + by) . est presque nulle et'on a

m+n= () xay)+(D_ xbx) =) x(ax+by)

donc m + n appartient a (X)'. Enfin, si m € (X)' et a € A, soit (ay), une famille presque
nulle telle que m =Y, xa,. On a alors ma =Y, x(aya), donc ma € (X)'. O

DEFINITION 2.2.3. — Soit A un anneau, M un A-module a droite et soit (M) s une fa-
mille de sous-module de M. La somme des M, Y ; M, est le sous-module de M engendré
par la réunion Js M des M.

C’est aussi I'ensemble des combinaisons linéaires ) ; m; ou (my)s est une famille
presque nulle d’éléments de M telle que m; € M; pour tout s. En effet, ce dernier
ensemble est un sous-module de M qui contient [; M, et contenu dans tout sous-
module de M qui contient les M;.

DEFINITION 2.2.4. — Soit A un anneau et soit (M;) une famille de A-modules. Le pro-
duit des M est l'ensemble [|; Ms muni des lois :

(mg)s + (ng)s = (M + ng)s, (mg)sa = (msa)s

qui en font un A-module.
Lasomme directe des M; est le sous-module @; M de ] Mg formé des éléments (mg);
tels que pour tout s sauf pour un nombre fini, m; = 0.

Remarque 2.2.5. — Si tous les M; sont égaux a un méme module M, on a [[{ M, = MS.
Le sous-module @ M; est noté M.
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LEMME 2.2.6. — Pour tout t, définissons des applications
l.tIMt—>®Ms, Pr: HMS_)MZ'
S N

définis par i;(m) = (ms) ot my = m et mg =0 si s # t et p;((mg)) = m;. Ce sont des
homomorphismes de A-modules.

Démonstration. — Soit m, n dans M, a et b dans A. Alors,

i;(ma+nb)=(,...,0,ma+nb,0,...)
(dans le membre de droite, le ma+ nb est dans la composante indexée par t)

=(0,...,0,m,0,...)a+(0,...,0,n,0,...,00b

=i;(m)a+i;(n)b.

Par suite, i; est un homomorphisme de A-modules. La démonstration que p; est un
homomorphisme est laissée en exercice. O

Produits et des sommes directes de modules satisfont une propriété universelle que
nous énong¢ons maintenant.

THEOREME 2.2.7. — Soit A un anneau et soit (M) une famille de A-modules a droite.
a) Pour tout A-module M et toute famille (f;) de morphismes f;: M — Mj, il existe un
unique morphisme f: M — [[; M; tel que pour tout s, pso f = fs.
b) Pour tout A-module M et toute famille (f;) de morphismes f;: M — M, il existe un
unique morphisme f: @M — M tel que pour touts, f o is = f;.

Démonstration. — a) Supposons que f: M — []; M; vérifie pso f = f;. Alors, si f(m) =
(mg)s, on a nécessairement

mg = ps((ms)s) = ps(f(m)) = (psof)(m) = fs(m)y

ce qui montre que f, s'il existe, est unique. Réciproquement, définissons f(m) comme
la famille (fs(m));. Il faut montrer que I'application ainsi définie f: M — []; M; est un
homomorphisme de A-modules. Or, pour tous a et b dans A et tous m et n dans M, on
a

f(ma+nb) = (fi(ma+ nb)), = (fi(m)a+ fi(n)b),
= (fstm)sa+ (fs(m) ;b= f(m)a+ f ()b,
ce qui prouve que f est un homomorphisme de A-modules.
b) Supposons que f: @ M; — M vérifie fois = f;. Alors, 'image par f d'un élément

o,...,0,m,0,...) = is(m) (ou m € M; est dans la composante indexée par s) est néces-
sairement égale a f;(m). Un élément de @ M; est une famille (m;)s avec mg € M;, tous
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les m; étant nuls, sauf un nombre fini. Par suite, un tel élément est égal a )" is(m;) (la
somme est en fait finie) et son image par f est égale a

FQisme)) =) (foig(mg) =) filmy),
N N N
ce qui montre I'unicité. Récipriquement, I'application f: @ M; — M définie par

fmg)s) =) filmg)  (somme finie)

est un homomorphisme de A-modules qui vérifie f oi; = f; pour tout s. En effet, si a et
b sont dans A et (my);, (1) sont deux éléments de @, M, on a

f((ms)sa“' (ng)sh) = f((msa‘l' nsb)s)
=) filmsa+nsb) =) _(fi(mg)a+ fi(ns)b)

S
= (2 fitmg))a+(3_ f(ns))b
S s
= f((my))a+ f((nss)b.
L]

Remarque 2.2.8. — Ce théoréme peut se reformuler ainsi : pour tout A-module a
droite M, les applications canoniques

Hom (@ M, M) — [[Homa(Ms, M), f— (fois)s
N S

et
Homa(M, [ [ M) — [ [Homa(M, My),  f— (pso f)s

sont des isomorphismes.

Soit M un A-module et soit (M) une famille de sous-modules de M. On dispose
alors d'un homomorphisme de A-modules @, M; — Y ¢ M, définie par (mg) — Y mg,
pour toute famille presque nulle (). Cet homomorphisme est surjectif. On dit que
les M; sont en somme directe si c’est un isomorphisme.

Dans le cas d'une famille (M;, M>) a 2 éléments, le noyau de cet homorphisme est
I’ensemble des couples (m,—m), ot m € M) N M. Par suite, M; et M, sont en somme
directe si et seulement si M; N M, = 0. La situation est un peu plus compliquée pour
des familles a plus de 2 éléments; c’est déja le cas pour les espaces vectoriels, voir pour
mémoire |'exercice 10.

Soit M un A-module. Soit N un sous-module de M ; un supplémentaire de N est un
sous-module P de M tel que N et P soient en somme directe et que 'on ait M = N + P.
Contrairement a ce qui se passe pour les espaces vectoriels, tout sous-module n’a pas
forcément de supplémentaire.
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DEFINITION 2.2.9. — Soit A un anneau, M un A-module a droite et I un idéal a droite
de A. On définit le sous-module M1 de M comme l'ensemble des combinaisons linéaires
Y m;a; ot pour tout i, a; € I et m; € M.

Exercices. — 6) a) La réunion de deux sous-modules n'est en général pas un sous-module.
Donner un exemple (on pourra se placer dans le cadre des espaces vectoriels).

b) Si (Mp) nen est une famille de sous-modules d'un A-module M telle que M,, = M), si n < p,
montrer que U,, M, est un sous-A-module de M.

c) Soit k un corps, soit V un k-espace vectoriel et soit (W;)1<;<n, une famille de sous-espaces
vectoriels de V telle que W = UJ; W; soit un sous-espace vectoriel. Si k est infini ou, plus géné-
ralement, si k a au moins n éléments, montrer qu’il existe un entier i tel que W = W;.

d) Soit V4, V; et V3 les ensembles des (x, y) € Z? tels que x soit pair, resp. x+ y soit pair, resp. y
soit pair. Montrer que ce sont des sous-modules de Z2, distincts de Z2, et que Z> = V; U V> U V3.

7) Soit M un A-module et M;,..., M, des sous-A-modules de M dont M est la somme directe.
Soit ; = (0 : My),...,I, = (0 : M;) leurs annulateurs. On suppose que les I, sont deux a deux
comaximausx.

Onpose: I=_, lo €t Jo = Npza Ip-

a) Montrer que pour tout «, I, et J, sont des idéaux bilateres comaximaux de A.

Pour tout a, soit Ny le sous-module de M engendré par les Mg, pour § # a. Si J est un idéal
de A, on notera (0: ]) le sous-A-module de M égal a {m e M; ma =0 pour tout a € J}.

Montrer les formules suivantes :

b) Ja =(0:Ng) et Ny =(0: Jo);

¢) N = MIy et MJy = My = Npzq Np.

8) Soit M un A-module et m € M un élément dont 'annulateur est réduit a (0). Montrer I’équi-
valence des propriétés suivantes :

a) mAposseéde un supplémentaire dans M ;
b) il existe une forme linéaire f sur M telle que f(m) = 1.

Montrer qu’alors M = mA@ker f.

9) Soit f: M — N un homomorphisme de A-modules.

a) Montrer qu’il existe g: N — M tel que go f =idy, si et seulement si f est injectif et im(f)
admet un supplémentaire dans N.

b) Montrer qu’il existe g: N — M tel que fog =idy si et seulement si f est surjectif et ker(f)
admet un supplémentaire dans M.

10) Soit A un anneau, soit M un A-module et soit (M;);c; une famille de sous-modules de M
dont la somme est égale a M.

a) Pour que les M; soient en somme directe, il faut et il suffit que Pour tout i € I, 'intersection
des sous-modules M; et} j+; M; soit réduite a 0.

b) Donner un exemple de module M, de famille (M;, M», M3) de sous-modules dont la
somme est égale a M et telle que M; N M; = 0 pour tout couple (i, j) avec i # j, mais qui ne soit
pas en somme directe.
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§2.3. Quotients de modules

Soit Aun anneau et soit M un A-module. On s’intéresse aux relations d’équivalence
sur M qui sont compatibles avec la structure de module, c’est-a-dire que pour tous m,
m', net n’ dans M,

sim~m'etn~n', alorsam+bn~am' +bn'.

Soit N 'ensemble des m € M tels que m ~ 0. Comme une relation d’équivalence est
réflexive, 0 € N. Si m et n appartiennenta N, ona m ~ 0, n ~ 0 et donc pour tous a et
bdans A, am+ bn ~ (a0 + b0) =0, c’est-a-dire am + bn € N. Cela prouve que N est un
sous-module de M. De plus, si m et n sont deux éléments de M tels que m ~ n, on a
m+(-n)~n+(-n),doum-neN.

Réciproquement, soit N un sous-A-module de M et soit ~ la relation d’équivalence
sur M définie par m ~ n si et seulement si m — n € N. Notons M/N I'ensemble des
classes d’équivalence et cly: M — M/N I'application canonique.” Les calculs qui pré-
ceédent montrent le théoréme suivant.

THEOREME 2.3.1. — Soit A un anneau, M un A-module et N un sous-module de M.
La relation ~ sur M définie par m ~ n si et seulement si m — n € N est une relation
d’équivalence sur M compatible avec la structure de module. Lensemble quotient M/ N
possede une unique structure de A-module telle que U'application cl: M — M/ N est un
homomorphisme de A-modules.

L'homomorphisme cl est surjectif et de noyau N.

On démontre maintenant un théoreme de factorisation, propriété universelle des
modules quotients.

THEOREME 2.3.2. — Soit A un anneau, M un A-module et N un sous-module de M.
Pour tout A-module P et tout homomorphisme f: M — P tel que N c ker f, il existe un
unique homomorphisme de modules f: M/N — P tel que f = f ocl.

De plus,im f =im f etker f = cl(ker f). En particulier; f est injectif si et seulement si
ker f = N.

On peut représenter 1'égalité du théoreme en disant que le diagramme

p

(I8'il n’y a pas de confusion possible, on pourra noter simplement cl cette application.
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est commutatif. L'intérét de ce théoréme est qu’il permet de factoriser un homomor-
phisme de A-modules f: M — N en la composition

MiM/kerfLim]“—»N
d’'un homomorphisme surjectif, d'un isomorphisme et d'un homomorphisme injectif.

Démonstration. — Nécessairement, on doit avoir f(cl(m)) = f(m) pour tout m dans
M. Comme tout élément de M/N est de la forme cl(m) pour un certain m € M, cela
montre qu'il existe au plus un homomorphisme de A-modules f: M/N — P tel que
focl=f.

Montrons l'existence de f. Soit x € M/N et soit deux éléments m et m’ de M tels que
x = cl(m) = cl(m). Alors, m— m' € N et donc, puisque N c ker f, f(m—m’) = 0. On
a alors f(m) = f(m') et 'on peut définir f en posant f(x) = f(m) — cela ne dépend
en effet pas de I'élément m € M choisi parmi ceux qui vérifient x = cl(m). 1l reste a
montrer que f est un homomorphisme de A-modules. Or, soit x et y € M/N, soit a
et b dans A. Choisissons m € M tel que x = cl(m) et n € M tel que y = cl(n). Alors,
ax+by=acl(m)+ bcl(n) =cllam+ bn) et

f(ax+ by):f(cl(am+bn)):f(am+bn):af(m)+bf(n):af(x)+bf(y).

Ainsi, f est un homomorphisme de A-modules.

On a évidemment im f c im f. D’autre part, si p appartient 4 im f, choisissons x €
M/N tel que p = f(x) puis m € M tel que x = cl(m). Alors, p = f(cl(m)) = f(m) appar-
tient a im f, d’ot1 'autre inclusion et finalement I'égalité im f = im f.

Enfin, si f(x) = 0, on peut écrire x = cl(m) avec m € M et la relation focl = f im-
plique f(m) =0, d'ou x € cl(ker f). Dans l'autre sens, si x = cl(m) avec m € ker f, on a
f(x) = f(cl(m)) = f(m)=0,donc x € kerf. Ainsi, kerf = cl(ker f). O

La proposition suivante décrit les sous-modules d'un module quotient tel que M/N.

PROPOSITION 2.3.3. — Soit A un anneau, M un A-module, N un sous-module de M.
Lapplicationcl™ :

sous-modulesde M/IN — sous-modules de M contenant N
P — ()

est une bijection.

Ainsi, pour tout sous-module P de M qui contient N, il existe un unique sous-
module & de M/N tel que P = cl 1(9?). De plus, on & = cl(P). Le sous-module cl(P) de
M/ N sera noté P/N. Cette notation est cohérente. En effet, la restriction de cl a P est
un homomorphisme cl|P: P — M/N de noyau PN N = N et d'image cl(P). D’apres le
théoreme de factorisation, cl|p induit un isomorphisme P/N — cl(P).
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Démonstration. — La démonstration est une conséquence immédiate des deux for-
mules suivantes : si P est un sous-module de M,

cdclP)y=P+N

et si & est un sous-module de M/N,

clcl™ (@) = 2.

En effet, si P < N, P+ N = P et ces formules montrent que I'application cI™! comme
dans I’énoncé admet cl comme bijection réciproque.

Montrons la premiére formule. Si m € cl™1(cl(P)), on a cl(m) € cl(P). 1l existe donc
p € P tel que cl(m) = cl(p) et par suite, cl(m — p) = 0. Cela signifieque n=m-pe N
et m = p+ n appartient a P+ N. Réciproquement, si m = p+ n appartient a P+ N,
cl(m) = cl(p + n) = cl(p) appartient a cl(P), donc m € cl~ (cl(P)).

Montrons la seconde formule. Par définition, on a cl(cl™}(#)) c 2. Réciproque-
ment, si x € &, soit m € M tel que x = cl(m). Alors, cl(m) € 22, autrement dit, m €
cl~1(2) et donc x = cl(m) € cl(cl 1 (£2)). O

Enfin, nous pouvons calculer le « quotient d'un quotient ».

PROPOSITION 2.3.4. — Soit Aun anneau, N, P, M trois A-modules tels que N < P c M.
Alors, on a un isomorphisme canonique

(M/N)/(P/N) = (M/P)
tel que pour tout m e M, clp;n(cly(m)) — clp(m).

Démonstration. — Considérons ’homomorphisme composé
@: M — (M/N)— (M/N)/(P/N), m — clp;n(cly(m)).

Il est surjectif, comme composé de deux homomorphismes surjectif. Un élément m
est dans son noyau si et seulement si cly(m) € kerclp;y = P/N = cly(P), c’est-a-dire
m € P puisque P contient N. Ainsi, ker¢ = P et le théoreme de factorisation 2.3.2 af-
firme 'existence d'un unique homomorphisme bijectif ¢: M/P — (M/N)/(P/N) tel
que @(clp(m)) = clp,n(cly(m)). C'est 'isomorphisme cherché. O

Exercices. — 11) Soit Aun anneau intégre et M un A-module. On dit que x € M est de torsion
si (0: x) #0. On note T (M) I'’ensemble des éléments de torsion de M. Si T(M) = 0 on dit que M
est sans torsion.

a) Montrer que I’ensemble des éléments de torsion de M est un sous-module de M. Donner
un contre-exemple lorsque ’hypothese que A est un anneau integre n'est pas vérifiée.

b) Montrer que M/ T (M) est sans torsion.

¢) Montrer que si f : M — N est un morphisme de A-modules alors f(T(M)) < T(N). Donner
un exemple ou1 I'inclusion est stricte.

d) Soit g: N — P un second morphisme de A-modules tel que kerg = im f. Montrer que
kergn T(N) = f(T(M)).
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12) Soit A un anneau, M un A-module et N un sous-A-module de M.
a) Montrer que si M est de type fini, M/ N l'est aussi.
b) Montrer que si N et M/N sont de type fini alors M est de type fini.

13) Soit A un anneau, soit I un idéal bilatere de A et soit M un A-module a droite.

a) Montrer qu'’il existe une unique structure de A/I-module a droite sur le A-module M/MI
de sorte que I'on ait clys;(m) clj(a) = clyr(ma), pour tout me M et tout a € A.

b) Si M est un A-module libre, montrer que M/MI est un A/I-module libre.

14) Soit Aun anneau, soit M un A-module et soit N un sous-module de M.

a) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 1) N possede un supplémentaire
dans M; 2) N est le noyau d'un projecteur de M ; 3) N est 'image d'un projecteur de M.

b) Soit py et p deux projecteurs de M d’image N, soit u I'application p — py. Montrer que
I'image de u est contenue dans N et que son noyau contient N; en déduire, par passage au
quotient, une application linéaire ii: M/N — N.

¢) Soit py un projecteur de M ; montrer que 'application p — it est une bijection de 'en-
semble des projecteurs de M d’image N sur Homy4(M/N, N).

15) Soit A un anneau, soit M un A-module a droite et soit N un sous-module de A.

a) Si M/ N est un A-module libre, montrer que N possede un supplémentaire dans M.

b) Retrouver ainsi le fait que tout sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel possede un
supplémentaire.

16) Soit Aun anneau et T une matrice n x m a coefficients dans A. Cette matrice représente un
homomorphisme de modules u: A" — A™. Posons M = coker u = A"/im(u).

a) Montrer que (0: M) = (im(u) : A™).

b) Montrer que si m > n alors les mineurs maximaux de T (c’est a dire les déterminants des
sous matrices n x n de T) appartiennent a (0 : M). (Traiter tout d’abord le cas m = n.)

17) Soit Aun anneau et u: A" — A" un morphisme de matrice M,, dans la base canonique de
A" Posons M = cokeru = A"/im(u) et soit u* : A™ — A" dont la matrice M, est la matrice
transposée des cofacteurs de M. Enfin pour k € {1,..., n} soit Ji I'idéal engendré par les mi-
neurs k x k de M,, (C’est-a-dire les déterminants des sous-matrices k x k de M,). Remarquer
que J, = (det(M,)) et que J,_; est engendré par les coefficients de M.

a) Soita e (0: M) et ug: A" — A", x — ax; montrer qu'il existe un morphisme v: A" — A"
tel que pu, = uo v, et que det(M,) M, = aM,-.

b) Montrer que (0: M) < (J, : Ju—1).

On suppose désormais que det(M,) n’est pas diviseur de zéro.

¢) Montrer que u* est injectif.

d) Soit a € (J, : Jy—1); montrer qu’il existe w : A" — A" tel que au* = det(M,) w. Montrer
alors que uo w = .

e) Montrer que (0: M) = (J, : Ju-1).

§2.4. Générateurs, bases; modules libres, modules de type fini

DEFINITION 2.4.1. — Soit A un anneau et soit M un A-module a droite.
On dit qu'une famille (m;) jc; d’éléments de M est :
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— génératrice si le sous-module de M engendré par les m; est égal a M ;

— libre si pour toute famille presque nulle (a;);c; d'éléments de A, la relation
Y iermia; =0 implique que a; = 0 pour toutiel;

— liée si elle n'est pas libre;

— une base de M si pour tout élément m de M, il existe une unique famille presque
nulle (a;)je; dans A telle que m =) m;a,;.

Une sous-famille d'une famille libre est libre; une famille contenant une sous-
famille génératrice est génératrice. Lorsque 'anneau n’est pas nul, une famille libre est
constituée d’éléments distincts deux a deux (sous peine de voir surgir la combinaison
linéaire x — y = 0 si x = y). Par suite, seules les familles (m;);¢; telles que I'application
i — m; soit injective sont intéressantes en pratique. Cela justifie notamment que 'on
définisse, par abus de langage, les notions de partie génératrice, partie libre et base
comme des parties S de M telle que la famille (s) s soit respectivement génératrice,
libre, une base.

PROPOSITION 2.4.2. — Soit A un anneau, M un A-module a droite et soit S une partie
de M. Soit ¢ s 'homomorphisme canonique
S
A;) — M, (as)ses — Zsaas-
SE

Alors,

— s est injectif si et seulement si S est libre;
— (s est surjectif si et seulement si S est génératrice;
— s est un isomorphisme si et seulement si S est une base.

Démonstration. — Le noyau de @g est 'ensemble des familles (a;) telles que Y ; sas =
0. Dire que S est libre équivaut donc a dire que ker@g = (0), c’est-a-dire que ¢g est
injectif.

L'image de ¢s est’ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de S. Par suite,
imeggs = (S) et @g est surjectif si et seulement si S est génératrice.

Enfin, la définition du fait que S est une base revient exactement a dire que ¢g est

bijectif, donc un isomorphisme. O
COROLLAIRE 2.4.3. — Une base est une partie libre et génératrice.
DEFINITION 2.4.4. — Un module qui possede une base est dit libre. Un module qui pos-

sede une partie génératrice finie est dit de type fini.

PROPOSITION 2.4.5. — Soit M un A-module, soit N un sous-module de M.

a) Si M estde type fini, M/ N est de type fini.
b) Si N et M/ N sont de type fini, alors M est de type fini.
c) Si N et M/N sont des A-modules libres, alors M est un A-module libre.
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Par contre, il peut arriver que M soit de type fini mais que N ne le soit pas; il peut
arriver que M soit libre, mais que N, ou M/ N, ne soit pas libre.
Plus précisément, nous allons démontrer les assertions suivantes :

a) si M possede une famille génératrice de cardinal r, M/ N aussi;

b) siN et M/ N possedent des familles génératrices de cardinaux r et s, M posséde une
famille génératrice de cardinal r + s.

c) SiN et M/N ontdes bases de cardinaux r et s, M possede une base de cardinal r +s.

Démonstration. — a) Les images dans M/N d’'une famille génératrice de M en-
gendrent M/N, car 'homomorphisme canonique M — M/N est surjectif. Par suite,
M/ N est de type fini si M 'est.

b) Soit (ny,..., n;) une famille génératrice de N et soit (my,..., m;) une famille finie
d’éléments de M telle que (cl(my),...,cl(m;)) engendre M/N. Montrons que la famille
(my,...,mg ny,..., n,) engendre M.

Soit m € M. Par hypotheése, cl(m) est combinaison linéaire de cl(m,),...,cl(m;). 11
existe donc des éléments a; € Atels que cl(m) =Y} _, cl(m;)a;, ce qui entraine que n =
m—ijl m;a; appartient a N. Il existe alors des éléments b; € Atels que n = Z;zl n;jb;.
Alors, m = Zle m;a; + Z;:l n;jb; est bien combinaison linéaire des m; et des n;.

¢) Supposons en outre que (ny,..., n;) soit une base de N et que (cl(m,),...,cl(my))
soit une base de M/N et montrons que (my,..., mg, ny,..., n;) est une base de M. On a
déja démontré que cette famille engendre M, il reste a prouver qu’elle est libre. Soit
donc 0 = le m;a; + Z;:l njb; une relation de dépendance linéaire entre ces €lé-
ments. Son image dans M/N est une relation de dépendance linéaire 0 = Z?zl cl(m;)a;
entre les cl(m;) qui forment une famille libre. On a donc a; = 0 pour tout i. Par suite,
0= Z;zl n;jb;; comme la famille (7, ..., n;) estlibre, b; = 0 pour tout j. La relation de
dépendance linéaire considérée était donc triviale, ce qu'’il fallait démontrer. O

COROLLAIRE 2.4.6. — Soit M un A-module (a droite) et soit M,...,M, des sous-
modules de M qui sont de type fini. Leur somme Y.} | M; est un A-module de type
fini.

En particulier, la somme directe d’'une famille finie de modules de type fini est de type

fini.

Démonstration. — Par récurrence, il suffit de traiter le cas de deux modules. La se-
conde projection pr,: M; @ M, — M, est une application linéaire surjective, son noyau
est isomorphe a M;. Comme M, et M, sont de type fini, M} ® M, est de type fini. Lho-
momorphisme canonique de M; & M, dans M déduit des injections de M; et M, dans M
a pour image M; + M,. Par suite, M; + M, est de type fini. O

Remarque 2.4.7. — Soit M un A-module de type fini qui est libre. Alors, toute partie
génératrice de M possede une sous-famille finie.
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Soit en effet (my, ..., m,) une famille génératrice de M et (e;) ;c; une famille généra-
trice arbitraire de M. Pour j € {1,..., n}, on peut écrire m; = Z?(—:I e;jaij, ou (a;j); estune
famille d’éléments de A tous nuls, sauf pour un nombre fini d’entre eux. Lensemble
Iy des éléments de I tels que a;; # 0 pour un j au moins est donc réunion de n en-
sembles finis, donc est fini. Par construction, chacun des m; est combinaison linéaire
d’éléments de la sous-famille (e;) ;cj,, si bien que cette famille engendre M.

Si la famille (e;) ;e est une base, aucune de ses sous-familles strictes n’engendre M,
donc I = Iy. Nous avons démontré qu'une base d'un module de type fini est finie. On
parlera de module libre de type fini.

Lorsque ’anneau A est commutatif, ou que A est un anneau a division, nous verrons
au paragraphe suivant que le cardinal d'une base d'un module libre de type fini est

indépendant du choix de cette base.

Soit M un A-module libre et soit (e;) ;< une base de M. Lapplication A') — M don-
née par (a;) — Y eia; est un isomorphisme de A-modules, si bien que M hérite de la
propriété universelle des modules somme directe. Ainsi, si NV est un A-module, se don-
ner une application linéaire u de M dans N équivaut a se donner les images u(e;) des
vecteurs de base. L'application u est alors donnée par u(}_ e;a;) =) u(e;)a;.

En particulier, pour tout i, il existe une unique forme linéaire ¢; sur M qui applique
e; sur 1 et les autres vecteurs de base sur 0. Si m =) _;cje;a; est un élément de M, on a
@i(m) = a;.

La famille (¢;);e; est une base du module dual M". En effet, si ¢ est une forme li-
néaire sur M et si m = ) ; e;a; est un élément de M, on a ¢(m) = Y ; ¢(e;)a;, donc
@p(m) =Y ;p(e))p;(m), ce qui démontre que ¢ = Y @(e;)@;; la famille (¢;) est donc
génératrice. Inversement, si ¢ = ) a;@; =0, on a 0 = ¢(e;) = a;, si bien que la famille
(¢;) estlibre. On I'appelle la base duale de la base (e;) ;.

Un autre intérét des modules libres est de permettre du calcul matriciel. Soit ® =
(ai,j) € My, n(A) une matrice a m lignes et n colonnes a coefficients dans A. On lui
associe une application ¢: A" — A" par la formule ¢(x1,...,x,) = (Z}’:1 ai,jXj)1<i<m-
C’est un homomorphisme de groupes abéliens. En outre, pour tout a € A, on a

p((x1,...,xp)a) = @(x1,...,x5)a,

si bien que ¢ est un homomorphisme de A-modules a droite. Inversement, tout homo-
morphisme ¢ de A-modules a droite est de cette forme : soit e; I'élément de A" dont
la coordonnée j est égale a 1 et les autres sont nulles; posons ¢(e;) = (ay,j, ..., @m,j). Si
x=(x1,...,x,) €EA", onax= Z;‘Zl ejxj, donc

Px) =) plepxi =) a;ix)).

j:l ]=1

Par suite, ¢ est donné par la matrice (a; ;).
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Si @' = (bj ) € My, est une matrice a n lignes et p colonnes, la matrice ®” = ®P’
possede m lignes et p colonnes; son coefficient c; ; d’indice (i, k) est donné par la
formule

n
Ci k= Z a,-_jbj,k.
j=1
L’homomorphisme ¢": A”? — A™ qui lui est associé vérifie

/!
@ (x1,...,%p) = Q_ cikXidr1<i<m = Q_ ai jbj kxi)i = Q_aijyji,
k ik J

olt (y1,...,¥n) =¢'(x1,...,%p). On a donc

@ (X1, Xp) = Qe V) =@ (X1, .0, X)),

si bien que ¢" = pog'.

Cela démontre en particulier que I'application My (A) — End(A7) qui a une matrice
carrée associe 'endomorphisme correspondant de A} est un homomorphisme d’an-
neaux. Voila pourquoi nous avons privilégié les modules a droite !

Exercices. — 18) Soit Aun anneau et M un A-module. Si m € M, a quelle condition sur ann(m)
la famille {m} est-elle libre ?

19) Soit A un anneau commutatif intégre et K son corps des fractions. On suppose K # A. Mon-
trer que K n’est pas libre comme A-module.

20) Donner des exemples :
a) de modules non-libres;
b) d’'une famille libre a n éléments dans A" qui ne soit pas une base;
¢) d'une partie génératrice minimale qui ne soit pas une base;
d) de sous-module n’ayant pas de supplémentaire;
e) de module libre ayant un sous-module qui ne I'est pas;

21) [Extensions de modules libres] Soit L et M deux A-modules, f : L — M un homomorphisme
d’anneaux.

a) On suppose que ker f etim f sont de type fini. Montrer que L est de type fini.

b) On suppose que ker f = AP etim f =~ A9. Montrer que L= AP*49,

22) [Bidual] Soit M un A-module. On note MY = Hom 4(M, A) son dual et MYV = Hom4(M", A)
son bidual, c’est-a-dire le dual de son dual.
a) Soit m € M. Montrer que 'application

Am: MY — A @ — @(m)

est A-linéaire. En déduire un homomorphisme de A-modules A: M — M"Y donné par m — A,.
b) Dans cette question et la suivante, on suppose que M = A", n > 1. Soit (ey,..., e,) la base
canonique de A", c’est-a-dire ¢; = (0,...,0,1,0,...), le 1 étant en position i. Soit ¢; I'application
linéaire A" — A définie par (ay, ..., a,) — a;. Montrer que (¢1,...,¢@,) est une base de M".
¢) Toujours lorsque M = A", montrer que A est un isomorphisme.
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Un tel module M pour lequel 'homomorphisme canonique M — M"Y est un isomorphisme
est dit réflexif.
d) Donner un exemple de module pour lequel A n’est pas injectif; pas surjectif.

23) Soit M un A-module. Soit f € Ends(M) ; on définit sa transposée 'f par 'f (p) = @ o f, pour
tout ¢ € MY = Homyu (M, A).

a) Montrer que 'ensemble des polynomes P de A[X] tels que P(f) = 0 est un idéal que 'on
notera I(f).

b) Montrer que I(f) < I('f).

c) Montrer que si M est réflexif, I(f) = I(*f).

24) Montrer qu’'un idéal non nul / d’'un anneau A est un sous-module libre de Asi et seulement
si I est principal et engendré par un élément non diviseur de zéro de A.

25) Soit A un anneau, M un A-module de type fini et ¢ : M — A" un morphisme surjectif de
A-modules.

a) Montrer que ¢ admet un inverse a droite.

b) Montrer que M = kerp @ imy.

¢) Montrer que ker ¢ est de type fini.
26) Soit A un anneau, soit M un A-module qui est somme directe d'une famille de sous-
modules (M;) je; indexée par un ensemble infini I. Soit S une famille génératrice de M.

a) Pour x € S, écrivons x = ) ;¢ x; et soit I(x) 'ensemble des i € I tels que x; # 0. C’est une
partie finie de I. Montrer que la réunion, pour x € S, des parties I(x) est égale a I.

b) Montrer que S est infinie.

c*) Montrer que card(S) = card(l).

d) Si M est un A-module libre engendré par une partie finie, montrer que toute base de M
est finie.

§2.5. Espaces vectoriels

PROPOSITION 2.5.1. — Soit K un anneau a division et soit M un K-espace vectoriel a
droite. Soit £ <9 des parties de M ; on suppose que £ est libre etd génératrice.

Soit B une partie de M telle que . < B ¢ 9. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes : (i) B est une base; (ii) B est maximale parmi les parties libres; (iii) B est minimale
parmi les parties génératrices.

Démonstration. — Supposons que B soit une base de M. Alors, B est libre. De plus,
si m € 4\ B, il existe une famille presque nulle (ap) pe g d’éléments de K telle que m =
Y bay; la relation de dépendance linéaire m — ) ba;, = 0 montre que la partie BU {m}
n’est pas libre. La partie B est donc libre et maximale.

Elle est génératrice; montrons qu’elle est minimale. Soit sinon une partie généra-
trice B’ de M telle que .Z < B’ < B, mais B’ # B. Soit § un élément de B\ B'. Puisque
B’ est génératrice, il existe des éléments a;, pour b € B', de K tels que =Y. g bay.
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Posons ag = —1 et a; = 0si b estun élément de B\ B' distinct de 8. La relation de dépen-
dance linéaire ) baj, = 0 n’est pas triviale ; cela démontre que B est liée, contrairement
a ’hypothese.

Supposons maintenant que B soit une partie libre maximale. Montrons que B est
génératrice. Soit m un élément de ¥. Par hypothese, la partie Bu {m} nest pas libre;
il existe donc des éléments (ay) pep €t a € K, presque tous nuls, mais pas tous, tels que
Y bay+ma=0.Sia=0, cette relation de dépendance linéaire ne relie que les éléments
de B, contrairement a I'hypothése que B est libre. Donc a # 0 et m = — Y cpbapa™
appartient au sous-espace vectoriel V de M engendré par B. Comme ¥ est génératrice,
V = M, ce qui montre que B est une partie génératrice de M. C’est donc une base.

Il reste @ montrer qu’'une partie génératrice minimale est une base. Si une telle par-
tie B n’était pas libre, il existerait une relation de dépendance linéaire non triviale
> bap = 0; soit § € B tel que ag # 0. On a alors f = =3 j.p babalgl. Par suite, § ap-
partient au sous-espace vectoriel engendré par les éléments de B\ {f}, partie qui est
par suite génératrice, contrairement a I’hypothese que B est minimale. O

Un des résultats fondamentaux de la théorie des espaces vectoriels est le théoréme
suivant, vraisemblablement bien connu lorsque K est commutatif'!

THEOREME 2.5.2. — Soit K un anneau a division et soit M un K-espace vectoriel a
droite.

a) M possede une base.

b) Plus précisément, si L est une partie libre de M et G une partie génératrice de M
telles que L c G, il existe une base B de M telle que Lc Bc G.

c) Toutes les bases de M sont équipotentes.

Le cardinal commun des bases de M est appelé dimension de M ; on le note dimg M.

Démonstration. — Lassertion a) découle de b), appliquée a la partie libre L = & et la
partie génératrice G = M.

Démontrons donc b). Soit . I’ensemble des parties libres de G qui contiennent L,
ordonné par l'inclusion. Cet ensemble n’est pas vide (car L est un élément de .Z).
Soit (L;) une famille totalement ordonnée de parties libres de G et soit L la réunion
des L;. C’est une partie libre de M. Soit en effet une relation de dépendance linéaire
Y merL may, = 0 entre les éléments de L. Soit J 'ensemble des éléments m € L tels que
am # 0; c’est un ensemble fini. Par récurrence, il existe alors un indice i tel que J c L;.
Alors, ey may, = 0 est une relation de dépendance linéaire entre les éléments de la
partie libre L;; comme a,, = 0 pour tout m € J, cela entraine J = &; autrement dit,
a, =0 pour tout m € L et la partie L est libre. Par suite, .Z est inductif.

D’apres le théoréeme de Zorn, il possede un élément maximal B. Un tel élément est
une base de M en vertu de la proposition précédente.
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¢) Il résulte du lemme 2.5.3 ci-dessous que si M est engendré par n éléments, toute
famille de n + 1 éléments de M est liée. Par suite, si M posséde une base de cardinal n,
le cardinal de toute base est < n. Cela entraine I'assertion dans le cas ou M possede
une famille génératrice finie.

Si M posséde une libre infinie, ce méme lemme entraine que toute famille généra-
trice de M est infinie. La démonstration de I’équipotence des bases dans ce cas repose
sur 'axiome du choix. Plus précisément, si (u;);es et (v}) je; sont deux bases de M, il
existe d’apres le lemme 2.5.4 une injection de I dans J, ainsi qu'une injection de J
dans I. Il résulte alors du théoréeme de Cantor-Bernstein que I et J sont équipotents. [

LEMME 2.5.3. — Soit K un anneau a division et soit M un K-espace vectoriel a droite.
Soit (my, ..., my) une famille génératrice de M et (vy,...,v,) une famille libre dans M.
On a l'inégalité p < n.

Démonstration. — Démontrons ce résultat par récurrence sur n. Si n = 0, M est en-
gendré par une famille vide, donc M = 0 et la seule famille libre dans M est la famille
vide. Supposons le résultat vrai pour tout K-espace vectoriel engendré par n — 1 élé-
ments.

Il existe des éléments a;; € K tels que v; = } m;a;j. Si a,j = 0 pour tout j, les vec-
teurs v; appartiennent au sous-module N engendré par (m;,..., m,-1). On a donc
p < n-1,dou p < n. Sinon, il existe un indice j tel que a;; # 0. Quitte a permuter
les indices j, on peut supposer que j = 1.

Pour 1 < j < p, posons w; = vj — vpal‘ll aij (ay est inversible, car K est un anneau
a division). Un calcul immédiat montre que les w; appartiennent au sous-module N
de M engendré par vy,..., v,. Par ailleurs, la famille (w,..., w)) est libre : donnons-
nous une relation de dépendance linéaire } w;A; = 0. On obtient —v; (¥ a; 11 ajjhj) +
> vjAj =0, relation de dépendance linéaire non triviale s'il existe j tel que A; # 0. Par
récurrence, p—1< n—-1,dou p< n. O

Le résultat reste vrai en dimension infinie, sous la forme suivante.

LEMME 2.5.4. — Soit K un anneau a division, soit M un K -espace vectoriel. Soit (m;) je1
une famille génératrice de M et soit (v) je; une famille libre de M ; il existe alors une
injection de J dans I.

Démonstration. — Soit ® I’ensemble des couples (J/,¢), ou J' est une partie de J et
¢ une application de J' dans I tels que la famille (w;f)) jej définie par w;() = Myp(j) pour
je et w}p = vj pour j € J\J' soitlibre. Le couple (&, @) est un élément de ®. On munit
@ de I'ordre pour lequel (J7, 1) < (J,¢2) si J; < J; et @21y = ¢1. L est facile de voir que
® est inductif : si (J,, p4) est une famille totalement ordonnée d’éléments de @, soit J’
la réunion des J), et soit ¢ 1'application de J' dans I qui coincide avec ¢, sur J,. Elle
est bien définie. D’apres le théoreme de Zorn (théoréme A.2.1), ® posséde un élément
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maximal (J/, ). Montrons que J' = J. Dans le cas contraire, soit k un élément de J\ J'.

D’aprés le lemme d’échange appliqué a la famille (wf), il existe un élément i € I tel

que la famille (w;) définie par w; = w;‘.o sije), wp=u; et w;j = v;j sinon soit libre.

Posons J” = J' u {k} et soit ¢’ I'application de J” dans I telle que ¢'(k) = i et dont la
restriction a J' est égale a ¢. Les famille (w}) et (w;‘.g,) coincident, donc (J”,¢’) est un
élément de @ tel que (J', ) < (J',¢"), mais différent, ce qui contredit I'hypothése que
(J', ) est maximal.

Comme la famille (vy(j)) je; est libre, I'application ¢ est injective : c’est une injection
de J dans I, cqfd. O

LEMME 2.5.5 (Lemme d’échange). — Soit K un anneau a division, soit M un K-espace
vectoriel. Soit (u;)je; une partie génératrice de M et soit (v}) je; une partie libre de M.
Pour tout k € ], il existe un élément i € I tel que la famille (U})]’E] définie par vi. = u; et

v} = vj si j # k soit libre.

En d’autre termes, étant données une partie libre et une partie génératrice d'un es-
pace vectoriel, on peut remplacer tout élément de la partie libre par un élément de la
partie génératrice sans altérer son caractere libre.

Démonstration. — Posons J' = J\ {k}. Dire que I'élément i € I ne convient pas signi-
fie exactement que u; appartient au sous-espace vectoriel M’ engendré par la famille
(vj) jey. Silelemme est faux, tous les u; appartiennent a M, d’ott M' = M, puisque la fa-
mille (u;) ;s est génératrice. Mais alors vy appartient aussi a M’, d’ot1 I'existence d'une
relation de dépendance linéaire vx = }_jey vjAj, ce qui contredit 'hypothese que la
famille (v;) je; est libre. O

COROLLAIRE 2.5.6. — Soit A un anneau commutatif et soit M un A-module. Si M est
libre, toutes les bases de M ont méme cardinal.

Démonstration. — Soit m un idéal maximal de A; I’anneau quotient K = A/m est donc
un corps. soit mM le sous-module de M engendré par les produits am pour a € m
et m € M. Posons M = M/mM. C’est un A-module annulé par m car sia € m et m €
M, acl(m) = cl(am) = 0. On le considere donc comme un A/m-module, c’est-a-dire
comme un K-espace vectoriel.

Soit (e;) ;e une base de M. Montrons que (cl(e;)) est une base de M. Cette famille
engendre M comme A-module, donc comme A/m-module, car les e; engendrent M. Il
reste a montrer qu’elle est libre. Soit (a;) une famille presque nulle d’éléments de A telle
que )_cl(e;) cl(a;) = 0; autrement dit, ) e; a; appartient a mM. Ce module est engendré
par les produits e;a, pour a € m et i € I; il existe donc une famille (b;) d’éléments
de m telle que ) e;a; = ) e;b;. Comme la famille (e;) est libre, a; = b; pour tout i. En
particulier, a; € m, donc cl(a;) = 0 pour tout i € I. La relation de dépendance linéaire
considérée est donc triviale, ce qui démontre que la famille (cl(e;));es est libre. C’est
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une base du K-espace vectoriel M. On a donc card I = dim M, cardinal commun des
bases de M. O

THEOREME 2.5.7. — Soit K un anneau a division. Tout sous-espace vectoriel N d’'un
K-espace vectoriel M possede un supplémentaire P et l'on a

dim(N) + dim(P) = dim(M).

Démonstration. — Soit M un K-espace vectoriel et soit N un sous-espace vectoriel
de M. Soit #; une base de N. D’apres le théoréme 2.5.2, il existe une base % de M qui
contient #. La partie %, = #\ XA, de M estlibre et engendre un sous-espace vectoriel P
de M tel que N+ P = M. Soit m un élément de N n P. On peut donc écrire m comme
combinaison linéaire d’éléments de %, et de %,. En soustrayant ces deux relations,
on obtient une relation de dépendance linéaire entre les éléments de 4, non triviale
si m # 0, alors que Z est une partie libre. Donc Nn P = 0 et P est un supplémentaire
de N dans M.

La formule sur les dimensions résulte de ce que dim(N) est le cardinal de #;, dim(P)
celui de #4,, donc que dim(N) + dim(P) est le cardinal de la réunion (disjointe) %; U
PBo = B, ensemble dont le cardinal est dim(M). O

Jerésiste al’envie d’énoncer et démontrer tous les résultats classiques qui restent va-
lables avec les mémes démonstrations (formule de Grassmann, formule du rang, coin-
cidence en dimension finie des notions d’endomorphisme bijectif, injectif, surjectif,
injectif a droite, a gauche).

Exercices. — 27) a) Soit M un sous-Z-module de type fini de Q. Montrer que M est libre de
rang 0 ou 1. (Montrer par récurrence qu’il existe a € Q tel que M = Za.) En particulier, le Z-
module Q n’est pas de type fini.

b) Quelles sont les parties libres maximales de Q ?

¢) Le Z-module Q posséde-t-il des parties génératrices minimales ?

28) Soit K un corps, soit V un K-espace vectoriel de dimension infinie et soit A1’anneau des
endomorphismes de V. Montrer que le A-module a droite A? est isomorphe a A.

29) Soit A un anneau et soit ¢: A” — A" un homomorphisme de A-modules a droites libres.
Soit @ la matrice de ¢.

Soit f: A — B un homomorphisme d’anneaux. Soit f(®) la matrice dont les composantes
sont les images par f des composantes de .

a) Montrer que f(®) est la matrice d'un homomorphisme ¢y: B™ — B" de B-modules a
droite.

b) Si ¢ est un isomorphisme, montrer qu’il en est de méme de ¢q. (Introduire la matrice @'
de l'isomorphisme réciproque de @, puis la matrice f (®').)

¢) En déduire que si A est un anneau possédant un homomorphisme dans un corps K, le
A-module A™ n’est isomorphe au A-module A” que si m = n. Autrement dit, les cardinaux
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des d'un A-module libre de type fini sont égaux a un méme entier (qu'on appelle le rang du
module).
30) a) Soit K un anneau a division, soit V un K-espace vectoriel et soit W un sous-espace
vectoriel de V. Montrer que W est l'intersection des noyaux des formes linéaires nulles sur W.

b) Donner un exemple d’anneau A et de A-module M non nul tel que toute forme linéaire
sur M soit nulle.

¢) Donner un exemple d’anneau integre A, de A-module libre M, de sous-module N, tel que
N ne soit pas l'intersection des noyaux des formes linéaires nulles sur N.
31) Soit K un anneau a division, soit V;, V5, V3, V4 des K-espaces vectoriels, soit u: E; — E,
v: Es — Ey et w: E; — E4 des applications linéaires.

a) Pour qu'il existe une application linéaire f: E; — E,4 telle que f o u = w, il faut et il suffit
que ker(u) < ker(w).

b) Pour qu'’il existe une application linéaire g: E; — Es telle que vo g = w, il faut et il suffit
que im(w) cim(v).

c¢) Pour qu'il existe une application linéaire h: E; — Ej telle que vo ho u = w, il faut et il suffit
que ker(u) c ker(w) etim(w) c im(v).

§2.6. Localisation des modules (cas d’'un anneau commutatif)

Soit A un anneau commutatif et soit M un A-module. Soit S une partie multiplica-
tive de A. Nous allons construire, par un calcul de fractions similaire a celui qui nous
a permis de définir 'anneau localisé S~' A, un S~!' A-module S~' M ainsi qu'un homo-
morphisme de A-modules M — S~ M.

Soit sur 'ensemble M x S la relation

(m,s)~(n,t) < ilexiste ue Stelque u(tm—sn)=0.

On vérifie comme page 29 que c’est une relation d’équivalence, on note S™'M I'en-
semble des classes d’équivalence et m/s € S"'M la classe d’équivalence du couple
(m,s)e M x S.

On définit sur S~! M deux lois : tout d’abord, si m, n€ Mets, t€ S,

(m/s)+ (nlt)y=(tm+sn)/(st)
et,simeM,ae A settes,

(alt)(m/s)=(am)/(ts).

THEOREME 2.6.1. — Muni de ces lois, S~ M est un S~' A-module. Lapplication i: M —
S™1M telle que i(m) = (m/1) est un homomorphisme de A-modules, S~ M étant consi-
déré comme un A-module grdce a 'homomorphisme canonique d’'anneaux A— S~ A.

La démonstration est laissée en exercice. Les calculs sont semblables a ceux fait lors
de la localisation des anneaux.
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Remarque 2.6.2. — Rappelons quelques exemples de parties multiplicatives. Tout
d’abord, si s € A, la partie S = {1;s; s2;.. ) est multiplicative. La localisation est dans ce
cas notée avec un s en indice : My = S™' M est un A;-module. Si p est un idéal premier
de A, S = A\p est aussi une partie multiplicative. On note A, I'anneau localisé et M, le
Ay-module obtenu par calcul de fractions a partir d'un A-module M.

PROPOSITION 2.6.3. — Soit A un anneau, S une partie multiplicative de A. Soit
f: M — N un homomorphisme de A-modules. Il existe alors un unique homomor-
phisme de S~'A-modules f: ST'M — SN tel que pour tout m € M et tout s € S,
f(mls) = f(m)!s.

Autrement dit, le diagramme

ST'M——S§7IN
est commutatif.

Démonstration. — 1l faut vérifier que cette définition a un sens. Si m/s = n/t, soit u €
S tel que u(tm—sn) =0. Alors,
fm) wutf(m) flurm) f(usn) f(n)

’

S uts uts uts t

ce qui prouve que f est bien définie. Alors, si m, ne M, s, t€ S,on a

- m n, - tm+sn, f(tm+sn)

f(?+7)—f( > )= st
_tfm) sfn) _fm) f(n) _-m  ~n
==ty T T _f(s)+f(t)

et f est donc additive. Enfin,sime M, a€ A, sette S,ona

zcam, z.am, flam) af(m) _af(m) _azm
(t s)_f(st)_ st st t s _tf(s)
et f est A-linéaire. O

La localisation des modules donne lieu a une propriété universelle du méme genre
de celle établie pour les anneaux.

THEOREME 2.6.4. — Soit A un anneau, S une partie multiplicative de A, f: M — N
un homomorphisme de A-modules. On suppose que pour tout s € S, ’homomorphisme
Us: N — N, n— sn, est un isomorphisme. Alors, il existe un unique homomorphisme de
A-modules @: S™'M — N tel que f(m/1) = f (m) pour tout m € M.
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Démonstration. — En fait, si f: S'M — S~ N désigne ’homomorphisme fourni par
la proposition précédente et i: N — S~ N ’homomorphisme canonique, la propriété
voulue pour ¢ équivaut aI'égalité iop = f. Comme i est dans ce cas un isomorphisme,
onap=ilof. O

La localisation se comporte tres bien vis a vis des sous-modules; c’est la deuxiéme
occurence de ' exactitude de la localisation.

PROPOSITION 2.6.5. — Soit A un anneau, S une partie multiplicative de A. Soit M un
A-module et N un sous-module de M.

Alors, ’homomorphisme canonique S™'N — S™'M provenant de Uinjection N — M
est injectif et définit un isomorphisme de S™* N sur un sous-module de S~ M, noté encore
SIN.

De plus, on a un isomorphisme canonique

STIM/ISTIN=SY(M/IN).

Démonstration. — Soit n € N et s € S. Limage de n/s € S"'N dans S~ M est égale a
n/s mais ou n est vu comme un élément de M. Elle est nulle si et seulement s’il existe
t € S tel que tn = 0 dans M, mais aussi dans N! Par suite, cet homomorphisme est
injectif. C’est ainsi un isomorphisme de S™' M sur son image dans S™' M.

Considérons maintenant '’homomorphisme égal a la composition des homomor-
phismes canoniques

M—— "ML s MISTIN.
m—m/1

Par construction, un élément n a pour image 0, d’oli, par la propriété universelle
des modules quotients, un unique homomorphisme M/N — S~ 'M/S™'N par le-
quel cly(m) — clg-1y(m/1). Comme S agit par automorphisme sur le S~' A-module
S~1M/S™IN, on en déduit un unique homomorphisme ¢: STYMIN) - STIMISTIN
tel que (cly(m)/1) — clg-1(m/1).

Montrons que ¢ est un isomorphisme. Il est surjectif car cly(m)/s a pour image
clg-1y(m/s). Il estinjectif : si cly(m)/s a pour image 0, m/s € ST N. Il existe ainsi n € N
et € Stels que m/s=n/t. Soit alors u € S tel que u(tm - sn) =0. Il en résulte I'égalité

cly(m) B cly(utm) 3 cly(sun) 0 P
s  stu  stw)  stu

d’otu 'injectivité. O

PROPOSITION 2.6.6. — Soit A un anneau, S une partie multiplicative de A et soit M un
A-module. Notons i: M — S™'M I'homomorphisme canonique de A-modules.

Si N est un sous-S~' A-module de ST M, alors N = i~} () est un sous-A-module de
M tel que & = ST'N.
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Démonstration. — 1l est clair que ST INc A :simeN,onam/le.N,donc pour tout
seES, mliseN.

Réciproquement, soit x € 4. On peut écrire x = m/s avec m € M et s € S. Par suite,
sx = m/1 appartient a3 N et x = (sx)/s appartient 2 S!N. O

PROPOSITION 2.6.7. — Soit A un anneau, S une partie multiplicative de A. Soit M un
A-module et soit (N;) une famille de sous-modules de M. Alors, on a une égalité de sous-

modules de ST M :
ZS_INi = S_IZNZ’.
;

Démonstration. — Notons N = Y N;. Pour tout i, N; c N, d’ot1 une inclusion S~!N; c
S™IN. Par suite, ¥; ST'N; ¢ ST N. Réciproquement, soit n/s € S"'N. On peut écrire
n =) ;n;, ou pour tout i, n; € N;, la somme étant presque nulle. Alors, n/s =73 ;(n;/s)
appartient 2 Y S™'N; et 'autre inclusion est démontrée. O

Exercices. — 32) Soit A un anneau et M un A-module. Soit I un idéal de A. On suppose que
M, = 0 pour tout idéal maximal m contenant I. Montrer que M = IM.
33) Soit A un anneau commutatif, soit S une partie multiplicative de A.

a) Soit (my, ..., my) une famille génératrice de M ; montrer que la famille (m,/1,...,m;/1) est
génératrice dans le S~! A-module S™!N.

b) Soit (m, ..., my,) une partie libre de M; si S ne contient pas de diviseur de zéro, montrer
que la famille (m;/1,...,m,/1) dans S~ M est libre.

¢) On suppose que A est integre et que M est engendré par n éléments. Montrer que le car-
dinal d’une partie libre de M est inférieur ou égal a n. (Prendre pour S l'ensemble des éléments
non nulsde A.)

§2.7. Longueur

DEFINITION 2.7.1. — Soit A un anneau. On dit qu'un A-module a droite est simple s’il
n'est pas nul et si ses seuls sous-modules sont 0 et lui-méme.

Exemples2.7.2. —  a) Le module nul n’est pas simple.

b) Soit A un anneau et soit I un idéal a droite distinct de A. Pour que le A-module
A/T soit simple, il faut et il suffit que les seuls idéaux a droite de A qui contiennent [
soient I et A, autrement dit que I soit un idéal a droite maximal de A.

¢) Soit M un A-module simple et soit 7 un élément non nul de M. Lensemble mA
des multiples de M est un sous-module non nul de M; si M est simple, on a donc
mA=M.

Supposons de plus que A soit un anneau commutatif. Alors, M est isomorphe au A-
module A/I, ou [ est le noyau de 'homomorphisme de A dans M donné par a — am.
En particulier, I est un idéal maximal de A. Notons que c’est 'annulateur de I.
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d) Supposons que A soit un anneau a division; un A-module a droite simple n’est
autre qu'un A-espace vectoriel de dimension 1.

e) Soit A un anneau et I un idéal bilatere de A. Dans l'identification entre A-
modules annulés par I et (A/I)-modules, sous-A-modules et sous-(A/I)-modules se
correspondent. Par suite, un A-module annulé par I est simple si et seulement si il est
simple en tant que (A/I)-module.

f) Soit M un A-module et soit N un sous-module de M, distinct de M. Les sous-
modules de M/N sont en bijection avec les sous-modules de M contenant N. Par suite,
M/ N est un A-module simple si et seulement si NV est un sous-module maximal de M,
au sens ol les seuls sous-modules de M contenant N sont N et M.

PROPOSITION 2.7.3 (Lemme de Schur). — Soit A un anneau, soitu: M — N un homo-
morphisme non nul de A-modules. Si M est simple, u est injectif. Si N est simple, u est
surjectif. Si M et N sont tous deux simples, u est un isomorphisme.

En particulier, l'anneau des endomorphismes d'un A-module simple est un anneau a
division.

Démonstration. — Limage de u est un sous-module non nul de N; si N est simple,
im(u) = N et u est surjectif. Le noyau de u est un sous-module de M, distinct de M ; si
M est simple, ker(u) = 0 et u est injectif. Si M et N sont tous deux simples, u est bijectif,
donc un isomorphisme.

Soit M un A-module simple. Comme la bijection réciproque d'un endomorphisme
bijectif de M est un homomorphisme, il résulte de ce qui précede que tout élément non
nul de End 4(M) est inversible. Autrement dit, End 4(M) est un anneau a division. O

DEFINITION 2.7.4. — Soit A un anneau. La longueur d’'un A-module M est la borne
supérieure de l'ensemble des entiers n tels qu'il existe une suite My C M --- & M, stricte-
ment croissante de sous-A-modules de M. On la note € ,(M) ou ¢ (M).

Exemples 2.7.5. — a) Si M est un A-module simple, sa longueur est 1 puisque les
seules suites strictement croissantes de sous-modules de M sont 0, M (suites de lon-
gueur 0) et 0 € M (de longueur 1).

b) Réciproquement, un A-module de longueur 1 est simple. Tout sous-module N de
M qui est distinct de 0 et de M fournit en effet une suite 0 C N C M de longueur 2.

¢) Si Aestun anneau a division, I’expression « suite strictement croissante de sous-
modules » se traduit en «suite de sous-espaces vectoriels emboités ». A chaque fois,
la dimension augmente au moins de 1, et exactement de 1 si la suite est maximale.
Par suite, la longueur d’'un module sur un anneau a division est sa dimension en tant
qu’espace vectoriel.
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d) LanneauZn’est pas un Z-module de longueur finie puisque I'on a de suites stric-
tement croissantes arbitrairement longues d’idéaux de Z:

2"7.c2" 7 ... cZ.

e) Soit /unidéal bilatere de A; un A-module M annulé par I est aussi un A/ I-module
(’'homomorphisme A — End(M) passe au quotient par A/I) et ses sous-A-modules
sont ses sous-A/I-modules. Par suite, M a méme longueur (éventuellement infinie) en
tant que A-module qu’en tant que A/I-module.

f) Une suite My C --- C M,, est maximale si on ne peut I'étendre en une suite plus
longue en insérant un module entre deux éléments de la suite, de sorte a obtenir une
suite strictement croissante de sous-modules. Cela revient a dire que M, = 0, que
M;/M;_; est un A-module simple pour 1 < i < n et que M, = M. Si un A-module M
est de longueur finie, on peut étendre toute suite en une suite de longueur maximale.

LEMME 2.7.6. — Soit A un anneau, soit M un A-module a droite, soit M' = M" et N des
sous-modules de M tels que M'N"N=M"NNetM' + N=M"+N. Alors M' = M".

Démonstration. — Soit m un élément de M. Comme M"” « M" + N, il existe par hy-
pothese m' € M’ et n € N tel que m = m’ + n. Alors, n = m— m' € M" n N. Par suite,
ne M nN et m=m'+ n appartient a M'. Cela démontre que M" « M’, d’ou1 I'éga-
lité. =

PROPOSITION 2.7.7. — Soit A un anneau. Soit M un A-module et N un sous-module
de N. Si deux des modules M, N et M/ N sont de longueur finie, le troisieme l'est aussi et
on a l'égalité

CA(M) = € 4(N) + € 4(M/N).

Démonstration. — Si Ng C N1 € --- C N, et My/N C --- < M/ N sont des chaines de
sous-modules de N et M/ N respectivement,

NOgnggNangggMb

est une chaine de sous-modules de M de longueur a + b, d’ou, avec la convention ha-
bituelle co + n = +o00, 'inégalité ¢ (M) > ¢(N) + ¢(M/N). En particulier, si M est de lon-
gueur finie, N et M/N aussi.

Réciproquement, on suppose que N et M/N sont de longueur finie et on veut prou-
ver que M est de longueur finie égale a () + /(M/N). Soit donc My C M; € --- C M,
une chaine de sous-A-modules de M. Pour tout i, il résulte du lemme ci-dessus appli-
qué, avec M’ = M;, M" = M; 1, qu’au moins une des deux inclusions

MinNcM;.1NnN et Mij+NcM;.1+N

est stricte. Par conséquent, on construit des suites strictement croissantes de sous-
modules de N d'une part, et de M/N d’autre part, dont la somme des longueurs est au
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moins égale a a. En particulier, ¢(N)+¢(M/N) > a. Prenant ensuite la borne supérieure
sur a,ona ¢(N) + ¢(M/N) > ¢(M) etla proposition est démontrée. O

THEOREME 2.7.8 (Jordan-Ho6lder). — Soit A un anneau et soit M un A-module a
droite. Soit My C My C ...M, et Ny € Ny C ... Ny, des suites strictement croissantes
de sous-A-modules de M, maximales. Alors, on a m = n et il existe une permuta-
tion o de {1,...,n} telle que M;/ M;_y soit isomorphe a Ny(j)/ Ny(j)-1 pour tout entier
iedl,..., n}.

Autrement dit, si My C M; € ... M, est une suite maximale, strictement croissante,
de sous-modules de M, M est de longueur finie, égale a n et les modules simples
(M;/M;_;) (pour 1 < i < n) de sous-modules ne dépend pas de la suite strictement
croissante maximale choisie.

Démonstration. — Pour1 < i< net0< j< m,posons M; j=M;-1+M;NNj. C’estun
sous-module de M, compris entre M;_; et M;; ona M; o = M;_; et M; ;,, = M;. 1l existe
donc un plus petit entier o (i) € {1,..., m} tel que M; ;) = M;, autrement dit M;_; + M; N
Ny (i) = M; et MiN Ny(j)-1 < M;—;. C’est dailleurs 'unique entier j tel que M; ;j/M; j—1 #
0.

De méme, pour 1 < j < met0< i< n, posons Nj; =Nj_1+N;nM;, Pour tout j,
il existe un plus petit entier 7(j) € {1,..., n} tel que N; ; = N;; c’est 'unique entier i tel
que Nj,i/Nj,i—l #0.

D’apres le lemme de Zassenhaus ci-dessous, M; j/M; j—1 et Nj;/Nj ;-1 sont des A-
modules isomorphes. Par conséquent, 7(o(i)) =i et o(7(j)) = j pour tout i € {1,..., m}
ettout j €1{1,..., n}. Cela entraine que m = n, o est une permutation de {1, ..., n} et que
les A-modules M;/M;_; et Ny )/ Nyi)—1 sont isomorphes, d’ou le théoréme. O

LEMME 2.7.9 (Zassenhaus). — Soit M un A-module, soit N' = N et P' c P des sous-
modules. On a des isomorphismes de A-modules

N +(NnP) B NNnP ~P’+(Nr1P)

N +(NnP) (N'NnP)+(NnP) P+(NnP)

Démonstration. — Soit f 'application linéaire composée de l'injection j de Nn P
dans N’ + (N n P) et de la surjection canonique 7 de ce dernier sous-module sur son
quotient par N’ + (N n P’). Montrons que f est surjective. Considérons en effet un élé-
ment xde N'+(NNP) ; on peut écrire x = n;+ny,ou ng € N'etn,e NnP.Onan(n) =0,
donc 7 (x) = m(ny) = f(np) appartient a I'image de f. Soit maintenant x € NN P un élé-
ment du noyau de f. Par hypotheése, on peut écrire x = n;+ny, ou ny € N' et np € NnP'.
On a en particulier n, € P, donc n; = x — ny € P. Par suite, n; € N' N P et x appartient a
la somme des sous-modules N'n P et Nn P’ de Nn P. Inversement, ces sous-modules
sont contenus dans le noyau de f. On donc ker f = (N' n P) + (N n P’). Par passage au
quotient, f définit ainsi un isomorphisme du second des trois modules du lemme sur
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le premier. La symétrie des formules montre que le second et le troisieme module du
lemme sont isomorphes, cqfd. O

Remarque 2.7.10. —  a) Voyons comment la théorie de la longueur permet de re-
trouver les résultats concernant la dimension des espaces vectoriels. Soit K un an-
neau a division. Soit M un K-espace vectoriel simple. Soit x un élément non nul de M
comme xK est un sous-module non nul de M, on a xK = M. Par suite, x est une base
de M. Les K-modules simples sont les espaces vectoriels non nuls engendrés par un
seul élément.

Soit M un K-espace vectoriel. Supposons que M soit engendré par une famille finie
(x1,...,Xn). Supposons que cette famille soit minimale ; ¢’est donc une base de M. Po-
sons alors M; = vect(xy, ..., x;). On a ainsi défini une suite croissante My c M; c --- C
M, de sous-K-espaces vectoriels de M. L'égalité M; = M;_; signifie exactement que
Xx; € M;_1; comme la famille (x,..., x;) est minimale, cette suite est strictement crois-
sante. De plus, pour tout i, M;/M;_; est un espace vectoriel non nul et engendré par
un élément (la classe de x;) ; c’est donc un K-module simple. Du théoréme de Jordan-
Holder découlent alors deux résultats :

- (M) = n;
— toute famille génératrice minimale possede exactement n éléments.
Deux bases de M ont ainsi méme cardinal.

b) Soit encore K un anneau a division et soit M un K-espace vectoriel a droite
de dimension finie. Soit E = (ey,...,e,) et F = (fy,..., fn) des bases de M. Posons
M; = vect(ey,...,e;) et N; = vect(fy,..., f;), pour 0 < i < n. La démonstration du
théoréme de Jordan-Holder fournit une (unique) permutation o de {1,...,n} telle
que M;_1 + M; N Ngij)-1 = M1 et M;—1 + M; N Ny = M;, pour tout i € {1,...,n}.
Pour tout i, soit x; un vecteur appartenant a M; N Ny(;) mais pas a M;_;. On a
vect(xy,...,X;) = M; pour tout i; par suite, X = (xi,...,X,) est une base de M et il
existe une matrice B triangulaire supérieure telle que X = EB;. Posons T = ™. De

meéme, on a vect(x;(,...,Xr(;)) = N; pour tout i. Par suite, il existe une matrice B,
triangulaire supérieure telle que (x;(),..., Xr(n)) = FB,. Si P; est la matrice de permu-
tation associée a 7, on a de plus (x;(), ..., X;(n)) = (x1,..., X,) P;. Par suite, FB, = EB, P,

d'ou F = EB P;B, !, La matrice de passage de la base E a la base F est donc produit
d’'une matrice triangulaire supérieure, d'une matrice de permutation et d'une matrice
triangulaire supérieure.

Dans GL(n, K), notons B le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures et
W le sous-groupe des matrices de permutation. Nous avons démontré que 'on a
GL(n,K) = BWB: c’est ce qu'on appelle la décomposition de Bruhat.
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PROPOSITION 2.7.11. — Soit A un anneau commutatif, S une partie multiplicative de
Aet soit M un A-module de longueur finie. Alors, S™' M est un S™! A-module de longueur
finie inférieure ou égale a € ,(M).

Démonstration. — En effet, soit N= S~' M et soit Ny C N; C --- C N, une suite stricte-
ment croissante de sous-modules de N. Posons M; = N; n M (image réciproque de N;
dans M par 'homomorphisme canonique M — S~!M). Ona M, c --- < M,, et comme
S™'M; = N; pour tout i (voir la proposition 2.6.6), les inclusions sont strictes. Ainsi,
¢ 4(M) > n. En passant a la borne supérieure, on a donc £4(M) > €41 ,(S™ M). O

Exercices. — 34) Le but de I'exercice est de déterminer tous les sous-Z-modules de Q.

Si a € Q est non nul, on pose vy(a) I'exposant de p dans la décomposition de a en facteurs
premiers. On pose vy (0) = +o0. Soit V =[], premier(Z U {—00, +oo}) et v: Q — V défini par v(a) =
(vp(@)) p. On munit V de 'ordre produit : pour deux familles (ay), et (by), de V, on dit que
(ap) < (bp) si pour tout nombre premier p, a, < by.

a) Si x et y sont deux éléments de Q tels que xZ < yZ, montrer que v(y) < v(x).

b) Montrer que toute partie de V admet une borne inférieure et une borne supérieure.

¢) Soit M un sous-Z-module de Q qui est de type fini. Montrer qu’il existe a € Q tel que
M = aZ.

Montrer que v(a) ne dépend pas du choix du générateur a de M choisi. On le note v(M).
Montrer alors que

M={x€Q; v(x) = v(M)}.

d) Si M est un sous-Z-module de Q, on pose
v(M) = inf v(x).
xeQ

Réciproquement, si w € V, on définit
My ={xeQ; v(x) > w}.

Montrer que M,, est nul si et seulement si l'une des deux conditions ci-dessous est satisfaite :

(i) il existe p tel que wy, = +o0;

(ii) I'ensemble des p tels que wy, > 0 est infini.

e) Montrer que les applications M — v(M) et w — M,, définissent deux bijections réci-
proques entre 'ensemble des sous-Z-modules non nuls de Q et la partie V° ¢ V formée des
w € V qui ne vérifient aucune des deux conditions (i) et (ii) ci-dessus.

) Si we V0, montrer que M,, est de type fini si et seulement si

(i) pour tout p, wp # —00;
(ii) I'ensemble des p tels que w), <0 est fini.

Montrer qu’alors tout sous-module de M, est aussi de type fini.

g) Si w € VO, montrer que M, contient Z si et seulement si pour tout p, wp < 0. Montrer
qu’alors, M,,/Z est artinien si et seulement si 'ensemble des p tels que w), <0 est fini.

h) Si w € V? est tel que M,, contient Z, montrer que M,,/Z est de longueur finie si et seule-
ment si
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(i) pour tout p, Wy # —00;
(ii) I'ensemble des p tels que w), <0 est fini.

35) Soit M un A-module de longueur finie et soit # un endomorphisme de M.
a) Montrer qu'il existe un plus petit entier n tel que ker(u") = ker(u”) pour tout p > n.
b) Montrer que 7 est le plus petit entier tel que im(u") = im(u”) pour tout p > n.
¢) Montrer que ker(u") et im(u™) sont supplémentaires dans M.
d) Les conditions 1) u est bijectif; 2) u est injectif; 3) u est surjectif; sont équivalentes.

36) Soit M un A-module, soit (Sy,...,S,) une famille de sous-modules simples de M telle que
M=) 8§;.

a) Soit N un sous-module de M. Soit J une partie maximale de {1,..., n} telle que N etles S,
pour j € ], soient en somme directe. Montrer qu’alors, M = N& (69 jes S j).

b) Montrer qu'il existe J < {1,..., n} tel que M soit isomorphe au module & j; S;.

¢) Montrer que tout sous-module de M possede un supplémentaire.

37) Soit Aun anneau, soit / un idéal a droite de A.

a) Montrer que I'ensemble B des a € Atels que al I est un sous-anneau de A dont [ est un
idéal bilatere.

b) Définir un isomorphisme de I'anneau des endomorphismes du A-module a droite A/I sur
I'anneau B/I.

¢) Si I est un idéal a droite maximal, montrer que B/I est un anneau a division.

38) Soit K un corps commutatif.

a) Pour tout polynéme non nul P € K[X], montrer que la longueur de K[X]/(P) est égal au
nombre de facteurs irréductibles de P, comptés avec multiplicité.

b) Si K est algébriquement clos, la longueur d'un K[Xj,...,X;] module coincide avec sa di-
mension comme K-espace vectoriel. (Utiliser le théoréme des zéros de Hilbert.)

39) Démontrer I'existence et 'unicité de la décomposition d'un entier en facteurs premiers
en appliquant le théoréme de Jordan-Hélder au module Z/nZ, ol n est un entier strictement
positif.

40) Soit Aun anneau et soit M un A-module (a droite) de type fini, non nul.

a) Montrer que ’ensemble des sous-modules de M qui sont distincts de M est inductif.

b) Montrer que pour tout sous-module N de M tel que N # M, il existe un sous-module P
de M tel que N c P c M et tel que M/ P soit un A-module simple.

c) Supposons que A posseéde un unique idéal maximal (a droite) I. Montrer que Hom 4 (M, A/I) #
0.

d) Posons A=Z et M = Q. Montrer qu’il n’existe pas de sous-module P c M tel que M/ P soit
simple.

§2.8. Opérations élémentaires sur les matrices

2.8.1. Matrices élémentaires. — Soit A un anneau. Le groupe GL,(A) des matrices in-
versibles nx n a coefficients dans A contient un certain nombre d’éléments importants.
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On note (e; ;) la base canonique de Mat,(A) ; ¢; j est la matrice dont tous les coeffi-
cients sont nuls sauf celui de la ligne i et de la colonne j qui vaut 1. Pour i, j € {1,..., n},
[ # j,eta€ A onpose Ejj(a) = I, + ae; j, ou I, est la matrice identité. On a la relation

Eij(a)E,-j(b) = E,-j(a+ b)

qui, jointe a I'identité évidente E;;(0) = I, entraine que les matrices E;;(a) sont in-
versibles. On note E, (A) le sous-groupe de GL,(A) engendré par ces matrices, dites
élémentaires.

Si o € G, on note P, la matrice attachée a o ; c’est celle de 'application canonique
qui applique le i-ieme vecteur de base sur le o (i)-iéme. Autrement dit, si Py = (p; ;), on
ap;j=1sii=o0(j)etp;;=0sinon. Ona P,; = P, P; et Pq = I,,. Lapplication o — P,
est un isomorphisme du groupe &, sur un sous-groupe de GL,(A) que 'on note W.

Pour1 < i< netac A onnote enfin D;(a) la matrice diagonale I, + (a—1)e; ; dont
les coefficients diagonaux sont tous égaux a 1 sauf celui de la ligne i et de la colonne i
qui vaut a. On a D;(a)D;(b) = D;(ab) et D;(1) = I,,; si a € A*, alors D;(a) appartient a
GL,(A).

On note GE, (A) le sous-groupe de GL,(A) engendré par les matrices élémentaires
E; j(a), pour a € A, les matrices de permutation P, et les matrices D;(a), pour a € A*.

2.8.2. Opérations élémentaires. — Soit M une matrice a n lignes et p colonnes a coef-
ficients dans A.

La multiplication a droite de M par les matrices élémentaires (de Mat),(A)) corres-
pond aux manipulations classiques sur les colonnes de M. La matrice M E; j(a) est ob-
tenue en ajoutant la i-iéme colonne de M fois a a sa j-ieme colonne (opération qu'on
symbolise par C; — C; + C;a). La matrice M P, est obtenue en permutant les colonnes
de M :la i-ieme colonne de M est placée en o(i); la j-ieme colonne de MP, est la
o~ 1(j)-ieme de M. La matrice MD;(a) est obtenue en multipliant la i-ieme colonne
de M par a (soit encore C; — C;a).

La multiplication a gauche de M par les matrices élémentaires (de Mat, (A)) corres-
pond, quant a elle, aux opérations classiques sur les lignes de M. La matrice E; j(a)M
est obtenue en ajoutant a fois la j-ieme ligne de A a sa i-iéme ligne (on note L; —
L;+alLj);la i-ieme ligne de M est la ligne d’indice o (i) de la matrice P, M ; les lignes
de D;(a)M sont celles de M saufla ligne d’'indice i qui est multipliée par i (c’est-a-dire
Li — (lLi).

THEOREME 2.8.3. — Soit A un anneau euclidien et soit M € Maty, ,(A). I existe une
matrice P € By (a), une matrice Q € E,(A) et une matrice D € Maty, ,(A) «diagonale »
(dij =0 pouri # j) et telle d;; divise di1,;+1 pour tout i tel que 1 < i < min(n, p) telles
quel'on ait M = PDQ. En outre, si M = P'D'Q’ est une autre décomposition, il existe pour
tout entier i tel que 1 < i < min(n, p) un élément inversible u; € A tel que d;i =d;;u;.
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Démonstration. — Notons 6 la jauge de A. Démontrons I'existence d'une telle décom-
position par récurrence sur max(n, p), puis par récurrence sur le minimum des jauges
des coefficients non nuls de A.

Les matrices 2 x 2 suivantes se déduisent 'une de 'autre par opérations élémen-

taires :
1 0) 1 1 0 1 0 1
0o 1) 0 1) -1 1) -1 0)°

Il existe donc un élément de E,(Z) qui applique le échange les deux axes de Z2. Fai-
sant les mémes opérations élémentaires sur les lignes et colonnes d’indices i et j, il en
résulte qu'il existe, pour toute transposition (i, j), un élément de E, (A) qui échange,
au signe pres, le i-iéme et le j-ieme vecteurs de base. Soit maintenant (i, j) les coor-
données d’'un coefficient non nul de M de jauge minimale ; d’apres ce qui précede, on
peut effectuer des opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes de M de sorte
a placer ce coefficient (au signe pres) en coordonnées (1,1).

Soit alors m; = my g+ mi . ladivision euclidienne de m par my;. Lopération sur
les colonnes Cy — Cy — C; gi transforme la matrice M en la matrice M’ = ME; ,(—qy)
dont le coefficient my; est devenu my,. Si m;, # 0, §(m;,) <0 et on conclut par ré-
currence car le minimum des jauges des éléments non nuls de M’ est inférieur a celui
de M. Cela permet de supposer que seul le premier coefficient de la premiere ligne est
non nul. En faisant 'opération analogue sur les lignes, on conclut de méme par récur-
rence, ou on se ramene au cas ou seul le premier coefficient de la premiere colonne
n’est pas nul.

S’il existe un coefficient de coordonnées (i, j), avec i > 1 et j > 1, qui n’est pas mul-
tiple de m;;, ajoutons a la premiere ligne la ligne i (ce qui revient a multiplier a gauche
par la matrice Ej;(1)), ce qui transforme la premiere ligne en (my1, mj,..., m; p). En
soustrayant de la colonne j la premiere multipliée par g, ot m;; = my;1q + r est une
division euclidienne, on obtient une matrice dont1’élément (1, j) est égal a r, n’est pas
nul par hypothese, donc est de jauge < 6 (7). On conclut donc par récurrence.

Apreés ces premiéres manipulations, on a transformé la matrice M est une matrice
P, MQ,, de la forme

mii 0 . 0
0

mnM’
0

ol M’ est une matrice de Mat;,_1,,-1(A). Par récurrence, il existe des matrices P e
E,-1(4), Q' € E,_1(A) et D' € Mat,_1 ,-1(A), diagonale dont chaque coefficient divise
le suivant, telles que M’ = P'D’'Q’. Définissons alors des matrices par blocs

1 0 1 O 1 0
P:(o P’)’ D:m“(o D’)’ Q:(o Q’)'
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On a P;MQ; = PDQ, donc M = (P;)"'PDQ(Q;)~!, d’ot1 I'existence d’'une décomposi-
tion.

L'assertion d’unicité sera démontrée au paragraphe suivant, car elle se généralise au
cas des anneaux principaux. O

COROLLAIRE 2.8.4. — Si A est un anneau euclidien, on a SL,,(A) = E,,(A) et GL,(A) =
GE,,(4).

Démonstration. — Soit M € GL,;,(A) ; soit M = PDQ une décomposition, avec P et Q €
E, (A) et D diagonale. Les coefficients diagonaux de D sont inversibles.

Soit A et p des éléments inversibles de A. Observons alors que les matrices suivantes
se déduisent I'une de 'autre par une opération élémentaire :

I S e A R A A
0 u) \0 w)'\-Ap pw)'\-Aup pu)'\O 1 )’\o 1)

Cela démontre qu'’il existe des matrices U et V € E,(A) telles que

U(’1 #)v:(lu 1),

Par récurrence, il existe, pour toute famille (a,..., a,) d’éléments inversibles de A, des
matrices U et V € E,;(A) telles que

a) aray...ay

ay 1

Il existe par conséquent des matrices P’ et Q' € E;,(A) telles que M = P’ diag(det(M), 1,...,1)Q’.
Cela démontre que GL;(A) = GE,(A).

Si de plus M € SL;(A), on voit que M € E;(A), ot 'inclusion SL, (A) c E,(A), puis
I’égalité puisque I'autre inclusion est évidente. O

2.8.5. Matrices a coefficients dans un anneau principal. — Dans la fin de ce para-
graphe, le but est d’étendre le théoreme 2.8.3 au cas d'un anneau principal A quel-
conque. Cependant, les opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes ne suf-
fisent plus et il faut faire intervenir, au lieu du groupe E; (A4), tout le groupe SL,(A).

LEMME 2.8.6. — Soit A un anneau principal, soit a et b des éléments de A non tous
deux nuls. Notons d un pged de (a, b) ; soit u et ve Atels qued = au+ bv. Soitr et se A
tels que a= dr et b= ds. La matrice (' V) est appartient aSLy(A) et l'on a

00 -0 )
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Démonstration. — Onad=au+bv=d(ur+vs). Comme d #0, il enrésulte ur+vs =
1 ce qui démontre que (_”S ’;) € SL,(A). La seconde assertion est immédiate. O]
THEOREME 2.8.7. — Soit A un anneau principal et soit M € Mat,, ,,(A). Il existe une

matrice P € SLy(a), une matrice Q € SL,(A) et une matrice D € Maty, ,(A) «diagonale »
(dij =0 pouri # j) et telle d;; divise dj1,i+1 pour tout i tel que 1 < i <min(n, p) telles
quel'on ait M = PDQ. En outre, si M = P'D'Q’ est une autre décomposition, il existe pour
tout entier i tel que 1 < i < min(n, p) un élément inversible u; € A tel que d;i =d;;u;.

Démonstration. — La démonstration est analogue a celle du cas euclidien et nous
n'indiquerons que les modifications a y apporter. Pour a € A, a # 0, notons ¢(a) et ap-
pelons taille de a, lalongueur de A/(a), c’est-a-dire le nombre de facteurs irréductibles
de a; Raisonnons maintenant par récurrence sur max(n, p) puis sur la taille minimale
d’un coefficient non nul de M.

On se rameéne comme précédemment au cas ol11’élément m;; est de taille minimale.
Si tous les coefficients de la premiere colonne sont multiples de m,;, on se rameéne, par
des opérations élémentaires sur les lignes, au cas ot seul le premier coefficient de cette
premiere colonne n’est pas nul. Sinon, il existe une matrice P; € SL, (A) de la forme

u 0 ... v O
0 1 0
- r

1

telle que le coefficient (1,1) de P; M soit le pged de m;; et m ;, ou i est choisi de sorte
que my,; n'est pas multiple de m,;. Par récurrence, il existe P et Q € SL,(A) telles que
PP, MQ soit diagonale, chaque coefficient diagonal divisant le suivant.

Par multiplication a droite par des matrices analogues, on se ramene aussi au cas
ol seul le premier coefficient de la premiere ligne n’est pas nul, la matrice M étant
finalement de la forme

my 0O ... 0
0 M

0
avec M’ € Mat,_, p-1(A). Le méme argument que dans le cas euclidien montre que I'on
peut supposer que tous les coefficients de M’ sont multiples de m;;. On conclut alors
de la méme facgon, en appliquant I'hypothese de récurrence, la matrice M’ étant de

taille plus petite.
Quant al’assertion d’unicité, elle résulte de la proposition suivante, plus précise. [
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PROPOSITION 2.8.8. — Soit P € GL,(A), Q € GL,(A) et soit D € Maty, ,(A) une matrice
diagonale dont les coefficients diagonaux d; vérifient la relation de divisibilité d;|d;.,
pour 1 < i <min(n, p). Posons M = PDQ.

Pour tout entier k tel que 1 < k < min(n, p), l'idéal engendré par les mineurs de
taille k de la matrice M est l'idéal (d; ... d}).

Démonstration. — Si M € Matj, ,(A) est une matrice a n lignes et p colonnes, notons
J(M) I'idéal de A engendré par les mineurs k x k extraits de A.

Lorsqu’on multiplie une matrice M a droite par une matrice Q, les colonnes de la
nouvelle matrice M’ = MQ sont des combinaisons linéaires des colonnes de M. Par
multilinéarité du déterminant, chaque mineur d’ordre k de M’ est combinaison li-
néaire des mineurs d’ordre k de M, d’ou 'inclusion .#;.(MQ) < .%;.(M). De méme, lors-
qu’on multiplie une matrice M a gauche par une matrice Q, les lignes de la nouvelle
matrice PM sont des combinaisons linéaires des lignes de M et 'on a une inclusion
I (PM) c i (M).

En combinant ces inclusions, on voit donc que . (PMQ) < .#(M) lorsque
P € Mat,(A) et Q € Mat,(A). Supposons de plus que P et Q soient inversibles :
alors M = P~1(PMQ)Q !, d’ol1 .#(M) c .#;.(PMQ). On a donc I'égalité de ces idéaux.

Revenons aux notations de la proposition, on a donc démontré que % (M) = .#;(D)
et il reste a calculer ce dernier idéal. Si I c {1,...,n} et J c {1,..., p} sont des parties de
cardinal k, la matrice extraite D;; a pour déterminant 0 si [ # J et [[;¢c;d; si I = J. Ces
produits sont tous multiples de d ... d, et 'on a égalité pour I = J = {1,..., k}, si bien
que % (D) = (d, ...dy). La proposition est donc démontrée. O

De maniere équivalente, soit A; un générateur de I'idéal engendré par les mineurs
d’ordre k de M. On a (Ag) = (d; ... dy). Autrement dit, Ax_; divise Ay et dj est égal a
Ar/Ag-1, aun élément inversible pres.

Exercices. — 41) a) Montrer que le matrice de la transposition de {1,2} appartient au sous-
groupe de GL,(Z) engendré par les matrices élémentaires et les matrices D;(—1).

b) Appartient-elle au sous-groupe engendré par les matrices élémentaires ?

¢) En déduire que le sous-groupe W de GL,(Z) est contenu dans le sous-groupe engendré
par les matrices élémentaires E; (1) et les matrices D;(-1).

42) Soit N un entier naturel.
a) Montrer que le groupe SL,,(Z/ NZ) est engendré par les matrices élémentaires.
b) Montrer que '’homomorphisme canonique SL;,(Z) — SL,(Z/ NZ) est surjectif.
¢) Chomomorphisme GL;(Z) — GL,(Z/ NZ) est-il surjectif?

43) Soit A un anneau euclidien et soit K son corps des fractions.

a) Soit u = (ay,...,a,) € A". Montrer qu'’il existe une matrice M € E;(A) telle que Mu soit de
la forme (a,0,...,0), ou a € Aest un générateur de I'idéal (ay, ..., ay).

b) Montrer que le groupe E,, (A) opeére transitivement sur I’ensemble des droites de K".
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44) Soit u € Z" un vecteur dont les coordonnées sont premieres entre elles. Montrer par récur-
rence sur le plus petit coefficient non nul de u# qu'’il existe une matrice M € SL,(Z) de premieére
colonne u.

45) Soit A un anneau commutatif.

a) Montrer que le groupe GE;,(A) est produit semi-direct du sous-groupe distingué E; (A) et
du sous-groupe formé des matrices D, (a), pour a € A*.

b) Méme question en remplagant GE,, par GL,, et E;, par SL,,.

46) Soit K un anneau a division.

a) Montrer que 'on a GL, (K) = GE, (K).

Soit D le groupe abélien K*/[K™, K], quotient de K™ par le sous-groupe engendré par les
commutateurs. Notons n: K* — D l'application canonique.

b) Montrer qu'il existe un unique homomorphisme de groupes § de GE,,(K) dans D qui ap-
plique E; j(a) sur 7(1) pour tous i, j € {1,..., n} et a € Aet qui applique D;(a) sur 7(a) pour tous
iel{l,...,nletac A*.

¢) Lorsque K est commutatif, D = K*. Montrer alors que ’homomorphisme : GL,(K) — K*
n'est autre que le déterminant. Dans le cas général, on I'appelle le déterminant non commutatif.

47) Soit A un anneau principal et soit K son corps des fractions.

a) Soit u = (ay,...,a,) € A". Montrer qu'’il existe une matrice M € SL,,(A) telle que Mu soit de
la forme (a,0,...,0), ou a € Aest un générateur de I'idéal (ay, ..., ay).

b) Montrer que le groupe SL,,(A) opére transitivement sur I’ensemble des droites de K".

¢) Soit D; et D, les droites de Q2 de vecteurs directeurs (1,2) et (2,1). Montrer qu’il n’existe
pas de matrice M € GL,(Z) telle que M(D;) et M(D») soient les deux axes de coordonnées.

d) 1l n’existe pas de matrice M € GLy(k[X, Y]) qui applique la droite de vecteur directeur
(X, Y) sur celle de vecteur directeur (1,0).

48) Soit M une matrice a n lignes et p colonnes (p < n) dont les coefficients sont dans un
anneau principal A.

Montrer qu’on peut compléter M en une matrice P € GL(n, A) si et seulement si le pgcd des
mineurs d’ordre p de Aest égalal.

49) Soit A un anneau principal, K son corps des fractions.

a) Soit x un élément non nul de K”. Montrer qu'il existe une matrice de GL,(A) dont la
colonne est proportionnelle a x.

b) Démontrer que toute matrice carrée d’ordre n a coefficients dans K est produit d'une
matrice de GL, (A) et d'une matrice triangulaire de M, (K). (Raisonner par récurrence.)

¢) Application numérique : A=Z et

/72 1 -1/4
M=]2/5 2 2/3
3/4 1/7 -1
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§2.9. Modules de type fini sur un anneau principal

PROPOSITION 2.9.1. — Soit A un anneau principal, soit M un A-module libre de rang n
et soit N un sous-module de M. Alors, N est un A-module libre de rang < n.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que tout sous-module N de A" est libre; dé-
montrons ceci par récurrence sur n. Si n =0, on a N = 0, qui est un module libre de
rang0.Si n =1, N estunidéal de A. Si N =0, N est libre. Comme A est un anneau prin-
cipal, il existe sinon un élément non nul d € A tel que N = dA. Comme A est integre,
I'application a — da est un isomorphisme de A sur N, ce qui démontre que N est libre
derang 1.

Soit maintenant »n un entier tel que n > 2 et supposons que tout sous-module de A’,
pour r < n, soit libre. Soit N un sous-module de A”. Notons f: A” — Alaforme linéaire
(a,...,a,) — ay; son noyau est le sous-module M, = A" 1 x {0} de A". Par récurrence
(ou bien parce que Aest principal), I'idéal N; = f (V) de Aestlibre de rang < 1. Le sous-
module Ny = Nn My de M, est isomorphe & un sous-module de A" ! ; par récurrence,
il est libre de rang < n—1. On conclut a I'aide de la proposition 2.4.5. O

Le théoréme suivant est plus précis : il fournit une base d'un module libre sur un
anneau principal adaptée a un sous-module donné.

THEOREME 2.9.2 (Théoréme de la base adaptée). — Soit A un anneau principal, soit
M un A-module libre de rang n et soit N un sous-module de M. Il existe une base
(e1,...,en) de M, un entier r tel que 0 < r < n et des éléments d,,...,d, de A tels que d;
divise di+1 pour1 < i <r telsque (dye,...,dre;) soit une base de N.

En outre, Uentier r et les idéaux (d;) ne dépendent que de N et pas de la base (ey, ..., e,).

Démonstration. — On peut supposer que M = A”. D’apres la proposition précédente,
le sous-module N est libre de rang p < n. C’est donc 'image d’'un homomorphisme
AP — A" que I'on peut étendre (en appliquant les vecteurs de base supplémentaires
sur 0) en un homomorphisme A" — A" d'image N. Notons U € Mat,(A) la matrice de
cet homomorphisme.

Il existe, en vertu du théoreme 2.8.7 des matrices P € GL,(A) et Q € GL,(A) et une
matrice diagonale D € Mat,(A) dont chacun des coefficients dy, ..., d,, divise le suivant
telles que U = PDQ. Comme d; divise d;.1, d;j+1 = 0 si d; = 0; il existe donc un plus
grand entier r tel que d, # 0.

Soit (g4, ...,€,) 'image de la base canonique par Q et posons e; = Pe; pour tout i. La
famille (ey,..., e,) est 'image de la base canonique de A" par la matrice PQ € GL,(A);
c’est donc une base de A”. En outre, I'image du i-ieme vecteur de la base canonique
de A" par U est égale a Qd;¢; = d;e;. Autrement dit, on a trouvé une base (ey,..., ey)
de A" et des éléments d,...,d, tels que d; divise d;+; pour 1 < i < r et tels que
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(dyey,...,dre;) engendre N. Comme d; # 0 pour i < r, cette famille est libre ; c’est donc
une base de N.

Considérons (¢y,...,€,) une base de A", 61,...,0, des éléments de A tels que §; di-
vise ;41 pour 1 < i < p et (6:1€1,...,0,€p) soit une base de N. On a déja p = r car
deux bases d'un module libre de rang fini sur un anneau commutatif ont méme cardi-
nal. La matrice de I'injection de N dans A" dans les bases (e, ..., e;) et (ey,..., e,) est
égale a D = diag(d,,...,d,); elle est aussi égale a2 P~ AQ ot1 P est la matrice de la base
(€1,...,€,) dans la base (ey,..., e;), Q la matrice de la base (6,€1,...,0,€,) dans la base
(dyey,...,dree) et A la matrice diagonale diag(dy,...,6,). Lassertion d’'unicité résulte
alors de celle du théoreme 2.8.7. O

COROLLAIRE 2.9.3. — Soit A un anneau principal et soit M un A-module de type fini.
Il existe un entier n et des éléments d,, ..., d, de A, non inversibles, tels que d; divise d;,
pour1 < i< n de sorte que M soit isomorphe a la somme directe @}_, Al (d;).

S’il existe un isomorphisme M = EB;’;I Al(6;),ott61,...,0,, sontdes éléments de A non
inversibles tels que §; divise 6+, pour1 < i < m, alors m=netl'ona (6;) = (d;) pour
touti.

Démonstration. — Soit (my, ..., m;) une famille génératrice de M et soit f: A" - M
I'unique homomorphisme qui applique le i-ieme vecteur de la base canonique de A"
sur m;. Il est surjectif. Soit N le noyau de f ; 'homomorphisme f induit, par passage
au quotient, un isomorphisme de A"/ N sur M.

Soit (ey,...,e,) une base de M, dj, ..., d, des éléments de A tels que (dyey,...,dyep)
soit une base de N et tels que d; divise d;;; pour 1 < i < p. Posons d; =0 pour i > p; si
d; ) estinversible, d; 'est aussi. L'application ¢ de A" dans M qui, a (a;,..., a,) associe
a,e, +---+ ayey, est surjective, car (ey,..., e,) est une base de A”. On a ¢(ay,...,a,) =0
si et seulement si d; divise a; pour tout i. Par passage au quotient, il en résulte un
isomorphisme de @;_, A/(d;) sur M.

Comme d; divise d;.1, d; estinversible si d;; |'est. Il existe donc un plus petit entier
r tel que d, ne soit pas inversible, A/(d;) =0 si i < r et 'on a un isomorphisme M =
EB?:r Al (d;), d’ ot 'assertion d’existence.

L'assertion d’'unicité peut étre déduite du résultat analogue sur les matrices; c’est
ce que nous ferons au paragraphe sur les idéaux de Fitting. En voici une autre pour
I'instant.

Supposons donc donné un isomorphisme M = EB;;IA/(di), ou d,...,d, sont des
éléments non inversibles de A tels que d; divise d;,; pour 1 < i < n. Appliquons le
lemme suivant avec a = p”* et b = p, ol p est un élément irréductible arbitraire de A.
On obtient que p"~' M/ p"*M est isomorphe 4 une somme directe de modules A/ (p), en
nombre égal au nombre d’indices i tels que p” divise d;. Comme d; divise d;,; pour
1 < i < n, on voit que p" divise d; si et seulement si dim(p”‘lM/p”M) >n+1-1i.



100 CHAPITRE 2. MODULES

Cela détermine les facteurs irréductibles des d;, ainsi que leurs exposants, et donc les
idéaux (d;). O

LEMME 2.9.4. — Soit A un anneau principal, soit d un élément de A et soit p un
élément irréductible de A. Posons M = Al/(d) et posons, pour tout entier n > 1,
M, = p" M/ p"M. Alors, le A-module M, est de maniére canonique un Al (p)-espace
vectoriel dont la dimension vaut 1 si p" divise d et zéro sinon.

Démonstration. — Le module M,, est annulé par la multiplication par p; ’homomor-
phisme d’anneaux canonique A — End(M,,) se factorise donc par un homomorphisme
d’anneaux de A/(p) dans End(M,), d’ou une structure de (A/p)-espace vectoriel
sur My, car A/(p) est un corps.

Soit v la borne supérieure des entiers n tels que p” divise d. La bijection entre
sous-modules de A/(d) et sous-modules de A contenant (d) applique p"* M sur I'idéal
(p", d) = (p™nU2Y)) On a alors des isomorphismes (« canoniques »)

pmin(n—l,v)A/ dA pmin(n—l,v)A
pmin(n,v)A/dA = pmin(n,v)A :

M, =p" 'M/p"M =

Par conséquent, M,, = 0 si et seulement si min(7n,v) = min(n — 1,v), c’est-a-dire si et
seulement v < n—1, ce qui revient a dire que p” ne divise pas d. Dans le cas contraire,
min(n,v) =n, min(n—-1,v)=n-1et

M, = p" 1AIp" A= AlpA.
O

DEFINITION 2.9.5. — Soit A un anneau principal et soit M un A-module de type fini.
Soit M = EB?ZI Al(d;) une décomposition de M, ot les d; sont des éléments non inver-
sibles de A tels que d; divise di+1 pour1 < i< n.

Les idéaux (d,),..., (d,) sont appelés les facteurs invariants de M. Le nombre de ces
idéaux qui sont non nuls est appelé le rang de M.

Avec ces notations, on a d; = 0 pour n—r+1 < i < n donc M est isomorphe a la
somme directe d'un module libre de rang r et du sous-module @~ A/(d;). Notons
que ce dernier sous-module n’est autre que ’ensemble des éléments de M annulés par
un élément non nul de A: c’est le sous-module de torsion de M.

COROLLAIRE 2.9.6. — Pour qu'un module de type fini sur un anneau principal soit
libre, il faut et il suffit qu'il soit sans torsion.

COROLLAIRE 2.9.7. — Soit A un anneau principal, soit M un A-module libre de type
fini et soit N un sous-module de M. Pour que N admette un supplémentaire dans M, il
faut et il suffit que le quotient M/ N soit sans torsion.
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Démonstration. — Si N possede un supplémentaire P, '’homomorphisme canonique
de P dans M/N est un isomorphisme. Comme P est un sous-module du module
libre M, il est sans torsion. Par conséquent, M/ N est sans torsion.

Supposons inversement que M/N soit sans torsion. C’est alors un module libre
puisque c’est un A-module de type fini et que A est principal. Soit (fi,..., f;) une base
de M/N; pour tout i € {1,...,7}, soit ¢; un élément de M dont la classe est f;; soit P
le sous-A-module de M engendré par les e;. Montrons que P est un supplémentaire
de N dans M.

Si me NN P, écrivons m =) a;e;;onacl(im)=0car me N, donc ) a;f; =0, donc
a; = 0 pour tout i puisque la famille (f;) est libre. Par suite, m =0et Nn P =0.

Soit m € M; soit (ay,...,a,;) des éléments de A tels que cl(m) =} a;f;; alors, p =
Y. a;e; estun élément de P et 'on a cl(p) = cl(m). Par suite, cl(m—p) =0, donc m—p €
N, ce qui démontre que m € P+ N.On a ainsi M = P+ N. Le sous-module P est bien un
supplémentaire de N dans M. O

Remarque 2.9.8 (Décomposition primaire des modules de torsion)

Soit A un anneau principal. Fixons un ensemble &7 d’éléments irréductibles de A
tels que tout élément irréductible de A soit égal au produit d'un élément inversible par
un élément de Z.

Soit M un A-module de torsion. Pour tout élément irréductible p € &, soit M, I'en-
semble des m € M pour lesquels il existe n > 0 avec p""m = 0; on 'appelle le compo-
sant p-primaire de M. Comme les idéaux (p), pour p € &7, sont maximaux, ces sous-
modules sont en somme directe d’apres le théoréme chinois. Soit m € M et soit a un
élément non nul de A tel que am = 0. Le sous-module Am de M s’identifie a A/(a) ; si
a = ullye p"r estla décomposition en facteurs irréductibles de a, le lemme chinois
entraine

Al(a)= @ Al(p™),
pe?
ce qui entraine que m appartient a la somme des M,,.

On a donc M = @ » Mp, décomposition qu'on appelle la décomposition primaire
de M.

Soit M un A-module de type fini et supposons que M soit de torsion. Chacun des
sous-modules M,, est un A-module de type fini, annulé par une puissance de p; ses
facteurs invariants sont de la forme (p™,...,p"s), o n; < --- < ng sont des entiers
strictement positifs. La détermination des facteurs invariants des M, entraine la dé-
termination des M), donc de M, et réciproquement.

Exercices. — 50) Soit A un anneau principal et L un A-module libre de rang fini. Soit M un
sous-Z-module de L. Montrer qu’il posséde un supplémentaire dans L si et seulement si L/ M
est sans-torsion.
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51) Soit M un module libre de type fini sur un anneau principal A.
a) Soit m € M non nul. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) m fait partie d'une base;

b) il existe f € M* tel que f(m)=1;

¢) les coordonnées de m dans toute base de M sont premieres entre elles;
d) les coordonnées de m dans une base de M sont premiéres entre elles;
e) sim=am' avecac A, alorsac A*;

f) siam=a'm' aveca€ A, a' € Aet a#0, alors a est multiple de a'.

On dit qu'un tel vecteur est primitif.
b) Montrer que tout vecteur est multiple d'un vecteur primitif.
c) Exemple: A=7Z, M =7* m = (126,210, 168,504).

52) Soit A un anneau principal et M un A-module de type fini. On note (d,..., d;) les facteurs
invariants de M.
Montrer que toute famille génératrice d’éléments de M a au moins r éléments.

53) Soit A un anneau principal et L, M deux A-modules de type fini. Montrer que Hom 4 (L, M)
est un A-module de type fini.

54) Soit A un anneau principal, soit M un A-module de type fini dont on note (d,...,d,) les
facteurs invariants, les d; étant des éléments non inversibles de A tels que d; divise d;, pour
1<i<n.

a) Soit m un élément de M. Pour que le sous-module Am engendré par m dans M admette
un supplémentaire, il suffit que I'annulateur de m soit égal a (d,,).

b) Lorsque A=Z et M = (Z/ pZ) & (Z/ p*Z), donner une condition nécessaire et suffisante sur
un élément m € M pour que le sous-module Am posséde un supplémentaire dans M.

55) Soit q(x, y) = ax®+ bxy+ cy2 une forme quadratique définie positive a coefficients réels.
a) Montrer qu'il existe un élément e; de Z? tel que m = g(e;) soit minimal.
b) Montrer qu'il existe un élément e, de 72 tel que (e, ) soit une base de 72
c) En écrivant g(e; + ney) > q(e), montrer que m < 2v/ (ac — b?)/3.

56) Les résultats de cet exercice étendent partiellement les énoncés du lemme 2?2 et de la pro-
position 2.9.1. S’'inspirer de leurs démonstrations pour les résoudre.

a) Soit Aun anneau, soit M un A-module (a gauche) et soit N un sous-module de M. Si N et
M/ N sont de type fini, montrer que M est de type fini. Plus précisément, si N et M/ N possedent
des parties génératrices de cardinaux r et s respectivement, montrer que M posséde une partie
génératrice de cardinal r + s.

b) Soit Aun anneau tel que tout idéal a gauche de A soit de type fini. Montrer par récurrence
sur n que tout sous-module de A? est de type fini.

¢) Plus généralement, montrer que tout sous-module d'un A-module (a gauche) de type fini
est de type fini.
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57) Soit A un anneau commutatif et soit I,..., I, des idéaux de A, distincts de A, tels que I}
Lc---cI,.Onpose M =@} | All;.

a) Soit m un idéal maximal de A qui contient I,,. Munir le A/m-espace vectoriel M ® A/m est
de dimension 7.

b) Montrer que toute famille génératrice de M a au moins n éléments.

58) Le but de cet exercice est de donner une autre démonstration du théoreme 2.9.2, indépen-
dante de considérations matricielles.

Soit A un anneau principal, soit M un A-module libre de rang fini et soit N un sous-module
de M.

a) Montrer qu'il existe une forme linéaire f sur M pour laquelle I'idéal I = f(N) de A soit
maximal (c’est-a-dire qu'il n’existe pas g € MY telle que f(N) C g(N)). Soit d un générateur
de I

b) Si N # 0, montrer que f est surjective. On note alors M’ le noyau de f et on pose N’ =
NnM'.

c) Montrer que pour toute forme linéaire f' sur M’ et tout élément m € N’, f'(m) est multiple
de d.

d) Démontrer le théoreme 2.9.2 par récurrence sur le rang de M. (Appliquer la méthode uti-
lisée pour prouver la prop. 2.9.1.)

§2.10. Application : Groupes abéliens de type fini

Pour nous, les deux exemples fondamentaux d’anneaux principaux sont Z et k[X],
k étant un corps commutatif. Ce paragraphe est consacré a expliciter ce qui se passe
dans le cas de 'anneau Z; le cas de 'anneau k[X] fera I'objet du paragraphe suivant.

Rappelons qu'un Z-module de type fini n’est rien d’autre qu’'un groupe abélien fini.
En outre, un idéal Il résulte alors du théoreme des facteurs invariants le théoreme sui-
vant.

THEOREME 2.10.1. — Si G est un groupe abélien de type fini, il existe un unique entier
r > 0 et une unique famille (d,, ..., ds) de nombres entiers au moins égaux a 2 telle que
d; divise dj+, pour1 < i<s, tels que

G=Z'oZ dZ)o - & (ZldsZ).

Ce résultat fournit une « forme normale » pour tout groupe abélien de type fini, per-
mettant de décider de I'isomorphie de deux tels groupes.

Exemple 2.10.2. — Calculons les facteurs invariants des groupes abéliens (Z/3Z) &
(Z/5Z) et (Z/6Z) & (Z/AZ).

Comme 3 et 5 sont premiers entre eux, (Z/3Z) & (Z/5Z) est isomorphe a Z/15Z,
d’apres le lemme chinois. Ce groupe abélien n’a qu’'un facteur invariant, égal a 15.
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Les entiers 6 et 4 ne sont pas premiers entre eux, maisona 6 =2-3 et 2 et 3 sont
premiers entre eux, d’ol, toujours d’apres le lemme chinois,

(Z/6Z) ® (Z/4Z) = (Z/2Z) & (Z/3Z) & (Z/4Z).

Il s’agit maintenant de regrouper les facteurs correspondant a des nombres premiers
distincts, ce qu’on fait en commencant par les termes d’exposants maximaux. Comme
3 et 4 sont premiers entre eux, on peut les regrouper et

(Z/6Z) ® (Z/4Z) = (Z/2Z) & (Z/127Z)

groupe abélien dont les facteurs invariants sont (2,12).

Ce résultat permet aussi la détermination explicite de tous les groupes abéliens fi-
nis G de cardinal g donné : il suffit de déterminer toutes les familles d’entiers stricte-
ment positifs (dy, ..., d;) tels que d; divise d;+; pour 1 < i < settelsque g =d,...d;.
Pour faire le calcul, il est commode en pratique d’écrire la décomposition primaire du
groupe abélien G, c’est-a-dire d’écrire G comme produit de sous-groupes G, annulés
par une puissance d’'un nombre premier et de déterminer les Gp,.

Exemple 2.10.3. — Déterminons tous les groupes abéliens de cardinal 48. Comme
48 = 2% x 3, un tel groupe est produit d’'un groupe de cardinal 16 et d’'un groupe de
cardinal 3. Ce dernier ne peut étre que Z/3Z. Il reste a faire la liste des groupes abéliens
de cardinal 16, donc a trouver les familles (dj, ..., d;) d’entiers au moins 2 telles que d;
divise d;;; pour 1 < i < settelles que d; ... ds = 16. Faisons-en la liste :

- d1:2, d2:2, d3:2, dgzz;

- dl =2, d2:2, dg =4;

- dy =2, d» = 4, mais alors dj serait au plus 2, ce cas ne se produit donc pas;

- d1 =2, d2 =8;

- d1 =4, dz =4;

— dy =8, mais alors d, serait au plus 2, et ce cas ne se produit pas;

- dy =16.
Comme groupes abéliens de cardinal 16, il y a donc les 6 groupes suivants, deux a deux
non isomorphes,

(Z/22)*, (ZI27)* ® (Z/4Z), (Z/2Z)® (ZI8Z), (Z/AZ)*, (Z/16Z).

Les groupes abéliens de cardinal 48 sont les produits des groupes précédents avec
Z/3Z; sous forme normale, ils s’écrivent

(Z/2Z)° ® (ZI6Z), (Z/2Z)*® (Z/12Z), (Z/AZ)® (Z/12Z), (Z/48Z).

Exercices. — 59) On considere 'ensemble M des triplets (x, y, z) € Z tels que x + y + z est pair.
a) Montrer que M est un sous-Z-module libre de type fini de 73, de rang 3.
b) Donner une base de M sur Z.
c) Montrer que Z3/M est un Z-module simple.
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60) Soit LI’ensemble des (x, y, z) € Z° tels que
x—=3y+2z=0 (mod4) et x+y+z=0 (mod®6).

a) Montrer que L est un sous-Z-module libre de Z3. Quel est son rang 2 Montrer que Z3/ L est
isomorphe a (Z/4Z) x (Z/6Z).

b) Déterminer les facteurs invariants (d;, do, ds) de L < Z3 et calculer une base (e, e, e3) de
783 telle que (d; ey, do e, dz e3) soit une base de L.

61) a) Soit G un groupe abélien fini. Soit 7 le plus petit entier > 1 tel que nG = 0. Montrer qu'il
existe g € G d’ordre n, c’est-a-dire tel que n est le plus petit entier > 1 tel que ng =0.

b) Soit K un corps commutatif et soit G un sous-groupe fini de K*. Montrer que G est cy-
clique.

En particulier, le groupe multiplicatif d'un corps fini est cyclique.

62) a) Soit G un groupe abélien fini (donc un Z-module fini). Montrer qu’il existe un élément
de G dont I'ordre est multiple de I'ordre de tout élément de G.
b) Déterminer tous les groupes abéliens finis d’ordre 16.

§2.11. Application : Endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension finie

Soit k un corps. On va s’'intéresser maintenant aux k[X]-modules qui sont des k-
espaces vectoriels de dimension finie. Pour commencer, rappelons quelques résultats
de I'exercice 5. Soit V un k-espace vectoriel et # un endomorphisme de V. On définit
alors une structure de k[X]-module sur V en posant pour tout polynome P € k[X] et
toutveV,P-v=Pu)(v).SiP= ZZZO a,X", on a ainsi

d
P-v= Z a,u"(v).
n=0

On note V, le k[X]-module ainsi obtenu; '’homomorphisme canonique de k[X]
dans End(V) qui définit cette structure de k[X]-module est ainsi donnée par P — P(u) :
la théorie que nous allons développer maintenant est une fagon sophistiquée et effi-
cace de parler de polynomes d’endomorphismes.

Si V' est un autre k-espace vectoriel et #' un endormorphisme de V’, un homomor-
phisme (de k[X]-modules) de V,, dans Vth , est la donnée d’une application k-linéaire
f:V—V'telleque fou=u'of.

En particulier, si V' = V, les k[X]-modules V, et V,; sont isomorphes si et seulement
siil existe f € GL(V) telle que u = f~'u/f, c’est-a-dire si les endomorphismes u et v’
sont conjugués. (En termes de matrices, on dit semblables.)

DEFINITION 2.11.1. — Un k[X]-module M est dit cyclique s'il existe un polynéme P €
k[X] non nul tel que M = k[X]/(P).
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LEMME 2.11.2. — Si V est un k-espace vectoriel, u un endormorphisme de V, le k[X]-
module V,, est cyclique si et seulement si il existe un vecteur ve V et un entier n > 1 tels
que la famille (v, u(v),..., u""1(v)) soit une base de V.

Démonstration. — Commencons la démonstration par une remarque. Si P est un po-
lynéme non nul, le k[X]-module cyclique k[X]/(P) est de dimension finie comme k-
espace vectoriel, dimension d’ailleurs égale au degré de P. De plus, si n = degP, les
éléments cl(1), cl(X), ..., cI(X"*1) en forment une base.

Soit maintenant V un k-espace vectoriel et # un endormorphisme de V. Si V,, est
cyclique, I'image de X par un isomorphisme k[X]/(P) = V,, est un élément v de V tel
que (v, u(v),..., u" 1 (v)) soitune base de V. Réciproquement, si v € V est un vecteur tel
que la famille (v, u(v),..., u""*(v)) soit une base de V, écrivons u"(v) = Z;(l) apuP (v)
dans cette base. Alors 'homomorphisme ¢: k[X] — V, P — P(u)(v) est surjectif et un
polynome P est dans le noyau si et seulement s'il est multiple du polynéme IT = (X" —

Z;(l) apXP). En effet, la division euclidienne de P par II est un polynome R de degré
< n. Si R # 0 mais si son image par ¢ est nul, on obtient une relation de dépendance
linéaire non triviale entre (v,..., u" 1 (v)), ce qui est absurde. O

Remarque 2.11.3. — Si V,, est un endomorphisme cyclique, la matrice de u dans la
base (v,..., u" 1 (v)) est égale a

0 o
1 0 a
1 0 an-1
c’est-a-dire a4 lamatrice compagnon C; du polynéme IT= X" —a,,_; X" ! —..—a; X—ay.

De plus, I1 est le polyndme minimal et le polynéme caractéristique de cette matrice.
Les rappels qui précedent et le corollaire 2.9.3 établissent le théoréme suivant.

THEOREME 2.11.4. — Soit k un corps. Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie
et u un endomorphismede V. Il existe alors une unique famille (P, ..., P;) de polynomes
unitaires (non constants) dans k[X] tels que P; divise P;; pour 1 < i <r et tels que la
matrice de u soit semblable a la matrice diagonale par blocs

Cp

1

Cp,

Cp

r

Les polyndémes (P,..., P;) sont appelés facteurs invariants de 'endomorphisme u.
On constate sur I'expression matricielle ci-dessus P, est le polyndme minimal de u,
tandis que P; ... P, est son polyndome caractéristique.
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COROLLAIRE 2.11.5. — En particulier deux endomorphismes u et u' sont semblables si
et seulement s’ils ont méme famille de facteurs invariants.

Toute la théorie qui précede a un corollaire amusant, facile, mais non trivial si I'on
tient a éviter la théorie des facteurs invariants.

COROLLAIRE 2.11.6. — Soit K un corps et k < K un sous-corps. Soit A et B deux ma-
trices de Mat,, (k) qui soient semblables en tant que matrices de Mat,(K), c'est-a-dire
qu'il existe P € GL, (K) telle que B = P~LAP. Alors, A et B sont semblables sur k : il existe
Q dans GL, (k) telle que B= Q™1 AQ.

Démonstration. — Notons (Pi,...,P;) la famille des facteurs invariants de A en tant
que matrice a coefficients dans k. Il existe donc une base de V = k" dans laquelle la
matrice de A est une diagonale-blocs de matrices compagnons de polyndmes carac-
téristiques (P, ..., Pr). La méme matrice de changement de base fournit une base de
K™ dans laquelle la matrice de A est la méme diagonale par blocs. En particulier, les
facteurs invariants de A en tant que matrice a coefficients dans K sont aussi les P;.
Soit maintenant (Q,...,Q;s) la famille des facteurs invariants de B en tant que ma-
trice a coefficients dans k, ou dans K, puisque c’est la méme chose. Puisque A et B
sont semblables en tant que matrices a coefficients dans K, on a les égalités r = s et

P, =Qy, ..., P, = Q,. Par suite, A et B sont semblables en tant que matrices a coeffi-
cients dans k. O
THEOREME 2.11.7 (Décomposition de Jordan). — Soit k un corps algébriquement

clos. Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de V.
Montrer que V possede une base dans laquelle la matrice de u est diagonale par blocs,
chaque bloc étant un «bloc de Jordan » de la forme

Al 0
A
Jn(A) = € Matp(k),
o
0 A

ol A est une valeur propre de u. En outre, pour que deux endomorphismes u et u' soient
semblables, il faut et il suffit que pour tout A € k, les tailles de leurs blocs de Jordan
correspondant a A coincident.

Démonstration. — Commencons par écrire la décomposition primaire du module V,.
Comme k est algébriquement clos, les polynomes irréductibles unitaires sontles X—A,
pour A € k. Notons V) le sous-module (X — A)-primaire de V,,; c’est'ensemble des v €
V tels qu'il existe n € N tel que (X—A)"-v =0, c’est-a-dire (u—Aid)"(v) = 0. Autrement
dit, V) est le sous-espace caractéristique de u pour la valeur propre A. (Il est nul si
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et seulement si A n’est pas une valeur propre. Notons aussi que V) est un sous-k[X]-
module de V,,, ce qui équivaut au fait classique que les sous-espaces caractéristiques
de u sont stables par u.)

Le k[X]-module correspondant a la matrice de Jordan J,(A) est isomorphe a
k[X]/(X — A)"™. Par suite, dire que le sous-module V) de V est isomorphe comme
k[X]-module a

N
P kX1 (X-1"),
i=1

pour des entiers ny,..., ng équivaut a dire que la restriction a V) de u estisomorphe ala
somme de blocs de Jordan de tailles n;,..., ns. De plus, les polynomes (X —1)" (ordon-
nés par degrés croissants) sont les facteurs invariants de V). Cela démontre |'existence
de la décomposition de Jordan. Comme deux endomorphismes sont conjugués si et
seulement siles k[X]-modules associés sont isomorphes, cela démontre aussi l'unicité
des tailles des blocs de Jordan dans une décomposition, ainsi que le fait que deux en-
domorphismes sont semblables si et seulement si pour tout A, les tailles des blocs de
Jordan associés a A coincident. O

Nous allons utiliser la proposition 2.8.8 pour calculer les facteurs invariants d'une
matrice.

PROPOSITION 2.11.8. — Soit k un corps et soit A une matrice de M (k). Pour tout entier
r comprisentrel et n, soit A, € k[X] le pgcd (unitaire) des mineurs d’ordre r de la matrice
X1, — A. Alors, il existe des polynémes unitaires Py,..., P, dans k[X] tels que

plel, P1P2:A2, ...,Pl...Pn:An.

Pour tout entier r tel que 1 < r < n, P, divise P, et si r est le plus petit entier tel que
P, #1, les facteurs invariants de A sont les polynomes (Pr41,..., Py).

Démonstration. — Posons A = k[X]. Pour déduire cette proposition du corol-
laire 2.8.8, 1l suffit de remarquer que, notant (ey,...,e,) la base canonique de A",
I’homomorphisme

p: A" — A", ei— Xe;—u(e;)

a pour matrice XI, — A et que (k") 4 estisomorphe a A”/im . O

Exercices. — 63) Soit Aun anneau principal et M un A-module de type fini.
a) Justifier I'existence d’éléments m; (pour 1 < i < s) de M d’annulateurs (d;), avec d|...|ds,
tel que

M=

N
Am,;.

i=1

b) Soit i € {1,..., s}. Montrer qu'il existe u; € End 4(M) tel que

ui(my) =---=u;j(ms—1) =0, u;(mg) =m,.
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¢) Soit u € End4(M) qui commute a tout autre élément de End 4(M). Montrer qu’il existe
a € Atel que u(m) = am pour tout m.

d) Soit u: M — M une application additive telle que pour tout v € End (M), uov = vou.
Montrer que u est une homothétie m — am, pour a € A.

e) Soit K un corps commutatif, E un K-espace vectoriel de dimension finie sur K et u €
Endg(E). Montrer que tout endomorphisme de E qui commute a tout endomorphisme com-
mutant a u est un polynoéme en u. (On pourra utiliser la structure de K[ X]-module sur E définie
par u.)

64) Soit k un corps.

a) Déterminer, a similitude pres, toutes les matrices a coefficients dans k dont le polynéme
caractéristique est xX3x-1).

b) Déterminer, a similitude pres, toutes les matrices de Mat, (k) dont le polyn6me minimal
est X(X-1).

¢) Déterminer, a similitude pres, toutes les matrices de Mat,, (k) de polyndme minimal X (X -
1).

d) Déterminer, a similitude pres, tous les endomorphismes u d’'un espace vectoriel de di-
mension finie V tels que (u —id)? = 0.

§2.12. Modules et anneaux noethériens

PROPOSITION 2.12.1. — Soit A un anneau et soit M un A-module. Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

a) tout sous-module de M est de type fini;
b) toute suite croissante de sous-modules de M est stationnaire;
c) toute famille de sous-modules de M admet un élément maximal.

DEFINITION 2.12.2. — Un A-module qui vérifie les propriétés ci-dessus est dit noethé-
rien.

Si A est un A-module a gauche noethérien, on dit que A est un anneau noethérien a
gauche. Si A est un A-module a droite noethérien, on dit de méme que A est un anneau
noethérien a droite.

Lorsque A est commutatif, on dit plus simplement noethérien.

Remarque 2.12.3. — Les sous-A-modules a gauche d'un anneau A sont ses idéaux a
gauche. Ainsi, un anneau A est noethérien a gauche si et seulement si 'une des pro-
priétés (équivalentes) ci-dessous est satisfaite :

a) toutidéal a gauche de A est de type fini;
b) toute suite croissante d’idéaux a gauche de A est stationnaire.

En particulier, un anneau principal est noethérien, résultat qu'on avait déja remarqué
(lemme 1.9.6) pour démontrer qu'un anneau principal est factoriel.
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Démonstration de la proposition. — a) Supposons que tout sous-module de M est de
type fini et considérons une suite croissante (M) ,en de sous-modules de M. Soit N =
UM, la réunion des M,,. Comme la réunion est croissante, IV est un sous-module de
M. Par hypothese, il est de type fini : il existe une partie finie S c N telle que N = (S).
Pour tout s € §, il existe un entier n; € N tel que s € M, pour n > ng. Posons v = max(ny),
de sorte que S c M,. Par suite, N = (S) est contenu dans M,. Finalement, la suite d’in-
clusions M, ¢ M,, ¢ N c M, pour n > v montre que pour n > v, M, = M,,. La suite est
ainsi stationnaire.

b) Supposons que toute suite croissante de sous-modules de M est stationnaire et
soit (M;) ;e une famille de sous-modules de M. Supposons par I'absurde qu’elle n’ad-
mette pas d’élément maximal. Choisissons i; € I; ainsi, M;, n'est pas maximal dans la
famille (M;). 1l existe alors i, € I tel que M;; C M;,. Mais M;, n’est pas non plus maxi-
mal, d’ou I'existence de i3 € I, etc. On obtient ainsi une suite strictement croissante de
sous-modules de M,

M CM;C...

et une telle suite n’étant par définition pas stationnaire, on a une contradiction. (Cette
partie de la démonstration nwa rien a voir avec les modules, elle est valide dans tout en-
semble ordonné.)

¢) Supposons que toute famille de sous-modules de M admet un élément maximal
et montrons que tout sous-module de M est de type fini. Soit ainsi N un sous-module
de M et considérons 'ensemble .# des sous-modules de N qui sont de type fini. Par
hypothese, il admet un élément maximal ; soit N’ un tel sous-module. Par définition,
N'c N, N' est de type fini et aucun sous-module de N qui contient strictement N’ n’est
de type fini. Supposons par I'absurde que N’ # N. Il existe ainsi m € N\ N'. Le sous-
module N” = N’ + Am de M est de type fini et est contenu dans N. Comme m ¢ N/,
N" # N'. Par suite, N € ./y, ce qui est absurde, N’ étant maximal dans .#y. Donc
N'= N et N est de type fini. O

PROPOSITION 2.12.4. — Soit A un anneau, soit M un A-module, N un sous-module de
A. Alors, M est un A-module noethérien si et seulement si N et M/ N sont des A-modules
noethériens.

Démonstration. — Supposons que M est un A-module noethérien. Comme tout sous-
module de N est aussi un sous-module de M, tout sous-module de N est de type
fini, donc N est noethérien. Si & est un sous-module de M/N, son image réciproque
cl™1(2?) par 'homomorphisme canonique cl: M — M/N est un sous-module de type
fini de M. Comme £ = cl(cl ' (), & est I'image d’'un module de type fini, donc est
de type fini. Ainsi, M/N est noethérien.

Supposons que N et M/N sont des A-modules noethériens. Soit (P,;) une suite crois-
sante de sous-modules de M. Posons Q,, = P, n N. Par définition, les suites croissantes
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(cl(Py)) et (P, N N) de sous-modules de M/N (resp. de N) sont stationnaires. Fixons
doncvtelquesin>v,

cl(P,)=cl(Py) et P,NnN=P,NN.

Nous allons montrer que pour n > v, P, = P,, ce qui établira que la suite (P,) est sta-
tionnaire.

Fixons donc n > v et soit p € P,,. On a cl(p) € cl(P,) = cl(P,), si bien qu’il existe
p’' € P, tel que cl(p) = cl(p'). Alors, p — p’ appartient a P, et vérifie cl(p — p') =0, d’out
p—p' € P,nN. Parsuite, p—p’' € P,nNet p=p'+(p-p’) appartient a P,. Ainsi, P,, c P,
d’ou I'égalité. cl(P,) =cl(Py) sin > v. O

COROLLAIRE 2.12.5. — Si M;,..., M,, sont des A-modules noethériens, M, & ---® M,, est
un A-module noethérien.

COROLLAIRE 2.12.6. — Soit A un anneau noethérien a gauche et soit n un entier natu-
rel. Tout sous-module du A-module a gauche A" est de type fini.

PROPOSITION 2.12.7. — Soit A un anneau commutatif et soit S une partie multiplica-
tive de A. Si M est un A-module noethérien, S™' M est un S~ A-module noethérien.

Démonstration. — Soit & un sous-S~!A-module de S™'M. D’aprés la proposi-
tion 2.6.6, il existe un sous-module N de M tel que .# = ST'N. Comme M est un
A-module noethérien, N est de type fini et par suite, A est de type fini. Ainsi, S 'Mm
est un S~' A-module noethérien. O

COROLLAIRE 2.12.8. — Soit A un anneau noethérien a gauche.

Si I est un idéal bilatere de A, 'anneau quotient All est noethérien a gauche. Si A
est commutatif et que S est une partie multiplicative de A, 'anneau localisé S~ A est
noethérien.

Démonstration. — D’apres la proposition 2.12.4, A/I est un A-module a gauche noe-
thérien. Mais un sous-A-module a gauche de A/I n’est autre qu'un idéal a gauche de
A/l Par suite, A/I estun A/I-module a gauche noethérien. C’est donc un anneau noe-
thérien a gauche.

Autre démonstration. — Soit _# un idéal de A/I. Par la surjection canonique cl: A —
A/1, il lui correspond un idéal J = cl™!( _#) de Aqui contient I. Puisque A est un anneau
noethérien, J est de type fini, J = (a,...,a;). Alors, _¢# =cl(J) = (cl(a),...,cl(a,)) estde
type fini.

D’apres la proposition 2.12.7, S"' A est un S~! A-module noethérien. Par définition,
c’est donc un anneau noethérien. O

Le théoréme suivant a été démontré par D. Hilbert lorsque A=Z.
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THEOREME 2.12.9 (Hilbert). — Si A est un anneau (disons commutatif) noethérien,
Ianneau A[X] est noethérien.

Démonstration. — Soit I un idéal de A[X]. Si n > 0, soit I}, 'ensemble des coefficients
du terme de degré n des polyndmes de I qui sont de degré < n. Alors, I, est un idéal de
A. En effet, si x et y € I;, il existe P et Q dans I de degrés < n dont les coefficients de X"
sont x et y respectivement. Alors, si a et b € A, le coefficient de X" dans le polynéme
aP + bQ est ax+ by, et aP + bQ est un polyndme de O de degré < n. De plus, comme
le polynéme nul appartienta I, 0 € I,.

Remarquons que la suite (I,;) est stationnaire : si P € [ est de degré < n, XP € [ estde
degré < n +1le coefficient de X"*! dans XP est celui de X" dans P. Ainsi, I,, < I,,,1.

Comme Aest noethérien, la suite (I,,) , est stationnaire. Soit v € N tel que [, = I, pour
nz=wv.

Les idéaux I, pour n < v sont de type fini. Choisissons ainsi pour n < v une famille
finie de polynomes (Py,1,..., Py () dans I, de degrés n, dont les coefficients ay, ; do-
minants engendrent I,,.

Soit J < A[X] I'idéal engendré parles P,; pour0 < n<vetl<j<r(n).

On a J c I et nous allons montrer par récurrence sur le degré d'un élément de I que
I1=].

Un polyndme P € I de degré < 0 est constant et appartient a . Il appartient ainsi a
J. Supposons que tout polynome de I de degré < n appartient a J et soit P € I de degré
n.

Soit a son coefficient dominant. Posons m = min(n,v), de sorte que a € I,.
Ainsi, il existe des éléments ¢y, ; € A tels que a = }j ¢y, jam,j. Le polyndme Q =
P—X"""% i cm,jPm,; estalors de degré < n mais le coefficient du terme en X" est nul.
Donc degQ < n. De plus, Q € I. Par récurrence, Q € J. Finalement, P€ I.

Par récurrence, I = J est un idéal de type fini de A[X]. Comme I était arbitraire, A[X]
est un anneau noethérien. O]

COROLLAIRE 2.12.10. — Si A est un anneau (commutatif) noethérien et si n est un en-
tier, A[Xq,...,X;] est un anneau noethérien.
En particulier, si k est un corps, k[Xy,..., X,] est un anneau noethérien.

COROLLAIRE 2.12.11. — Soit A et B des anneaux commutatifs. On suppose que A est
un anneau noethérien et que B est une A-algebre de type fini. Alors B est un anneau
noethérien.

Démonstration. — Par hypothese, il existe des éléments by,...,b, € B qui en-
gendrent B comme A-algébre. Lhomomorphisme canonique A[Xj,...,X,;] — B qui
applique X; sur b; est alors surjectif, de sorte que B est un quotient de I'anneau
noethérien A[Xj,...,X,]. Par suite, B est un anneau noethérien. O
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THEOREME 2.12.12 (Hilbert, 1893). — Soit k un corps et soit A une k-algebre (commu-
tative) de type fini et G un groupe fini d'automorphismes de A. Alors, I'ensemble A® des
a € Atels que pour tout g € G, g(a) = a, est une sous-k-algebre de type fini de A.

Dans le cas o1 A= k[Xj, ..., X,], AC est 'ensemble des polyndmes « invariants » par
le groupe G. Le théoréme de Hilbert affirme que ces invariants peuvent s’exprimer
comme des polyndmes en un nombre fini d’entre eux. Supposons par exemple que G
soit le groupe symétrique G, agissant sur k[X,..., X,] par permutation des indéter-
minées (pour o € &, u, est 'automorphisme de k[Xj,...,X,] tel que u;(X;) = X5())-
Alors, AC est I'algebre des polynomes symétriques; elle est engendrée par les poly-
ndmes symétriques élémentaires Sy, ..., S;, donnés par

Sk = Z X ...X;, pourl<k<n.
i) <-<ig
(Par exemple, S; = X; +---+ X, et S, = X;...X},.) C'est pour démontrer ce théoreme
que Hilbert a introduit la notion d’anneau noethérien et démontré que les anneaux de
polynoémes sur un corps sont noethériens!
La démonstration du théoreme 2.12.12 se fait en trois étapes.

LEMME 2.12.13. — AC est une sous-k-algebre de A.

Démonstration. — 1l faut démontrer que

— siaet bsontdans A®, a+ b, et ab aussi;

— si a appartient a2 A® et A € k, Aa aussi.
Or, si g € G, g est un automorphisme de k-algébres de A, donc g(a+ b) = g(a)+ g(b) =
a+ b, et glab) = g(a)g(b) = ab, si bien que a+ b et ab appartiennent a A°. De plus,
g(Aa) = Ag(a) = Aa, sibien que Aa € AC. O

LEMME 2.12.14. — Sous les hypothéses du théoréme 2.12.12, A est un A®-module de
type fini.

Démonstration. — Comme A est une k-algébre de type fini, on peut choisir des élé-
ments a, ..., a, € Atels que A= klay,...,a;].
Fixons i € {1;...; r} et considérons le polynome de A[X],
Pi(X) =[] X~ gla).
geG
Par suite, si h € G,
h(P;(X) = [[ X-h(ga)) =[] X-gla) = Pi(X)

geG geG
et les coefficients de P; sont invariants par h. Ainsi, P; est a coefficients dans A®. Ecri-
vons ainsi

PiX)=X"+b X" '+ + Dby,
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ou les b; appartiennent a AC. Comme P;(a;) =0, il en résulte que, notant N le cardinal
de G, aY appartient au sous-A°-module de Aengendré par1,..., a¥ L.

Montrons maintenant que A est engendré comme A°-module par les N” produits

=1 a , ot pour tout 7,0 < n; < N—1. Notons A’ le sous-module engendré par ces élé-
ments. Comme A est engendre comme k-module (donc a fortiori comme A%-module)
par tous les produits []}_, a "avec n; > 0, il suffit de montrer qu’'un tel produit appar-
tienta A’. Soit ainsi X" = Ql (X)P;(X) + R;(X) la division euclidienne dans A®[X] de X"
par P;, de sorte que R; est un polyndme 2 coefficients dans A® de degré < N. On a donc,

en évaluanten X = a;, a;' = R;(a;), puis

r

[1a;

i=1

.
H i(ap).
Sil’'on développe cette derniére expression, on constate qu’elle appartient a A’. O

LEMME 2.12.15 (Artin-Tate). — Soit k ¢ B c A trois anneaux. On suppose que k est un
anneau noethérien, que A est une k-algebre de type fini et un A-module de type fini.
Alors, B est une k-algebre de type fini.

Démonstration. — Soit (x,...,x,;) une famille finie de générateurs de A comme k-
algebre et (ay, ..., a,) une famille finie de générateurs de A comme B-module. Ainsi,
tout élément de A s’écrit comme un polyndme en les x; et comme combinaison li-
néaire des a;. Appliquant cette remarque aux x; et aux produits x; x;, il existe en parti-
culier des éléments A;/ et u; j, dans B tels que pour tout 1 < i < r, que x; = Z?:l Aivay,
etpourtous1<i,j<r, q;a;= ZZzl,uijgag.

Soit By la sous-k-algebre de B engendrée par les ;¢ et les y;jo. C’est une k-algebre
de type fini, donc un anneau noethérien.

Soit alors A le sous-By-module de A engendré par les a,. Remarquons que Ay est
une k-algebre. En effet, puisque les produits a; a; sont par construction dans Ay, Ag est
stable par multiplication. Toujours par construction, les x; appartiennent a Ay. Ainsi,
Ap = Aet Aest un By-module de type fini. Comme B, est un anneau noethérien, A est
un By-module noethérien.

Par suite, tout sous-By-module de A est de type fini. En particulier, B est un By-
module de type fini, et donc a fortiori, une By-algebre de type fini.

Comme By est une k-algebre de type fini, B est aussi une k-algebre de type fini. Le
lemme est démontré. O
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Exercices. — 65) [Lemme de Nakayama) Soit M un A-module (a gauche) de type fini et soit I
un idéal a gauche de A.

a) On suppose que M = IM. Montrer par récurrence sur le nombre de générateurs de M qu'’il
existea€ Itelque (1+a)M =0.

b) On suppose que I est contenu dans tout idéal maximal de A. Soit N un sous-module de M
tel que M = N+ IM. Montrer que M = N.

¢) [Autre démonstration lorsque A est commutatif.] Soit (my,..., m;) une famille de r élé-
ments qui engendre M. Soit a;; pour 1 < i, j < r des éléments de [ tels que m; = Z]r.zl aijm;
pour tout i et soit A la matrice (a;;). Si B est la matrice des cofacteurs de I — A, montrer que
det(B) est un élément de 1+ I qui annule M.

66) Soit Aun anneau commutatif, soit M un A-module de type fini et soit # un endomorphisme
surjectif de M.

a) Soit My, le A[X]-module défini par M et '’endomorphisme u, de sorte que P-m = P(u)(m)
pour P € A[X] et m € M. Montrer que M, = (X) - M,,.

b) Utiliser le lemme de Nakayama pour démontrer que u est un isomorphisme.

67) Soit A un anneau, M un A-module de type fini et ¢ : M — A" un morphisme surjectif de
A-modules.

a) Montrer que ¢ admet un inverse a droite.

b) Montrer que M =~ kergp @ imy.

¢) Montrer que ker ¢ est de type fini.

68) Soit A un anneau, M un A-module, N un A-module de type fini et # : M — N un homo-
morphisme de A-modules. Soit ‘R le radical de Jacobson de A (intersection de tous les idéaux
maximaux).

a) Montrer que u induit un homomorphisme v: M/R- M — N/R- N.

b) Remarquer que si I est un idéal de A et si N' < M’ sont deux A-modules alors I-(M'/N') =
(I-M'+N)IN'.

¢) On suppose que v est surjectif. Calculer im(u) + RN et en déduire que u est surjectif.

69) Soit A un anneau et I un idéal de type fini de A tel que I = I>. Montrer qu’il existe e € A tel
que e? = eet I = (e). (Utiliser le lemme de Nakayama pour trouver a€ I tel que (1+ a)l =0.)

70) Soit Aun anneau. Si A[X] est noethérien, A est-il nécessairement noethérien ?

71) Soit & une partie de C[Xj,...,X,] et 7 I'’ensemble des n-uplets (xi,..., x,) € C" tels que pour
tout Pe &, P(xy,...,x,) = 0. Montrer qu'il existe une partie finie {Py,..., P} c & telle que 7 soit
défini par les équations P;(x1,...,X,) =0 (pour 1 < i < r).

72) Soit A un anneau et ; ¢ I, ... une suite croissante d’idéaux de type fini. Soit I = UI,.
Montrer que I est de type fini si et seulement si la suite (I,;) est stationnaire.

73) Soit Aun anneau et /, J deux idéaux de A tels que In J = (0). Montrer que A est noethérien
si et seulement si A/ et A/ ] sont noethériens.
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74) [Exemples d’anneaux non noethériens] Montrer que les anneaux suivants ne sont pas noe-
thériens.

a) k[X1,Xa,..., Xn,-..1;

b) €°R,R);

c) €*°(R,R). Montrer néanmoins que 'idéal des fonctions nulles en I'origine est principal.

d) le sous-module de C[X, Y] engendré par C et I'idéal (X) est un sous-anneau de C[X, Y]. Il
n’est pas noethérien.

75) Soit .# I’ensemble des polyndmes P € Q[X] tel que pour tout n € Z, P(n) € Z.

a) Montrer que .# est une sous Z-algebre de Q[X].

b) Montrer qu’'une fonction P : Z — Z appartient a .% si et seulement si P(0) € Z et la fonction
n— Pn+1)-P(n)e %.

¢) Montrer que les polyndémes 1, X, X(X-1)/2,.., X(X-1)...(X—=p+1)/p), ... forment une
base de .% comme Z-module.

d) Montrer que .% n’est pas noethérien.
76) Soit M un A-module noethérien et I = (0: M) 'annulateur de M dans A.

Montrer que A/l est un anneau noethérien.

77) Soit M un A-module noethérien et ¢ : M — M un endomorphisme de M. Montrer qu’il
existe un entier n > 1 tel que
kerg" nime" = (0).

78) Soit A un anneau et M un A-module de type fini. On définit pour tout idéal maximal m de
A,
dm) =dima/m M/mM.
a) Soit m un idéal maximal de M, d = d(m). Montrer qu’il existe a € A\m tel que si S =
{1,a,a?,...}, ST\ M soit engendré par d éléments.
b) Si m’ est un idéal maximal de A ne contenant pas a, montrer que d(m’) < d.
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§A.1. Le théoreme de Cantor-Bernstein

Il s’agit du résultat de théorie des ensembles suivant, évident lorsque les ensembles
concernés sont finis.

THEOREME A.1.1. — Soit A et B des ensembles. S'il existe une injection de A dans B,
ainsi qu'une injection de B dans A, les ensembles A et B sont équipotents.

Démonstration. — Notons f -1. f(A) — Aet g_1 : §(B) — B les applications réci-
proques de f et g, 1a ou elles sont définies. L'idée de la démonstration consiste a
itérer f~! et g7 aux éléments de B et de A, aussi longtemps que possible. Pour tout
entier n, notons ainsi A, I'ensemble des éléments de A de la forme gfgf...f(b), ou
b¢ f(A), A; 'ensemble des éléments de A de la forme gfgfgf...g(a), ot a¢ g(B);
I'ensemble A, est donc constitué des éléments de A ou'on peut itérer un nombre pair
de fois f~! et g1, 'ensemble A; de ceux ol1 I'on peut itérer un nombre impair de fois.
Notons Ay, le complémentaire de la réunion des A,,. Définissons de maniére analogue
des ensembles B, B; et Bu..

Par construction, I'application f induit une bijection de A, sur B;, ainsi qu'une bi-
jection de A, sur By,. Lapplication g induit une bijection de B, sur A;.

Lapplication h: A— B qui coincide avec f sur A, U Ao, et avec g~' sur A; est une
bijection. Cela conclut la démonstration du théoréme. O

§A.2. Le lemme de Zorn

Rappelons qu’'un ordre < sur un ensemble S est une relation vérifiant les axiomes
suivants :

— les assertions x < y et y < x sont incompatibles;

—six<yety<zalorsx<z.
Un ensemble ordonné est un ensemble muni d'un ordre. Si pour tout couple (x, y)
d’éléments de S, ona x < y, ou y < x, ou x = y, on dit que S est totalement ordonné.
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Une section commengante d'un ensemble ordonné S est une partie C telle que pour
toutxeCettout ye Stelque y<x,onaye€s.

Si A est une partie d'un ensemble ordonné S, un majorant de A est un élément s € S
tel que a < s pour tout a € A; une partie qui possede un majorant est dite majorée. On
dit qu'un élément a € A est un élément maximal de A sila relation a < x n'est vérifiée
pour aucun élément x de A. Une partie peut étre majorant sans posséder un élément
maximal, et un élément maximal n’est pas forcément un majorant, a moins que la par-
tie ne soit totalement ordonnée.

On dit qu'un ordre sur S est un bon ordre, ou que S est bien ordonné si toute partie
non vide admet un plus petit élément. Un ensemble bien ordonné possede un plus
petit élément, donc est en particulier minoré. De plus, un ensemble bien ordonné S
est totalement ordonné (si x et y sont des éléments de S, le plus petit élément de {x, y}
est plus petit que I'autre).

Lensemble des entiers naturels, muni tant de I'ordre habituel, que de I'ordre donné
par la divisibilité, est bien ordonné. Par contre, I'’ensemble des nombres réels positifs
ou nuls ne l'est pas, pas plus que ’ensemble des nombres relatifs positifs ou nuls : dans
les deux cas, 'ensemble des éléments x tels que x > 1 n’a pas de plus petit élément.

Supposons que S soit bien ordonné et soit Aune section commencante de S.Si A# S,
soit a le plus petit élément de CA; alors, A= {x€ S; x < a}.

Nous supposons 'axiome du choix, a savoir que pour toute famille (S;);e; d’en-
sembles non vides, le produit [ S; n’est pas vide.

THEOREME A.2.1 (Lemme de Zorn). — Soit S un ensemble ordonné. On suppose que
toute partie bien ordonnée de S possede un majorant. Alors S admet un élément maxi-
mal.

Démonstration. — Supposons par I'absurde que S n’a pas d’élément maximal.

Montrons que toute partie bien ordonnée A de S possede un majorant a tel que
a ¢ A. Sinon, A posséderait un unique majorant a dans A, qui en serait un élément
maximal. Si x g A, la relation a < x est fausse, sinon x serait un majorant de A; par
suite, a est un élément maximal de S, ce qui est absurde.

Soit .# I'’ensemble des parties bien ordonnées de S; pour A€ .#, soit M4 I'’ensemble
(non vide) des majorants a de A tels que a ¢ A. D’apres 'axiome du choix, le produit
[14c.#» M4 nest pas vide; il existe donc, une application y qui associe, a toute partie
bien ordonnée A de S, un majorant y(A) de A qui nappartienne pas a A.

On dira qu’'une partie bien ordonnée A de S est adaptéeaysia=y({xe€ A; x < a})
pour tout a € A.

LEMME. — Soit A" et A" des parties bien ordonnées de S adaptées ay. Alors, A’ est une
section commencante de A", ou A" est une section commencante de A'.
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Démonstration. — La réunion W des parties B de S qui sont des sections commen-
cantes de A’ et de A” est une section commencante de chacune de ces deux parties;
c’est la plus grande partie de S qui vérifie cette propriété. Si W = A’, A est une section
commencante de A" ;si W= A", A” est une section commencante de A'. Sinon, il existe
a e Aeta’ e A tels que

W={xeA;x<ad}={xeA";x<d".

Comme A’ est adaptée a y, a’ = y(W); de méme, a”’ = y(W). Alors, W' = WU {y(W)}
est une section commencante de A’ et de A”, ce qui contredit le fait que W est la plus
grande. O

Soit # I'’ensemble des parties bien ordonnées de S qui sont adaptées a y et soit A
leur réunion. Montrons que A est une partie bien ordonnée de S, adaptée a y.

Soit P une partie non vide de A. Si B et B’ sont des éléments de 4 tels que PN B et
Pn B’ sont non vides, les plus petits éléments de PN B et PN B’ coincident car B est une
section commencante de B', ou le contraire. Par suite, le plus petit élément de PN B,
pour Be A tel que PN B # I, est le plus petit élément de P. Cela montre que A est bien
ordonné.

Soit a un élément de A et soit B un élément de % tel que a € B. Alors, {x € A; x < a}
et {x € B; x < a} coincident, par définition des sections commencantes. Comme B est
adapté ay,onay({x € A; x < a} = a. Par conséquent, A est adapté ay.

Cela démontre que A est la plus grande partie bien ordonnée de S qui soit adaptée
ay. Mais alors, AU {y(A)} est une partie bien ordonnée de S, adaptée a y, et contenant
strictement A, contradiction. O

On dit qu'un ensemble ordonné est inductif si toute partie totalement ordonnée est
majorée. En appliquant la définition a la partie vide, on voit qu'un ensemble inductif
n’est pas vide. Il résulte du théoréme de Zorn le corollaire : Si S est inductif, 'ensemble
des éléments x de S tels que a < x est inductif, pour tout a € S.

COROLLAIRE. — Tout ensemble inductif posséde un élément maximal. Plus précisé-
ment, si S est un ensemble inductif et a un élément de S, il existe un élément maximal
beS telquea<b.

§A.3. Le langage des catégories

Il s’agit d'un vocabulaire tres utile, et trés utilisé, pour décrire aisément un certain
nombre de structures (les catégories) et la facon dont on passe de I'une a I'autre (les
foncteurs).
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