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1. Un ideale I di un anello commutativo ed unitario A si dice primario se
abe I,a ¢ I = In > 1tale ched™ € I.

(a) Verificare che ogni ideale primo di A & primario.

(b) Provare che un ideale I di A & primario se e solo se ogni zero-divisore
di A/T & nilpotente.

Verificare che l'ideale 87Z di Z & primario.

Verificare che I’ideale 67 di Z non é primario.

Dare una caratterizzazione degli ideali primari di Z.

Sia A un anello commutativo ed unitario dotato di un solo ideale

massimale M. Provare che un elemento di A ¢ invertibile se e solo se
appartiene a A — M.

(b) Trovare gli ideali massimali di Zs, di Zg e di Zqo.
(c) Determinare per quali interi m > 2 l’anello Z,, possiede un solo ideale
massimale.

3. Sia A = Q[X] lanello dei polinomi a coefficienti razionali; fissato un
numero razionale ¢, si consideri ’ideale

I, ={f(X) € Al f(q) = 0}.
(a) Provare che I, & un ideale massimale di A.

(b) Se g e ¢’ sono due numeri razionali distinti, provare che I, NIy & un
ideale di A che non & un ideale primo.

4. Sia p un numero primo fissato ed

a={(s ") javea).

(a) Verificare che A & un sottoanello di M»(Q), commutativo ed unitario.

(b) Provare che A & un campo determinando esplicitamente ’inverso di
ogni suo elemento non nullo.

(c) Determinare un isomorfismo esplicito tra A e il campo Q[X]/(X?2 —p).
5. Si consideri il seguente sottoinsieme dell’anello Q[X] :
A={ag+ a1 X+ ---4+a,X" | n>0,a0 € Z,a; € Q per i > 1}.
(a) Verificare che A & un sottoanello di Q[X].
(b) Provare che il seguente sottoinsieme di 4
I={bi X+ +bX +---+b,X™ | m>1, b; €Q perj >1}
¢ un ideale primo di A.

(¢) Descrivere gli elementi dell’ideale generato da X in A.
(d) Provare che I non & un ideale principale. (Sugg. X € I)



