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1. Trovare, se esistono, estremo superiore e inferiore dei seguenti insiemi, specificando se sono,
rispettivamente, massimo e minimo.

A) Notiamo che per n = 0 si ha x = —2, possiamo notare 1nvece che pern > 1 32*;’ > 0,

qu3e,st0 implica che —% <z Vre A e quindi poiché —5 € A¢inf A=min{z € A} =

-3
Possiamo vedere che Vn > 1 x, > x,4,, infatti: gzt;’ > QE"E)H Vn>1l&e ... &
13> 0Vn > 1, questo ci dice che pern =1z =5 e taleche 5 > x Vo € A ed e quindi

sup A = max{z € A} =5.

B) Possiamo notare che se n > 2 > (0, mentre per n=0x=—5 e pern=1xz= -3,
quindi -3 <z Vr € B = 1nfB IHIII{ZL’ € B} =
Possiamo far vedere che gli elementi di B decrescono col crescere di n, n > 2 ovvero:
272”_“; > ?7(:5)12)3 Vn = 2, quindi il valore di x per n = 2 ¢ il valore massimo: sup B =
max{z € B} =2

2n+1

C) Consideriamo separatamente gli elementi positivi e quelli negativi e cerchiamo I’estremo
superiore tra i positivi, I’estremo inferiore tra i negativi. inf C' = min{x € C'} = -2,
supC = max{r € C} = 1.

D) inf D = min{zx € D} = %, I'insieme non & superiormente limitato quindi e sup D =
+00: va quindi dimostrato che VM dz € D : x > M, ovvero VM dn : x, > M.

E) sup £ = max{z € E} = 7, inf E = min{z € £} = —
F) inf F = min{z € F'} =0, SupF max{x € F'} =

)

) 10
G) inf G = min{z € G} = -3, supG = max{x € G} = g

)

)

1
7
log 3

H) inf H = min{z € H} =0, sup H = +o0.
I) supl = +o0, inf I =min{r € I} = —

2. Dimostrare che se X, Y CR, XY #0e X +Y ={z+y|z € X,y € Y}, allora:

(i) sup(X +Y) =sup X +supY: dimostriamo prima che vale il <, poi che vale il >, il
che implica I'uguaglianza.

-sup(X +Y) < supX + supY: sappiamo che z < supX Vz € X e che y <
supY Vy € Y, quindi x +y < supX +supY Vo € X,y € Y, cio implica che
sup X +sup Y ¢ un maggiorante dell’inseme X + Y e poiché sup(X +Y) ¢ il piu
piccolo dei maggioranti si ha la disuguaglianza sup(X +Y) < sup X +supY.

- sup(X+Y) >sup X +supV: sapplamo per definizione di estremo superiore, che
Ve>0dr e X,geY : T>supX—5, y>supY —5 = x+y >sup X+supY —e
e poiché sup(X + Y') ¢ un maggiorante di z +y Vo € X,y € Y, in particolare &
sup X +Y >22+gy=sup(X+Y)>supX +supY —eVe>0=sup(X+Y) >
sup X +supY.

(i) inf(X +Y) =inf X +inf Y si procede in maniera analoga.



3. Dimostrare che se X, Y C R, X, Y # 0, X C Y, allora:
infY <inf X <supX <supV.

Ovviamente ¢ inf X < sup X, inoltre sup Y ¢ un maggiorante per Y e poiché¢ X C Y ¢
anche un maggiorante per gli elementi di X, ma sup X e il piu piccolo dei maggioranti di
X = sup X <supY; infY essendo un minorante per Y e anche minorante degli elementi
di X, poiché X C Y, ma inf X e il pit grande dei minoranti di X = infY < inf X.

4. Dimostrare che se X C R, X # 0, X, = {tz|z € X,t € R"}, allora:

(i) sup Xy = tsup X: come sopra dimostriamo che valgono sia il < che il >.
- sup X; < tsup X: sappiamo che z < supX Vo € X = tor < tsupX Vz €
X = tsup X e un maggiorante dell'insieme X; e poiché sup X; e il piu piccolo
dei maggioranti di X; ¢ sup X; < tsup X.
- sup X; > tsup X: t ¢ fissato e sappiamo che Ve > 03r € X : T >sup X — ¢ =
tx > tsup X — € e poiché sup X; ¢ un maggiorante di tx Vx € X e sup X; >tz e
quindi sup X; > tsup X —e Ve > 0 = sup X; > tsup X.

(i) inf X; = tinf X: si procede in maniera analoga.



